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確率変数列の最大値の極限定理である極値問題の理論構造は確率変数
列の和の極限定理で得られる無限分解可能分布の理論構造と酷似してい
る。 まずこの両者を比較し、極値理論について簡単な導入を行い、定義
と既知の結果を述べ、極値理論の中の最大値半自己分解可能分布のクラ
スと表現について分かった結果を提示する。

1 極値分布・無限分解可能分布の比較
無限分解可能分布は確率変数列の和の極限分布からつくられる (Sato(99))

が、 この和の代わりに最大値をとった極限分布からつくられるクラスが
極値分布 (Resnick(87)) である。無限分解可能分布の理論と極値理論には
次の表のように構造がよく似ている。

下段はそれぞれの分布の特性関数や分布関数の満たす方程式である。

極限定理として、和の枠組では確率変数列の和 $S_{n}=\Sigma_{i=1}^{n}$濁をとり、 ス
ケールとずらしを取った $a_{n}^{-1}(S_{n}-b_{n})$ を考える。最大値の枠組では、最大
値 $M_{n}= \max_{1\leq i\mathscr{D}}$濁についてスケールとずらしを取った $a_{n}^{-1}(M_{n}-b_{n})$を考
える。 それらはそれぞれの条件下において次のような分布に収束する。
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表 2: 条件と極限分布

ただし

ここで一様性の条件、 すなわち一部の確率変数が他を圧倒しないことが
必要になる。
和の枠組のなかで無限分解可能分布とそのサブクラスの理論には長い

歴史がある。 Sato(99) の $p68$ および p116-117において、引用文献として
無限分解可能分布は 1934年、安定及び半安定分布は 1925年、 自己分解
可能分布は 1937,38年となっている。ところが最大値の枠組で対応するサ
ブクラスははるかに新しい。その歴史は次表のようになる。

表 3: 最大値の枠組みでの極限定理の歴史

次に極値分布の簡単な導入を行う。
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2 極値分布
極値問題は、偶然で変動する毎年の洪水に対応する堤防の高さのよう
に、確率変数列の最大値の漸近挙動を考える。 そこで分布関数 $F$を持つ、
独立同分布確率変数列 $\{X_{i}\}$ の最大値を考える。 $M_{n}=$ maxl $\leq i\leq nXi$ とする
と、 $M_{n}$ の分布関数は $P(M_{n}<x)=(F(x))^{n}$ となる。 $M_{n}$ につぃて極限をと
ると $\lim_{narrow\infty}M_{n}=\sup\{x :F(x)<1\}$ a.s. と一点になってしまうが、元の
分布によっては適当なスケーリングにょり

$P((M_{n}-b_{n})/a_{n}\leq x)=(F(a_{n}x+b_{n}))^{n}arrow wG(x)$

と極限分布が得られる。 この分布はタイプ同値 $V(x)=U(ax+b)$ を除い
て 3種類であることが Fisher, Tippet にょって明らかにされた。 この理論
は von Mises, Gnedenko, de Haan他によって発展した。 この極限分布のク
ラスは

$G^{t}(x)=G(\alpha(t)x+\beta(t))$

を満たす分布のクラスと一致する。以上は分布 $\mu$ に従う iid.確率変数列
の和に関し、 $S_{n}=\Sigma_{i=1}^{n}$藩として、

$E(i\langle z, (S_{n}-b_{n})/a_{n}\rangle)=\varpi(a_{n}z+b_{n}))^{n}arrow\hat{v}(z)$

となり、 $\hat{v}(z)^{t}=\hat{v}(a(t)z)e^{i\langle b(t),z\rangle}$ となる安定分布と酷似しており、 さきほど
の極限分布 $G$ を最大値安定分布と言う。
これに対して前節で述べたようなさまざまな拡張が考えられている。和

の枠組で半自己分解可能分布がMaejima-Naito(97) で導入され、Maejima-
Sato-Watanabe(99) で拡張された。最大値の枠組で最大値半自己分解可能
分布は Satheesh-Sandhya(06) で特別な場合のみ扱われている。そこでここ
では Pancheva(90) の最大値自己分解可能分布の拡張として最大値半自己
分解可能分布を考える。

3 定義と既知の結果
$\overline{\mathbb{R}}^{d}(=[-\infty,\infty)^{d})$値確率ベクトルの列 $x_{k}=(x_{k}^{(l)}, i=1, \ldots,d),$ $k=1,$ $\ldots,n$

に対し、最大値ベクトルを

$\mathbb{Z}_{n}=\mathbb{X}_{1}\vee\ldots\vee \mathbb{X}_{n}=(\max_{1\leq j\leq n}X_{j}^{(\iota)}, i=1, \ldots,d)$
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とおき、 $\overline{\mathbb{R}}^{d}$ 上の連続 $\vee$- 自己同型写像 $L(L(x\vee y)=L(x)\vee L(y)$ で逆像あ
り $)$ の集合を GMA $(\overline{\mathbb{R}}^{d})$ と書く。 この後では分布関数 $F$ として、 $\mathbb{R}^{d}$ 上の

分布で $\lim F(x_{1}, \ldots, x_{d})\geq 0asx_{i1},$ $\ldots x_{ik}arrow-\infty,$ $1\leq k\leq d$を満たすものを
考え、 そのクラスを $\mathcal{F}$ とかく。 Pancheva(90) では最大値自己分解可能に
ついて $\{x:0<F(x)<1\}=\mathbb{R}^{d}$ を満たす狭いクラスで考えられていたが、
Pancheva(94) でより広い $\mathcal{F}$ に拡張されている。
定義 1(最大値無限分解可能) 部分列を考えるため改めて $Z_{n}=\mathbb{X}_{n1}\vee\ldots\vee$

$\mathbb{X}_{nk(n)}$ とおく。 この列について $P(\mathbb{Z}_{n}<x)arrow wF(x)$ となり、 また $F(x)>0$ な

る $F$ の連続点 $x$ で無限小の条件

$\max_{1\leq j\leq k_{n}}P(\mathbb{X}_{nj}>x)arrow 0, narrow\infty$

を満たすとする。ただし不等号は $d$個の各要素について考える。 このとき
極限分布を最大値無限分解可能分布と言い、そのクラスを MID と表す。
$F\in$ MID ならば、任意の自然数 $n$ について $F_{n}\in \mathcal{F}$ が存在し $F(x)=F_{n}(x)^{n}$

となる。
定義 2(最大値自己分解可能) 独立な列 $\{\mathbb{X}_{k}\}$ から作る $Z_{n}$ を基準化した分
布関数の列 $\{F_{n}\}$ が非退化の分布関数 $F$ に弱収束する、すなわち次式を満
たすものとする。

$F_{n}(x):=P(L_{n}^{-1}\mathbb{Z}_{n}<x)arrow wF(x)$ , $narrow\infty,$ $L_{n}\in$ GMA $(\overline{\mathbb{R}}^{d})$

さらに $F(x)>0$ なる $F$の連続点 $X$で無限小の条件 $\max_{1\leq j\leq n}P(L_{\overline{n}}^{1}\mathbb{X}_{j}>x)arrow 0,$

$narrow\infty$ を満たすとき、極限分布 $F$を最大値自己分解可能と言い、そのク
ラスを MSD と書く。 $\mathbb{X}_{nj}=L_{\overline{n}}^{1}\mathbb{X}_{j}$ とすれば、MSD $\subset$ MID がわかる。 また
このとき任意の $\beta\in(0,1] に対し T_{\beta}(x)=\lim L_{[\phi]}^{-1}\cdot L_{n}(x)$ として、 $F_{\beta}\in$ MID
が存在し、 $F(x)=F(T_{\beta^{X}})F_{\beta}(x)$ と分解できる。 また $\mathcal{T}=\{T_{\beta}$ : $\beta\in(0,1]\rangle$ は

半群 $T_{\alpha}(T_{\beta^{X}})=T_{\alpha\beta}(x),$ $\alpha,\beta\in(0,1]$ となる。

以上の知られている事実を和に関する半自己分解可能と同様の枠組み
で捉えなおす。

4 最大値半自己分解可能分布のクラス
定義 3 $H\subset \mathcal{F}$ および $T^{n}xarrow\infty$ となる $T\in GMA$ に対し $F\in\overline{K}(H, T)$ で

あるとは、独立確率ベクトル $\{\mathbb{X}_{j}\}$ と $L_{n}\in GMA$ とん n $\uparrow\infty$ が存在し、次を
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満たすことである。

$Tx= \lim_{narrow\infty}L_{n-}^{-1}{}_{1}L_{n}(x)$, $\angle(\mathbb{X}_{j})\in H,$ $F_{k_{n}}(x):=P(L_{n}^{-1} \max_{1\leq j\leq k_{n}}\mathbb{X}_{j}<x)arrow wF(x)$

さらに無限小条件 nl$arrow$

im
$\infty$

$\max_{1\leq j\leq k_{n}}P(L_{n}^{-1}\mathbb{X}_{j}>x)arrow 0$ を満たすとき $F\in K(H, T)$

という。
定義 4 $H\subset \mathcal{F}$ が $T$-completely closed とは弱収束と対応する確率変数
の最大値について閉じて、 $\mathcal{L}(\mathbb{X})\in H$ と $T(x)= \lim L_{n-1}^{-1}L_{n}(x)$ となる $L_{n}\in$

GMA について $\mathcal{L}(L_{n}^{-1}\mathbb{X})\in H$を満たすことを言う。 さらに強い意味で $T$-

completely closed とはこれに加え、 $H\subset$ MID かつ、 $F\in H$ならば $t>0$ に
対し $F^{t}\in H$であることを言う。
命題 1 次の事実が成り立つ。

1. $K(H, T)\subset\overline{K}(H, T)$ .

2. $K(H, T)\subset$ MID.

3. $H$が $T$-completely closed ならば、 $K(H, T),\overline{K}(H, T)\subset H.$

定理 1

1. $H$ は $T$-completely closed で $F\in K(H, T)$ ならば $F_{T}\in H\cap$ MID が存
在して次を満たす。

$F(x)=F(Tx)F_{T}(x)$ . (1)

2. $H$が強い意味で $\tau$-completely closed のとき、 $F_{T}\in H$が存在して (1)
を満たせば、 $F\in K(H, T)$ である。

3. $H$が強い意味で $T$-completely closedならば、 $K(H, T)$ もそうである。
定理 2 $\overline{K}(H, T)$ について次の事実が成り立っ。

1. $H$が $T$-completely closed のとき、 $F\in\overline{K}(H, T)$

$\Leftrightarrow\exists F_{T}\in Hs.t.F(x)=F(Tx)F_{T}(x)$ .

2. $H$が $T$-completely closed ならば、 $\overline{K}(H, T)$ もそうである。
定 $\Leftrightarrow$ 5 自然数 $m$ に対し、 $L_{-1}(T)=\mathcal{F},L_{m}(T)=K(L_{m-1},T)$および $\overline{L}_{-1}(T)=$

$\mathcal{F},\overline{L}_{m}(T)=\overline{K}(\overline{L}_{m-1}, T)$ とおき、さらに $L_{\infty}(T)= \bigcap_{0\leq m<\infty}L_{m}(T)$ および $\overline{L}_{\infty}(T)=$

$\bigcap_{0\leq m<\infty}\overline{L}_{m}(T)$ とおく。
命題 2 次のような入れ子の構造がある。

IMD $\supset L_{0}(T)\supset L_{1}(T)\supset\ldots\supset L_{\infty}(T)$ , $\overline{L}_{0}(T)\supset\overline{L}_{1}(T)\supset\ldots\supset\overline{L}_{\infty}(T)$
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5 最大値半自 $\Xi$分解可能分布の表現
先の $L_{0}(T)$ の元を最大値半自己分解可能分布と呼ぶ。

Maejima-Sato-Watanabe(99) において和の枠組みでの半自己分解可能分布
の特徴づけがなされている。ここではその最大値版を考える。まずMIDの
指数測度について見てみよう。 もともとは Balkema-Resnick(77) の論文で
導入されたものだが、 ここでは Resnick(87) の本と Pancheva(90) の論文を
参考にする。まず点 $x=(x_{1}, \ldots,x_{d})$ , に対し、 $A_{x}=[-\infty,x_{1}]\cross\ldots\cross[-\infty,x_{d}]$

なる記号を導入する。分布関数がMIDの元であることと、 $\overline{\mathbb{R}}^{d}$上の測度 $\mu$ で

点 $q=-\infty$ を除いて $\sigma$-有限なものが存在し、 $F(x)=\exp(-\mu(A_{x}^{c}))$ と表され
ることは必要十分である。 この結果は和の枠組における L\’evy-Khintchine
表現に相当する。最大値の枠組ではガウス分布に当たるものがないため、
最大値無限可能分布では「ガウス部分」に当たるものを考えなくてよい。

$\mu$ と $v_{T}$ をそれぞれ (1)式における分布関数 $F$ と $F_{T}$ の指数測度とする。
この分解はかってなボレル集合 $A$ に対し

$\mu(A)-\mu(TA)=v_{T}(A)\geq 0,$

が成り立つことと同値である。
次に $\mathbb{R}^{d}$ を分割する。

$S_{T}= \{x\in \mathbb{R}^{d};\max|x|=\max\{|x_{1}|, \ldots , |x_{d}|\}\leq 1, \max|Tx|>1\}.$

とおく。(1)の中で、 $Tx>x$であることから、$m\neq n$のとき $T^{m}S_{T}\cap T^{n}S_{T}=\emptyset$

が成り立つ。$\mathbb{Z}=$ Zu $t\infty$ } および $T^{-\infty}S_{T}=\{-\infty 1$ とおくと、 $\overline{\mathbb{R}^{d}}=\bigcup_{k\epsilon Z}T^{-k}S_{T}$

となる。
いま用意した指数測度と空間の分割を用い、 最大値無限分解可能に関

する表現の結果を述べる。
命題 3(最大値無限分解可能分布に関する表現)
$I\mu$ が $F\in$ MID の指数測度ならば $S_{T}$ 上の有限測度 $\mu_{0}$ および各 $n\in \mathbb{Z}$ につ

いてボレル可測関数 $g_{n}$ : $S_{T}arrow[O, \infty)$ が存在し、以下を満たす。

(a) $A\in B(S_{T})$ について $\mu o(A)=0$ と $\mu(T^{n}A)=0,$ $\forall n\in \mathbb{Z}$ は同値である。

(b) $\sum_{n\in Z}g_{n}(x)>0,$ $\mu_{0}-a.e.,$

(c) $\mu(A)=\int_{S_{T}}\mu_{0}(dx)\sum_{n\in Z}g_{n}(x)1_{A}(T^{n}x),$
$\forall A\in B(\overline{\mathbb{R}}^{d})$ .
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ここで $\{\mu_{0},g_{n},n\in \mathbb{Z}\}$ は次の意味で一意である。すなわち $\{\mu_{0},g_{n},n\in \mathbb{Z}\}$ お
よび $\{\tilde{\mu}_{0},\tilde{g}_{n},n\in Z\}$ が上の条件を満たすならば、 $0<h(x)<\infty$ なるボレル
可測関数 $h(x)$ が存在し、

$\tilde{\mu}_{0}(dx)=h(x)\mu_{0}(dx)$ ,

$g_{n}(x)=h(x)\tilde{g}_{n}(x), \mu_{0}-a.e., \forall n\in \mathbb{Z}$

となる。
また $Tx>x$を満たす $\vee$- 自己同型写像 $T$ について逆も成り立つ。

定理 3(最大値半自己分解可能分布の特徴づけ)
$F$ が最大値半自己分解可能分布ならば上記の表現における関数 $g_{n}(x)$ は
$g_{n}(x)-g_{n+1}(x)\geq 0$ を満たす。
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