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1 はじめに

Aubin, fiankowska[2], Castaing, Valadier[5], Hu, Papageorgiou[13, 14], 丸山 [20, 21]
等をはじめとして，集合値解析学は多くの理論研究が行われている．集合値確率論，集合値確
率過程論は，Li, Ogura, Kreinovich[19], Molchanov[22] 等にこれまでの研究成果がまとめら
れている．特に，集合値マルチンゲール理論については，Hiai[11], Hiai, Umegaki[12] 等の研
究，集合値確率微分方程式については，Li, Li $[18|$ , Zhang, Li, Mitoma, Okazaki[24] 等の研
究がある．
集合値解析学は，非線形解析学，最適化理論，ファジー理論，数理経済学等と深く関連し

ている．一方，集合値確率論，集合値確率過程論の応用は，Li, Ogura, Kreinovich[19] に論じ
られている．また，集合値解析学と stochastic differential inclusion の確率制御問題への応用
は，Kisielewicz, Michta, Motyl[15, 16] 等に論じられているが，確率制御問題への応用研究は
少ない．
本稿では，集合値離散時間確率過程に対する最適停止問題について論じる．Krupa[17] は，

弱コンパクト凸集合値の離散時間確率過程に対する最適停止問題について論じており，upwards
directed の仮定の下で，有限期間と無限期間の場合に Snell包，最適方程式，最適停止規則の構
成法について述べている (構成的).
本稿の第 2章では，集合値解析学からの準備，つまり，集合値写像の可測性および積分の定義，

条件付期待値とマルチンゲールの定義について述べる．この章では，Li, Ogura, Kreinovich[19],
丸山 [20] を参照する．第 3章では，Krupa[17] で論じられている集合値離散時間確率過程に対す
る最適停止問題を紹介する．第 4章では，Debreu[6], 丸山 [20] 等で研究されている集合族のベ
クトル空間への埋め込み (ベクトル化) を用いて，集合値確率過程に対する最適停止問題をベ
クトル値確率過程に対する最適停止問題に帰着させ，最適停止規則の存在 (非構成的) につい

て論じる．

2 集合値確率過程

2.1 記号

本稿では主に以下の記号等を用いる．

$\bullet$ $(X, ||\cdot||x)$ : 可分な Banach 空間. $\mathcal{P}(X)$ : $X$ の部分集合の全体. $\mathcal{P}_{0}(X)$ : $X$ の空でない部分集合の全体. $K(X)$ : $X$ の空でない閉部分集合の全体. $K_{c}(X)$ : $X$ の空でない閉凸部分集合の全体. $K_{kc}(X):X$ の空でないコンパクト凸部分集合の全体
$\bullet A,$ $B\in \mathcal{P}_{0}(X),$ $\lambda\in R$ に対して，

$A+B :=\{x+y|x\in A, y\in B\}, \lambda A :=\{\lambda x|x\in A\}.$

命題
$A,$ $B\in K_{kc}(X)$ ならば $A+B\in K_{kc}(X)$ である．
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2.2 位相. $x\in X,$ $A\in \mathcal{P}o(X)$ に対して，$d(x, A):= \inf\{||x-y||x:y\in A\}$ とおく．. (Hausdorff距離)
$A,$ $B\in \mathcal{P}_{0}(X)$ に対して，$H(A, B)$ $:= \max\{\sup_{x\in A}d(x, B),\sup_{y\in B}d(y, A)\}$

とおく．

. $A\in \mathcal{P}_{0}(X)$ に対して，$||A||_{K}$ $:= \sup\{||x||x : x\in A\}$ とおく．

命題
$(K_{kc}(X), H)$ は完備な距離空間である．

2.3 集合値確率変数. $(\Omega, \mathcal{F}, P)$ : 確率空間
$\circ\{\mathcal{F}_{n}, n\in N\}$ : フィルトレーション，$N:=\{0,1,2, \ldots\}$

$\bullet$ $F$ : $\Omegaarrow \mathcal{P}o(X)$ : 集合値写像
$\bullet$ $A\in \mathcal{P}(X)$ に対して，$F^{-1}(A)$ $:=\{\omega\in\Omega|F(\omega)\cap A\neq\emptyset\}$ とおく．

定義

(1) $F$ : $\Omegaarrow K(X)$ : 強可測
$\Leftrightarrow$ 任意の閉集合 $C\in \mathcal{P}(X)$ に対して，$F^{-1}(C)\in \mathcal{F}.$

(2) $F$ : $\Omegaarrow K(X)$ : 集合値確率変数 ((弱) 可測，ランダム集合)
$\Leftrightarrow$ 任意の開集合 $O\in \mathcal{P}(X)$ に対して，$F^{-1}(O)\in \mathcal{F}.$

命題

(1) 強可測ならば集合値確率変数である．

(2) $X$ が可分完備な距離空間，$(\Omega, \mathcal{F}, P)$ が完備確率空間ならば，強可測と集合値確率変
数は同値である．

定義
$F$ : $\Omegaarrow K(X)$ とする．

(1) $f$ : $\Omegaarrow X$ : $F$ の選択子 $\Leftrightarrow$ 任意の $\omega\in\Omega$ に対して，$f(\omega)\in F(\omega)$ .
(2) $f$ : $\Omegaarrow X$ : $F$ の概選択子

$=$ $P$ に関して殆どすべての $\omega\in\Omega$ に対して，$f(\omega)\in F(\omega)$ .
定理
可分な Banach 空間 $X$ , 集合値確率変数 $F:\Omegaarrow K(X)$ に対して，$F$ は可測選択子を持つ．

2.4 可積分性

$\bullet$ 集合値確率変数 $F$ : $\Omegaarrow K(X)$ の全体を $\mathcal{U}(\Omega, K(X))$ とおく．. $F\in \mathcal{U}(\Omega, K(X))$ , $1\leq p\leq\infty$ に対して，
$S_{F}^{p}:=\{f\in L^{p}(\Omega, \mathcal{F}, P;X)|f(\omega)\in F(\omega)P-a.e. \}$

とおく．
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定義

(1) $F\in \mathcal{U}(\Omega, K(X))$ : 可積分 $\Leftrightarrow$ $S_{F}^{1}\neq\emptyset.$

(2) $F\in \mathcal{U}(\Omega, K(X))$ : 積分有界 $\Leftrightarrow$ $\int_{\Omega}||F(\omega)||_{K}dP<\infty.$

$\bullet$ 積分有界な集合値確率変数 $F$ : $\Omegaarrow K(X)$ の全体を $L^{1}(\Omega, K(X))$ とおく．

命題
$F\in \mathcal{U}(\Omega, K(X))$ とする．

(1) $F$ が積分有界ならば，$F$ は可積分である．

(2) $F$ が積分有界 $\Leftrightarrow$ $s_{F}^{1}\neq\emptyset$ であり，$S_{F}^{1}$ は $L^{1}(\Omega, \mathcal{F}, P;X)$ において有界である．

2.5 期待値 (Aumann積分)

定義 (Aumann 積分)
$F\in \mathcal{U}(\Omega, K(X))$ に対して，

$E[F] := \int_{\Omega}FdP:=\{\int_{\Omega}fdP|f\in S_{F}^{1}\}$

とおく．

定理

(1) $(\Omega, \mathcal{F}, P)$ は原子を持たず，$F\in \mathcal{U}(\Omega, K(X))$ が可積分ならば，c$1E[F]$ は凸である．

(2) $X$ が回帰的 Banach空間，$F\in L^{1}(\Omega, K_{c}(X))$ ならば，$E[F]$ は閉集合である．

(3) $X$ が回帰的 Banach空間，$F\in L^{1}(\Omega, K_{kc}(X))$ ならば，$E[F]$ はコンパクト集合である．

2.6 期待値 (Debreu積分)

定理
ある可分な Banach空間 $(G, ||\cdot||c)$ が存在して，$L^{1}(\Omega, K_{kc}(X))$ を $L^{1}(\Omega, G)$ の凸錐として，
等長同型に埋め込むことが出来る．

定義 (Debreu積分)

(1) $\{A_{i}\}$ を $\Omega$ の分割，$B_{i}\in K_{c}(X)$ とする．単関数 $F( \omega):=\sum_{i=1}^{n}1_{A_{i}}(\omega)B_{i}\in L^{1}(\Omega, K_{c}(X))$

に対して，

$(B) \int_{\Omega}FdP:=\sum_{i=1}^{n}P(A_{i})B_{i}$

とおく．

(2) $F\in L^{1}(\Omega, K_{c}(X))$ に対して，

$\lim_{narrow\infty}\int_{\Omega}H(F(\omega), F_{n}(\omega))dP=0$

となる単関数列 $\{F_{n}\}$ が存在するならば，

$(B) \int_{\Omega}FdP:=\lim_{narrow\infty}(B)\int_{\Omega}F_{n}dP$

とおく．

定理 (Aumann 積分と Debreu積分の関係)

$F\in L^{1}(\Omega, K_{kc}(X))$ ならば，c$1 E[F]=(B)\int_{\Omega}FdP$ である．
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2.7 条件付期待値

定理
$\mathcal{F}$ の部分 $\sigma$ 集合体 $\mathcal{G},$ $F\in \mathcal{U}(\Omega, K(X))(S_{F}^{1}\neq\emptyset)$ に対して，

$S_{G}^{1}(\mathcal{G})=c1\{E[f|\mathcal{G}]|f\in S_{F}^{1}\}$

となる $G\in \mathcal{U}(\Omega, \mathcal{G}, P;K(X))$ が一意に存在する．

定義
定理の $G\in \mathcal{U}(\Omega, \mathcal{G}, P;K(X))$ を $\mathcal{G}$ に関する $F$ の条件付期待値といい，$E[F|\mathcal{G}]$ と表す．

定義 (martingale)
任意の $n\in N$ に対して，$X_{n}\in \mathcal{U}(\Omega, \mathcal{F}_{n}, P;K(X))(S_{X_{n}}^{1}\neq\emptyset)$ とする．

(1) $\{X_{n}, \mathcal{F}_{n}\}$ : 集合値 martingale $\Leftrightarrow$ $E[X_{n+1}|\mathcal{F}_{n}]=X_{n}.$

(2) $\{X_{n}, \mathcal{F}_{n}\}$ : 集合値 supermartingale $\Leftrightarrow$ $E[X_{n+1}|\mathcal{F}_{n}]\subseteq X_{n}.$

(3) $\{X_{n}, \mathcal{F}_{n}\}$ : 集合値 submartingale $\Leftrightarrow$ $E[X_{n+1}|\mathcal{F}_{n}]\supseteq X_{n}.$

3 集合値最適停止問題

3.1 記号と定式化. $N=\{0,1,2, \ldots\},$ $\overline{N}=N\cup\{\infty\}$. $(\Omega, \mathcal{F}, P)$ : 確率空間. $\{\mathcal{F}_{n}, n\in N\}$ : フイルトレーション，$\mathcal{F}=\mathcal{F}_{\infty}=\sigma(\bigcup_{n\in N}\mathcal{F}_{n})$

$\bullet$ $C:=$ 停止規則 $\tau$ : $\Omegaarrow N$ の全体
$\bullet$

$\overline{C}:=$ 停止規則 $\tau$ : $\Omegaarrow$ の全体. $\{Z_{n}, n\in N\}$ : 弱コンパクト凸集合値，$\{\mathcal{F}_{n}\}$-適合な確率過程

問題
$E[Z_{\sigma}]=$ clco $\bigcup_{\mathcal{T}\in cE[Z_{\tau}|}$ となる $\sigma\in C$ を求める．

3.2 有限期間の場合 (Krupa[17])
$\{Z_{n}, 0\leq n\leq p\}$ が 3.1節の条件の他に，次を満たすとする ;

(i) $\sup_{n}\int_{\Omega}||Z_{n}(\omega)||_{K}dP<\infty.$

(ii) $\{E[Z_{\tau}|\mathcal{F}_{n}], \tau\in C,p\geq\tau\geq n\}$ が集合の包含関係に関して upwards directed である．
つまり，任意の $\tau_{1},$ $\tau_{2}(\tau_{1}, \tau_{2}\in C,p\geq\tau_{1}, \tau_{2}\geq n)$ に対して，

$E[Z_{\tau_{1}}|\mathcal{F}_{n}]\cup E[Z_{\tau_{2}}|\mathcal{F}_{n}]\subseteq E[Z_{\tau_{3}}|\mathcal{F}_{n}]$

となる $\tau_{3}(\tau_{3}\in C,p\geq\tau_{3}\geq n)$ が存在する．

このとき，

(1)

$W_{p-m}:=\{\begin{array}{l}Z_{p}(m=0) ,clco (Z_{p-m}\cup E[W_{p-m+1}|\mathcal{F}_{p-m}])(1\leq m\leq p)\end{array}$

とおくと，$\{W_{n}\}$ は $Z_{n}\subseteq W_{n}(\forall n)$ となる最小の積分有界な supermartingale である．

(2) $\sigma:=\min\{n|0\leq n\leq p, W_{n}=Z_{n}\}$ は最適である．
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3.3 無限期間の場合 (Krupa[17])
$\{Z_{n}, n\in N\}$ が 3.1節の条件の他に，次を満たすとする ;

(i) $Z_{n}\subseteq Y(\forall n)$ となる積分有界な弱コンパクト凸集合値確率変数 $Y$ が存在する．

(ii) $\{E[Z_{\tau}|\mathcal{F}_{n}], \tau\in C, \tau\geq n\}$ が集合の包含関係に関して upwards directed である．

このとき，

(1) $W_{n}$ $:=essc1_{CO_{\mathcal{T}\in C,\tau\geq n}}E[Z_{\tau}|\mathcal{F}_{n}]$ とおくと，

$W_{n}=clco(Z_{n}\cup E[W_{n+1}|\mathcal{F}_{n}])$

が成立し，$\{W_{n}\}$ は $Z_{n}\subseteq W_{n}(\forall n)$ となる最小の積分有界な supermartingale である．

(2) $E[Z_{\sigma}]=clcoU_{\tau\in C}E[Z_{\tau}]$ となる $\sigma\in C$ が存在するための必要十分条件は，

$\tau_{0}:=\{\begin{array}{l}\inf\{n|Z_{n}=W_{n}\},\infty (W_{n}\backslash Z_{n}\neq\emptyset, \forall n)\end{array}$

が有限となることである．

注意
3.2節，3.3節において仮定されている条件 upwards directed は，通常の実数値確率過程に対す
る最適停止理論では成立する条件である．ベクトル値または集合値確率過程を考えることは半
順序値確率過程を考えることであり (例えば，Furukawa[8], Hening[9, 10]) , この upwards
directed は半順序値を全順序値にするという意味がある．

4 埋め込みによるベクトル化

4.1 埋め込み

補題 (丸山 [20])
(1) $K_{kc}(X)$ における加法演算 $+$ について，$(K_{kc}(X), +)$ は可換半群である．

(2) $A,$ $B,$ $C\in K_{kc}(X)$ に対して，$A+C=B+C$ ならば，$A=B$ である．

(3) $K_{kc}(X)$ におけるスカラー乗法演算．について，$A,$ $B\in K_{kc}(X),$ $a,$ $b\geq 0$ に対して，

$a(A+B)=aA+aB,$
$(a+b)A=aA+aB,$
$a(bA)=(ab)A,$

1. $A=A.$

(4) $(K_{kc}(X), H)$ は，

$H(A+C, B+C)=H(A, B)$ ,
$H(aA, aB)=aH(A, B)(a\geq 0)$

を満たし，加法演算とスカラー乗法演算は $H$ に関して連続である．

8



定理 (丸山 [20])
$(K_{kc}(X), H)$ に対して，ある実ノルム空間 $(G, ||\cdot||_{G})$ と単射写像 $\varphi$ : $K_{kc}(X)arrow G$ が存在
して，

$\varphi(A+B)=\varphi(A)+\varphi(B)$ ,
$\varphi(aA)=a\varphi(A)(a\geq 0)$ ,
$H(A, B)=||\varphi(A)-\varphi(B)||_{G}$

が成立する．

注意

(1) $(A, B),$ $(C, D)\in K_{kc}(X)\cross K_{kc}(X)$ に対して，$A+D=B+C$ が成立するとき同値関係
$(A, B)\sim(C, D)$ を定め，$[A, B]$ を $(A, B)$ を代表元とする同値類とし，

$G:=\{[A, B]|A, B\in K_{kc}(X)\}$

とする．

(2) $[A, B]+[C, D]:=[A+C, B+D]$ により加法演算 $+$ を定め，任意に固定された
$P\in K_{kc}(X)$ に対して，

$\varphi(A);=[A+P, P]$

と定める．

(3) $\varphi(K_{k}$
。$(X))$ は $G$ の零元 $[\{0\}, \{0\}]$ を頂点とする凸錐である．

(4) span$(\varphi(K_{kc}(X)))=G.$

(5) $K_{kc}(X)$ での半順序 $\leq$ は，$A\leq B\Leftrightarrow A\subseteq B$ によって定める．

(6) $G$ での半順序 $\leq$ は，$[A, B]\leq[C, D]\Leftrightarrow A+D\subseteq B+C$ によって定める．

(7) $\varphi(A)\leq\varphi(B)\Leftrightarrow A\subseteq B.$

定理 (丸山 [20])
$X$ が可分な Banach空間ならば，$(G, ||\cdot||_{G})$ は可分である．

4.2 ベクトル値最適停止問題

定理 (Edgar, Millet, Sucheston[7])

(i) $(B, || ||_{B}),$ $\leq$ は Banach lattice とする．

(ii) $\xi,$ $\eta\in B^{+},$ $\xi<\eta$ ならば，$||\xi||_{B}<||\eta||_{B}$ を満たす．

(iii) $\mathcal{F}$ は可算生成とする．

(iv) $\{Y_{n}, n\in N\}$ は $B^{+}$-値，$\{\mathcal{F}_{n}\}$-適合な確率過程とする．

$( v)\int_{\Omega}su||Y_{n}(\omega)||_{B}dP<\infty n\in^{\frac{p}{N}}.$

(vi) $||\cdot||_{B}$ に関して，$\lim_{narrow\infty}Y_{n}=Y_{\infty}(P-ae)$ となる．

とする．

このとき，ある $\sigma\in\overline{C}$ が存在し，$\tau\in\overline{C}$ に対して $E[Y_{\sigma}]\leq E[Y_{\tau}]$ ならば $E[Y_{\sigma}]=E[Y_{\tau}]$ である．
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4.3 主結果

問題
ある $\sigma\in\overline{C}$ が存在し，$\tau\in\overline{C}$ に対して $E[Z_{\sigma}]\subseteq E[Z_{\tau}]$ ならば $E[Z_{\sigma}]=E[Z_{\tau}]$ である．

つまり，maximal な停止規則の存在を示す．

関数解析学でよく知られいる完備化可能定理により，4.1節の $(G, ||\cdot||_{G})$ が稠密部分空間と
なる様にある Banach 空間 $(B, ||\cdot||_{B})$ に埋め込むことが出来る．

定理

(i) $X$ は回帰的，可分な Banach 空間とする．

(ii) $(\Omega, \mathcal{F}, P)$ は原子を持たない．

(iii) $\mathcal{F}$ は可算生成とする．

(iv) $B$ は $G$ の半順序 $\leq$ を保存する Banach lattice とする．

(v) $\xi,$ $\eta\in B^{+},$ $\xi<\eta$ ならば，$||\xi||_{B}<||\eta||_{B}$ を満たす．

(vi) $\{Z_{n}, n\in N\}$ : $K_{kc}(X)$-値，$\{\mathcal{F}_{n}\}$-適合な確率過程とする．

(vii) Hausdorff距離 $H$ に関して，$\lim_{narrow\infty}Z_{n}=Z_{\infty}(P-a.e.)$ となる $Z_{\infty}\in K_{kc}(X)$ が存在する．

$( viii)\int_{\Omega}su||Z_{n}(\omega)||_{K}dP<\infty n\in^{\frac{p}{N}}.$

(ix) $\varphi(Z_{n}(\omega))\in B^{+}(\forall n\in\overline{N})$ .
とする．
このとき，ある $\sigma\in\overline{C}$ が存在し，$\tau\in\overline{C}$ に対して $E[Z_{\sigma}]\subseteq E[Z_{\tau}]$ ならば $E[Z_{\sigma}]=E[Z_{\tau}]$ で

ある．
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