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1 概要と記号．

本小論説は，共同研究 [LNS31], [LNS32] で得られた結果の一部をまとめたもので

ある．主な内容は，量子 Bruhat グラフを用いたレベル・ゼロ $LS$ パス (を cl で射

影したもの) の表示，および，それを用いた次数関数 ( $=$ エネルギー関数) の記述で
ある．

1.1 記号．本小論説で使用する記号は以下の通り (詳しくは [Kac] を参照):
$\mathfrak{g}$ :($\mathbb{C}$ 上の) 有限次元単純リー代数，$\mathfrak{h}\subset \mathfrak{g}$ :Cartan 部分代数，
$\triangle$ : $\mathfrak{g}$ のルート系，$\triangle^{+}\subset\triangle$ : 正ルート全体，
$\{h_{j}\}_{j\in I}$ : $\mathfrak{g}$ の単純余ルート，$\{\alpha_{j}\}_{j\in I}$ : $\mathfrak{g}$ の単純ルート，
$Q_{+}:= \sum_{j\in I}\mathbb{Z}_{\geq 0}\alpha_{j},$ $Q^{\vee}:=\oplus_{j\in I}\mathbb{Z}h_{j},$

$P$ : $\mathfrak{g}$ の整ウェイト格子，$P_{+}\subset P$ : 優整ウェイト全体，
$\{\varpi_{i}\}_{i\in I}$ : $\mathfrak{g}$ の基本ウェイト，
$W:=\langle r_{j}|j\in I\rangle$ : $\mathfrak{g}$ の Weyl 群 (但し，5: $\alpha_{j}$ に関する単純鏡映).

$\hat{\mathfrak{g}}=\mathfrak{g}\otimes \mathbb{C}[t, t^{-1}]\oplus \mathbb{C}c\oplus \mathbb{C}d$ :(untwisted) アフィンリー代数，但し，
$c$ : $\hat{\mathfrak{g}}$の中心の元，$d$ : 次数作用素，
$\hat{\mathfrak{h}}:=\mathfrak{h}\oplus \mathbb{C}c\oplus \mathbb{C}d$ : $\hat{\mathfrak{g}}$ の Cartan 部分代数．

※以下では $\lambda\in \mathfrak{h}^{*}$ を，$\lambda(c)=\lambda(d)=0$ と定めることで，$\lambda\in\hat{\mathfrak{h}}^{*}$ とみなす．

$\hat{I}:=I\sqcup\{O\},$
$\{h_{j}\}_{j\in\hat{I}}:\hat{\mathfrak{g}}$ の単純余ルート，$\{\alpha_{j}\}_{j\in\hat{I}}$ : $\hat{\mathfrak{g}}$ の単純ルート，

$\triangle_{re}^{+}:\hat{\mathfrak{g}}$ の正実ルート全体の集合，$\delta$ : $\hat{\mathfrak{g}}$ の null root,
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$\hat{P}$ : $\hat{\mathfrak{g}}$ の整ウェイト格子 $(Parrow\hat{P}$ に注意 $)$ ,

$\hat{W}:=\langle r_{j}|j\in\hat{I}\rangle:\hat{\mathfrak{g}}$ の Weyl 群．

$U_{q}(\hat{\mathfrak{g}})$ : 量子アフィン代数，$U_{q}’(\hat{\mathfrak{g}})$ : 次数作用素 $q^{d}$ なしの量子アフィン代数．

2 復習．

2.1 Lakshmibai-Seshadri ( $LS$ ) パス．まず，Littelmann [L] によって導入さ

れた $LS$ パスについて復習しよう．このサブセクションでは $\lambda\in\hat{P}$ とする．

定義 2.1.1. $\mu,$
$v\in\hat{W}\lambda$ とする．以下をみたす $\hat {}W\lambda$ の元の列 $\mu=\mu 0,$ $\mu_{1},$ $\ldots,$ $\mu_{k}=v$

と正実ルートの列 $\xi_{1},$ $\xi_{2},$
$\ldots,$

$\xi_{k}\in\Delta_{re}^{+}$ が存在するとき，$\mu>v$ と定める: 各

$l=1,2,$ $\ldots,$
$k$ に対して，$\mu_{l}=r_{\xi_{l}}(\mu_{l-1})$ かつ $\langle\mu_{l-1},$ $\xi_{l}^{\vee}\rangle<0$ が成立する．ここで，

$\xi\in\triangle_{re}^{+}$ に対して，$r_{\xi}\in\hat{W}$ は $\xi$ に関する鏡映を表し，$\xi^{\vee}$ は $\xi$ の余ルートを表す．

$\mu>\nu$ であるとき，dist $(\mu, v)$ で上の条件をみたす列のうち最長のものの長さ $k$ を

表すことにする．

定義 2.1.2. $0<\sigma<1$ を有理数とし，$\mu,$ $\nu\in\hat{W}\lambda,$
$\mu>\nu$ とする．$(\mu, \nu)$ に対する

$\sigma$-chain とは，以下を満たす $\hat{W}\lambda$ の元の列 $\mu=\mu_{0}>\mu_{1}>\cdots>\mu_{k}=v$ のことであ

る: 各 $l=1,2,$ . . . , $k$ に対して，dist $(\mu_{l-1}, \mu_{l})=1$ , かつ，$\sigma\langle\mu_{l-1},$ $\xi_{l}^{\vee}\rangle\in \mathbb{Z}$ が成立

する．ここで，$\xi_{l}$ は $\mu_{l}=r_{\xi\iota}(\mu_{l-1})$ を満たす唯一つの正実ルートである $(\mu_{l-1}>\mu_{l}$

および dist $(\mu_{l-1}, \mu\iota)=1$ に注意).

定義 2.1.3. $\pi=(\underline{\nu};\underline{\sigma})$ を $\hat{W}\lambda$ の元の列 $\underline{\nu}$ : $\nu_{1}>\nu_{2}>\cdots>\nu_{s}$ と有理数の列

$\underline{\sigma}$ : $0=\sigma_{0}<\sigma_{1}<\cdots<\sigma_{s}=1$ の組とする．各 $u=1,2,$ $\ldots,$ $s-1$ について，

$(v_{u}, \nu_{u+1})$ に対する $\sigma_{u}$-chain が存在するとき，$\pi$ を型 $\lambda$ の $LS$ パスと呼ぶ．$\mathbb{B}(\lambda)$

で型 $\lambda$ の $LS$ パス全体の集合を表す．

以下では $\pi=(v_{1}, v_{2}, \ldots, \nu_{\mathcal{S}};\sigma_{0}, \sigma_{1}, \ldots, \sigma_{s})\in \mathbb{B}(\lambda)$ を次の区分的に線形で連

続な写像 $\pi$ : $[0,1]arrow \mathbb{R}\otimes_{\mathbb{Z}}\hat{P}$ と同一視する:

$\pi(t)=\sum_{q=1}^{p-1}(\sigma_{q}-\sigma_{q-1})v_{q}+(t-\sigma_{p-1})\nu_{p}$ for $\sigma_{p-1}\leq t\leq\sigma_{p},$ $1\leq p\leq s.$
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さて，[L] に基づいて，$\mathbb{B}(\lambda)$ に ( $\hat{P}$ をウェイト格子とする) クリスタルの構造を

定めよう．まず，[$L$ , Lemma 4.5 $a)$ ] より，各 $\pi\in \mathbb{B}(\lambda)$ に対して $\pi(1)\in\hat{P}$ となるこ

とが分かる．そこで，

wt $(\pi):=\pi(1)\in\hat{P}$ for $\pi\in \mathbb{B}(\lambda)$

と定める．$\mathbb{B}(\lambda)$ 上の Kashiwara 作用素はルート作用素にょって与えられる: $\pi\in$

$\mathbb{B}(\lambda)$ と $i\in\hat{I}$ に対して，

$H_{j}^{\pi}(t)$ $:=\langle\pi(t),$ $h_{j}\rangle$ for $t\in[0,1],$

$m_{j}^{\pi}:= \min\{H_{j}^{\pi}(t)|t\in[0,1]\},$

とおく．

注意 2.1.4 $([L,$ Lemma $4.5d)])$ . 関数 $H_{j^{\pi}}(t)$ の極小値はすべて整数である．した
がって特に，$m_{j}^{\pi}$ は $0$ 以下の整数であり，$H_{j}^{\pi}(1)-m_{j}^{\pi}$ は $0$ 以上の整数である．

この注意を踏まえて，ルート作用素 $e_{j},$
$j\in\hat{I}$, を定義しよう．まず，$m_{j}^{\pi}=0$ のと

きは，$e_{j}\pi:=0$ と定める．ここで，$0$ は $\mathbb{B}(\lambda)$ に含まれない元である．$m_{j}^{\pi}\leq-1$ の

場合は，

$(e_{j}\pi)(t)=\{\begin{array}{ll}\pi(t) if 0\leq t\leq t_{0},\pi(t_{0})+r_{j}(\pi(t)-\pi(t_{0})) if t_{0}\leq t\leq t_{1},\pi(t)+\alpha_{j} if t_{1}\leq t\leq 1,\end{array}$

と定める．但し，

$t_{1}:= \min\{t\in[0,1]|H_{j}^{\pi}(t)=m_{j}^{\pi}\},$

$t_{0} := \max\{t\in[0, t_{1}]|H_{j}^{\pi}(t)=m_{j}^{\pi}+1\}$

である (注意 2.1.4より，$H_{j}^{\pi}(t)$ は [to, $t_{1}]$ で狭義単調減少していることが分かる).

次に，ルート作用素 $f_{j},$ $j\in I$ , だが，$H_{j}^{\pi}(1)-m_{j}^{\pi}=1$ の場合は，$f_{j}\pi:=0$ と定め，
$H_{j^{\pi}}(1)-m_{j}^{\pi}\geq 1$ の場合は，

$(f_{j}\pi)(t)=\{\begin{array}{ll}\pi(t) if 0\leq t\leq t_{0},\pi(t_{0})+r_{j}(\pi(t)-\pi(t_{0})) if t_{0}\leq t\leq t_{1},\pi(t)-\alpha_{j} if t_{1}\leq t\leq 1,\end{array}$
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と定める．但し，
$t_{0} := \max\{t\in[0,1]|H_{j}^{\pi}(t)=m_{j}^{\pi}\},$

$t_{1}:= \min\{t\in[t_{0},1]|H_{j}^{\pi}(t)=m_{j}^{\pi}+1\}$

である (注意 2.1.4より，$H_{j}^{\pi}(t)$ は $[t_{0},$ $t_{1}]$ で狭義単調増加していることが分かる).

定理 2.1.5 $([L, \S 2, \S 4])$ . 任意の $\pi\in \mathbb{B}(\lambda)$ と $j\in\hat{I}$に対して $e_{j}\pi,$ $f_{j}\pi\in \mathbb{B}(\lambda)\cup\{0\}$

となる．さらに，

$\{\begin{array}{ll}\epsilon_{j}(\pi) :=\max\{n\geq 0|e_{j}^{n}\pi\neq 0\} for \pi\in \mathbb{B}(\lambda) and j\in\hat{I},\varphi_{j}(\pi) :=\max\{n\geq 0|f_{j}^{n}\pi\neq 0\} for \pi\in \mathbb{B}(\lambda) and j\in\hat{I},\end{array}$

と定めると，$(\mathbb{B}(\lambda), wt, e_{j}, f_{j}, \epsilon_{j}, \varphi_{j})$ は ( $\hat{P}$ をウェイト格子とする) クリスタルに

なる．

$\mathbb{B}(\lambda)$ のクリスタル構造については [NS5] を参照されたい．

2.2 レベルゼロ $LS$ パス．ここからは $\lambda\in P_{+}arrow\hat{P}$ とする; $\langle\lambda,$ $c\rangle=0$ なの

で $\lambda$ は「レベルゼロ」である．また，勝手な $\mu\in\hat{W}\lambda$ に対して $\langle\mu,$ $c\rangle=0$ とな

るので，勝手な $\pi\in \mathbb{B}(\lambda)$ に対して $\langle\pi(t),$ $c\rangle=0$ となる．よって，$\pi\in \mathbb{B}(\lambda)$ も「レ

ベルゼロ」である．

cl : $\mathbb{R}\otimes z^{\hat{P}}arrow(\mathbb{R}\otimes_{\mathbb{Z}}\hat{P})/\mathbb{R}\delta$ を標準射影とする．$\pi\in \mathbb{B}(\lambda)$ に対して cl $(\pi)$ :
$[0,1]arrow(\mathbb{R}\otimes_{\mathbb{Z}}\hat{P})/\mathbb{R}\delta$ を $(c1(\pi))(t)$ $:=c1(\pi(t)),$ $t\in[0,1]$ , で定め，

$\mathbb{B}(\lambda)$

。
$1:=\{c1(\pi)|\pi\in \mathbb{B}(\lambda)\}.$

とおく．このとき，定理 2.1.5で述べた $\mathbb{B}(\lambda)$ のクリスタル構造は，$\mathbb{B}(\lambda)_{c1}$ 上の

( $\hat{P}_{c1}:=$ cl $(P)$ をウェイト格子とする) クリスタル構造を誘導する．すなわち，$\eta=$
cl $(\pi)\in \mathbb{B}(\lambda)$ cl $(\pi\in \mathbb{B}(\lambda))$ であるとき，

$wt(\eta):=c1(wt(\pi))\in\hat{P}_{c1},$

$e_{j}\eta:=$ cl $(e_{j}\pi)$ , $f_{j}\eta:=$ cl $(f_{j}\pi)$ for $j\in\hat{I},$

$\epsilon_{j}(\eta):=\epsilon_{j}(\pi)$ , $\varphi_{j}(\eta):=\varphi_{j}(\pi)$ for $j\in\hat{I}$

と定める (但し，cl(0) $:=0$ とする); ここで，$\langle\delta,$ $h_{j}\rangle=0(^{\forall}i\in\hat{I})$ や $r_{j}\delta=\delta(^{\forall}i\in\hat{I})$

に注意すれば，これらが $\eta=$ cl $(\pi)$ を満たす $\pi\in \mathbb{B}(\lambda)$ の取り方には依らず，well-

defined であることが分かる．
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定理 2.2.1 $([NS1], [NS2], [NS3])$ . (1) 各 $i\in I$ に対して，$\mathbb{B}(\varpi_{i})_{c1}$ は，Kashiwara
[Kas] によって導入された $U_{q}’(\mathfrak{g})$ のレベル・ゼロ基本表現 $W(\varpi_{i})$ の結晶基底に (ク

リスタルとして) 同型である．

(2) $i=(i_{1}, i_{2}, \ldots, i_{p})$ を $I$ の元の列とし (同じものがあってもよい), $\lambda_{i}:=$

$\varpi_{i_{1}}+\varpi_{i_{2}}+\cdots+\varpi_{i_{p}}$ とおく．このとき，クリスタルの同型

$\Psi_{i}:\mathbb{B}(\lambda_{i})_{c1}arrow\sim \mathbb{B}(\varpi_{i_{1}})$

。
$\iota\otimes \mathbb{B}(\varpi_{i_{2}})_{c1}\otimes\cdots \mathbb{B}(\varpi_{i_{p}})$。1

が存在する．

注意 2.2.2. 各 $i\in I$ について，レベル・ゼロ基本表現 $W(\varpi_{i})$ は有限次元既約

$U_{q}’(\mathfrak{g}$ $)$ -加群であり，その Drinfeld 多項式 $\{P_{i}(u)\}_{i\in I}$ は

$P_{i}(u)=1-au(^{\exists}a\in \mathbb{Q}(q)) , P_{j}(u)=1(j\in I, j\neq i)$

という形をしている $(例えば [N,$ Remark $3.3] を参照)$ . この結果にょり，$W(\varpi_{i})$ は

([HKOTY, \S 2.3] の記号の下で) Kirillov-Reshetikhin ($KR$) 加群 $W_{1}^{(i)}$ に対応して

いることが分かる．$W(\varpi_{i})\cong W_{1}^{(i)}$ の結晶基底は，定数倍を除いて一意的なので (例
えば [$NS4$ , Lemma 1.5.3] を参照), $W(\varpi_{i})$ の結晶基底は，いわゆる (one-column)
$KR$ クリスタル $B^{i,1}$ である．したがって，定理 2.2.1より，$\mathbb{B}(\varpi_{i})$。1は $KR$ クリスタ

ル $B^{i,1}$ と同型であり，$\mathbb{B}(\lambda)$

。
$1(\lambda\in P_{+})$ は $B^{i,1}$ 達 $(i\in I)$ の幾つかのテンソル積に

同型である．

2.3 $\mathbb{B}(\lambda)$。1上の次数関数．引き続き $\lambda\in P_{+}arrow\hat{P}$ とする．このサブセクション
では，[NS6, \S 3.1] で導入した $\mathbb{B}(\lambda)$。1上の次数関数

$Deg_{\lambda}:\mathbb{B}(\lambda)_{c1}arrow \mathbb{Z}_{\leq 0}$

について復習する．

まず，記号を幾つか準備する: $\mathbb{B}_{0}(\lambda)$ を $\pi_{\lambda}:=(\lambda;0,1)$ を含む $\mathbb{B}(\lambda)$ の連結成分

とする．また，$\pi=(v_{1}, \ldots, v_{S};\sigma_{0}, \ldots, \sigma_{S})\in \mathbb{B}(\lambda)$ に対して，$\iota(\pi)$ $:=v_{1}$ とおく;

すなわち，十分小さい $\epsilon>0$ に対して $\iota(\pi)=\pi(\epsilon)/\epsilon$ である．

さて，[NS6, Proposition 3.1.3] より，各 $\eta\in \mathbb{B}(\lambda)$。1に対して，$\pi_{\eta}\in \mathbb{B}_{0}(\lambda)$ であっ

て cl $(\pi_{\eta})=\eta$ かつ $\iota(\pi_{\eta})\in\lambda-Q_{+}$ を満たすものが唯一つ存在する．このとき，
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wt $(\pi_{\eta})=\pi_{\eta}(1)$ は次の形をしている $([NS6,$ Lemma $3.1.1])$ :

$\pi_{\eta}(1)=\lambda-\beta+K\delta (^{\exists}\beta\in Q_{+}, \exists_{K\in \mathbb{Z}_{\geq 0})}.$

ここで，$\eta$ の次数 $Deg_{\lambda}(\eta)\in \mathbb{Z}\leq 0$ を

$Deg_{\lambda}(\eta):=-K\in \mathbb{Z}_{\leq 0}.$

で定める．

注意 2.3.1 $([NS6,$ Lemma $3.2. 1] を参照)$ . $Deg_{\lambda}$ : $\mathbb{B}(\lambda)$

。
$1arrow \mathbb{Z}\leq 0$ は，以下を満たす

唯一つの $\mathbb{B}(\lambda)$。1上の関数である:

(i) $Deg_{\lambda}(\eta_{\lambda})=0$ . 但し，$\eta_{\lambda}:=c1(\pi_{\lambda})$ ;

(ii) $e_{j}\eta\neq 0$ を満たす $\eta\in \mathbb{B}(\lambda)$ cl と $j\in\hat{I}$に対して，

$Deg_{\lambda}(e_{j}\eta)=\{\begin{array}{ll}Deg_{\lambda}(\eta)-1 if j=0 and \iota(e_{0}\pi_{\eta})=\iota(\pi_{\eta}) ,Deg_{\lambda}(\eta)-\langle\iota(\pi_{\eta}), h_{0}\rangle-1 if j=0 and \iota(e_{0}\pi_{\eta})=r_{0}(\iota(\pi_{\eta})) ,Deg_{\lambda}(\eta) if j\neq 0.\end{array}$

$i=(i_{1}, i_{2}, \ldots, i_{p})$ を $I$ の元の列とし (同じものがあってもよい), $\lambda_{i}:=\varpi_{i_{1}}+$

$\varpi_{i_{2}}+\cdots+\varpi_{i_{p}}$ とおく．このとき，定理 2.2.1 (2) より，クリスタルの同型

$\Psi_{i}$ : $\mathbb{B}(\lambda_{i})$cl $arrow\sim \mathbb{B}(\varpi_{i_{1}})$ cl $\otimes \mathbb{B}(\varpi_{i_{2}})$

。
$1\otimes\cdots \mathbb{B}(\varpi_{i_{p}})$ cl $=:\mathbb{B}_{i}$

が存在する．$D_{i}$ : $\mathbb{B}_{i}arrow \mathbb{Z}_{\leq 0}$ を $\mathbb{B}_{i}$ 上のエネルギー関数とする (詳細は [HKOTY,

\S 3], [HKOTT, \S 3.3] や [NS6, \S 4.1] を参照).

定理 2.3.2 $([NS6,$ Theorem $4.1.1])$ . 各 $\eta\in \mathbb{B}(\lambda_{i})_{c1}$ に対して，

$Deg_{\lambda_{i}}(\eta)=D_{i}(\Psi_{i}(\eta))-D_{i}^{ext}$

が成り立つ．ここで，$D_{i}^{ext}\in \mathbb{Z}$ は ( $\eta$ に依らない) ある定数である．

3 量子 Bruhat グラフと量子 $LS$ パス．

3.1 量子 Bruhat グラフ．$\lambda\in P_{+}$ とし，$J$ $:=\{i\in I|\langle\lambda, h_{i}\rangle=0\}$ とおく．

$W_{J}:=\langle r_{j}|i\in J\rangle\subset W$ とすると，$W_{J}$ を法とする $W$ の各剰余類には長さが最小
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の元が唯一つ存在することが知られている; この元をその剰余類の minimal coset
representative とよぶ．$W^{J}(\cong W/W_{J})\subset W$ を minimal coset representatives 全

体の集合とし，$\lfloor\cdot\rfloor=\lfloor\cdot\rfloor_{J}$ : $Warrow W^{J}\cong W/W_{J}$ を標準射影とする．また，

$\triangle_{J}:=\triangle\cap(\oplus_{j\in J}\mathbb{Z}\alpha_{j}) , \triangle_{J}^{\pm}:=\triangle^{\pm}\cap\triangle_{J},$

$\rho:=\frac{1}{2}\sum_{\alpha\in\Delta+}\alpha, \rho_{J}:=\frac{1}{2}\sum_{\alpha\in\Delta_{J}^{+}}\alpha.$

とおく．

定義 3.1.1 $([LNS^{3}1, \S 4])$ . (放物型) 量子 Bruhat グラフ $QB(W^{J})$ とは，以下の
ように定義される，$\triangle^{+}\backslash \triangle_{J}^{+}$ で色付けされた有向グラフである: まず，頂点集合は
$W^{J}$ である．そして，$w\in W^{J}$ と $\beta\in\triangle^{+}\backslash \triangle_{J}^{+}$ に対して，以下の (i), (ii) のいずれ

かが成り立つとき $warrow\beta\lfloor wr_{\beta}\rfloor$ と定める．

(i) $\ell(\lfloor wr_{\beta}\rfloor)=\ell(w)+1$ ;

(ii) $\ell(\lfloor wr_{\beta}\rfloor)=\ell(w)-2\langle\rho-\rho_{J},$ $\beta^{\vee}\rangle+1.$

$QB(W^{J})$ において，勝手な頂点 $x\in W^{J}$ から勝手な頂点 $y\in W^{J}$ への向きのつ

いた道が存在することが分かる $([LNS^{3}1,$ Remark $6.13])$ . $x\in W^{J}$ から $y\in W^{J}$ へ

の向きのついた道

$p:x=x_{0}arrow^{\beta_{1}}x_{1}arrow^{\beta_{2}}$ . . . $arrow^{\beta_{n}}x_{n}=y$

が与えられたとき，$P$ のウェイト wt $(p)\in Q^{\vee}$ を

wt(p)
$:= \sum_{1\leq k\leq ns.t}.\beta_{k}^{\vee}\ell(x_{k})=\ell(x_{k-1})-2\langle\rho-\rho_{J},\beta_{k}^{\vee})+1$

で定める．

命題 3.1.2 $([LNS^{3}1]^{1})$ . $x,$ $y\in W^{J}$ とし，p, q を $QB(W^{J})$ における $x$ から $y$ への

向きのついた最短の道とする．このとき，wt(p) と wt(q) は $Q_{J}^{\vee}:=\oplus_{j\in J}\mathbb{Z}h_{j}$ を法

として等しい．

1この命題は (本稿執筆時点では) arXiv:1211.2042には含まれていないが，正式の論文には含ま
れる予定である．
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$x,$ $y\in W^{J}$ に対して，
$wt_{\lambda}(x\Rightarrow y):=\langle\lambda, wt(p)\rangle$

で定める．ここで，$p$ は $x$ から $y$ への最短の道である; 命題 3.1.2および $J=\{i\in$

$J|\langle\lambda,$ $h_{i}\rangle=0\}$ であることから，$wt_{\lambda}(x\Rightarrow y)$ は $P$ の取り方にはよらないことが

分かる．

3.2 量子 $LS$ パス．各有理数 $\sigma\in \mathbb{Q}$ に対して，$QB(W^{J})$ の (充満) 部分グラフ

$QB_{\sigma\lambda}(W^{J})$ を次で定義する: 頂点集合は $QB(W^{J})$ と同じで $W^{J}$ である．そして，
$QB(W^{J})$ の矢印 $arrow\beta$ のうち，$\langle\sigma\lambda,$ $\beta^{\vee}\rangle\in \mathbb{Z}$ を満たすもののみを残す (満たさないも

のをすべて取り除く).

定義 3.2.1. 型 $\lambda\in P_{+}$ の量子 $LS$ パスとは，$W^{J}$ の元の列 $\underline{x}$ : $x_{1},$ $x_{2},$ $\ldots,$
$x_{S}$ と有

理数の列 $\underline{\sigma}$ : $0=\sigma_{0}<\sigma_{1}<\cdots<\sigma_{s}=1$ の組 $\eta=(\underline{x};\underline{a})$ で次の条件を満たすも

ののことである: 各 $1\leq u\leq s-1$ について，$x_{u}\neq x_{u+1}$ であり，かつ，$QB_{\sigma_{u}\lambda}(W^{J})$

において $x_{u+1}$ から $x_{u}$ への向きのついた道が存在する．QLS $(\lambda)$ で型 $\lambda$ の QLS パ

ス全体の集合を表す．

以下では $\eta=$
$(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{s};\sigma_{0}, \sigma_{1}, . . . , \sigma_{s})\in QLS(\lambda)$ を次の区分的に線形で

連続な写像 $\eta$ : $[0,1]arrow \mathbb{R}\otimes_{\mathbb{Z}}P$ と同一視する:

$\eta(t)=\sum_{q=1}^{p-1}(\sigma_{q}-\sigma_{q-1})x_{q}\lambda+(t-\sigma_{p-1})x_{p}\lambda$ for $\sigma_{p-1}\leq t\leq\sigma_{p},$ $1\leq p\leq s.$

4 主結果．

4.1 レベルゼロ $LS$ パスと量子 $LS$ パスの関係．$\lambda\in P_{+}arrow\hat{P}$ とする．まず，
$\mathbb{B}(\lambda)$。1は，$[0,1]$ から $(\mathbb{R}\otimes_{\mathbb{Z}}\hat{P})/\mathbb{R}\delta$ への区分的に線形で連続な写像全体の集合 $(\mathbb{P}$。1

とする) の部分集合であったことを思い出そう．一方，cl: $\mathbb{R}\otimes_{\mathbb{Z}}\hat{P}arrow(\mathbb{R}\otimes_{\mathbb{Z}}\hat{P})/\mathbb{R}\delta$

を $\mathbb{R}\otimes_{\mathbb{Z}}P(arrow \mathbb{R}\otimes_{\mathbb{Z}}\hat{P})$ に制限したものは単射なので，QLS $(\lambda)$ も $\mathbb{P}_{c1}$ の部分集合

とみなせる．

定理 4.1.1 $([LNS^{3}2])$ . $\lambda\in P_{+}arrow\hat{P}$ とする．このとき，$\mathbb{P}$。1の部分集合として，

$\mathbb{B}(\lambda)_{c1}=QLS(\lambda)$

である．
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4.2 次数関数に関する公式．$\eta\in \mathbb{B}(\lambda)$ 。1 とする．定理 4.1.1 より，$\mathbb{B}(\lambda)_{c1}=$

QLS $(\lambda)$ であるから，QLS $(\lambda)$ の定義に従って

$\eta= (x_{1}, X_{2}, . . . , X_{S}|\sigma_{0}, \sigma_{1}, . . . , \sigma_{s})\in QLS(\lambda)$$-$–$W^{J}$ の元の列 有理数の列

と書くことができる．このとき，

定理 4.2.1.

$Deg(\eta)=-\sum_{u=1}^{s-1}(1-\sigma_{k})wt_{\lambda}(x_{u+1}\Rightarrow x_{u})$ .
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