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1 背景

1.1

$(C^{**}, \partial,\overline{\partial})$ を $\mathbb{C}$-係数上の有界な二重複体とする。二重複体 $(C^{**}, \partial,\overline{\partial})$ には、 各コホモロジー
$H_{\partial’}^{**}(C),$ $H_{\overline{\partial}’}^{**}(C)$ およびトータルコホモロジー $H^{*}(TotC)$ の他にも次のような不変量が定義できる. (スペクトル列の退化数) 二重複体 $(C^{**}, \partial,\overline{\partial})$ に対して、スペクトル系列 $E_{*}^{**}$ で $E_{1}^{**}\cong H_{\overline{\partial}}^{*_{\rangle}*}(C)$

かつ $H^{*}(TotC)$ に収束するものが存在する。 この時、

$r(C)= \min\{r\in \mathbb{N}|\forall s\geq r, d_{s}=0\}$

と定義する。 ここで、 $d_{S}$ はスペクトル系列の $E_{s^{-}}$タームの微分とする。. (Bott-Chern コホモロジー)
$H_{BC}^{**}(C)= \frac{ker\partial\cap ker\overline{\partial}}{im\partial\overline{\partial}}$

と定義する。

1.2

$(M, J)$ をコンパクト複素多様体とし、 その上の二重複体 $A^{**}(M),$ $\partial,\overline{\partial})$ を考える。上記の定義に
関して、 $H_{BC}^{**}(M)=H_{BC}^{**}(A(M))$ 、 $r(M)=r(A(M))$ と書く。 $(M, J)$ がケーラー構造を持つと仮定
すると次が成り立つ。

$r(M)=1$

. 定義より得られる自然な写像 $H_{BC}^{**}(M)arrow H^{*}(M, \mathbb{C})$ は同型射である。 ( $\partial\overline{\partial}-$ レンマ [3])

注意: 自然な写像 $H_{BC}^{**}(M)arrow H^{*}(M, \mathbb{C})$ が同型射ならば $r(M)=1$ であるが逆は成り立たない。
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1.3

$G$ を単連結可解リー群とする。 $G$ はココンパクトな離散部分群 $\Gamma$ を持つとする。 コンパクト等質

空間 $G/\Gamma$ を可解多様体と呼ぶ。 $G$ が幕零の時 $G/\Gamma$ を幕零多様体と呼ぶ。次のことが知られている。. $G$ を単連結複素幕零リー群で $\Gamma$ に適合する (rational) 左不変複素構造を持つものと仮定する。

この時、 左不変微分形式のなす二重複体 $\wedge^{**}\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}^{*}$ の埋め込みはコホモロジーの同型

$H_{�}^{*}\rangle(G/\Gamma)\cong H_{\overline{\partial}’}^{**}(\mathfrak{g})$ ,

$H_{BC}^{**}(G/\Gamma)\cong H_{BC}^{**}(\mathfrak{g})$

. $G$ を単連結複素罧零リー群と仮定すると、 $r(G/\Gamma)\leq 2$。 ([2]). 任意の整数 $n$ に対して、左不変な複素構造を持つ幕零多様体 $G/\Gamma$ で $n\leq r(G/\Gamma)$ を満たすも

のが存在する。 ([8]). 複素構造を持つ幕零多様体 $G/\Gamma$ で自然な写像 $H_{BC}^{**}(M)arrow H^{*}(M, \mathbb{C})$ が同型射であるものは

トーラスに限る。 ([4])

1.4

$G$ を単連結可解リー群とする。 $G$ はココンパクトな離散部分群 $\Gamma$ を持つとする。次のいずれかの

条件を満たすと仮定する。

1. $G=\mathbb{C}^{n}\ltimes\phi N$
、

$N$ は単連結罧零リー群で左不変複素構造 $J$ をもち、 作用 $\phi$ : $\mathbb{C}^{n}arrow$ Aut $(N)$

は半単純かつ $J$ と可換。 また、 $\Gamma=\Gamma’\ltimes\Gamma",$ $\Gamma’$ と $\Gamma"$ はそれぞれ、 $\mathbb{C}^{n}$ と $N$ のココンパクトな

離散部分群。

2. $G$ は複素リー群。

この時、 $A^{**}(G/\Gamma)$ の部分 2重複体 $B^{**}$ で、 同型

$H_{�}^{*}(G/\Gamma)\cong H_{\overline{\partial}’}^{**}(B)$

を導くものを著者は [5], [6] にて構成した。

2 結果

2.1 スペクトル系列 ([7]). 可解多様体 $G/\Gamma$ は 1.4における仮定 1. を満たすとする。 この時、 $r(N/\Gamma")=1$ ならば不等式

$r(G/\Gamma)\leq 2$

が成り立ち、 $r(N/\Gamma")>1$ ならば不等式

$r(G/\Gamma)\leq r(N/\Gamma")$

が成り立つ。
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. 可解多様体 $G/\Gamma$ は 1.4における仮定 2. を満たすとする。 このとき、 不等式

$r(G/\Gamma)\leq 2$

が成り立つ。

2.2 Bott-Chern コホモロジー ([1])

・可解多様体 $G/\Gamma$ は 1.4における仮定 1. または 2. を満たすとする。 [5], [6] にて構成した部分 2
重複体 $B^{**}$ に対して、 $C^{**}=B^{**}+\overline{B^{**}}$ と置く。 この時、 埋め込み $C^{**}\subset A^{**}(G/\Gamma)$ は

同型

$H_{BC}^{**}(C)\cong H_{BC}^{**}(G/\Gamma)$

を与える。

. ケーラーではない複素可解多様体 $G/\Gamma$ で自然な写像 $H_{BC}^{**}(M)arrow H^{*}(M, \mathbb{C})$ が同型射となる
ものが存在する。
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