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概要

従来，ユークリッド空間上での最適化問題が盛んに研究さ
れ，様々な解法アルゴリズムが知られている．無制約最適化問
題に対するアルゴリズムは，制約付き最適化問題に対するア
ルゴリズムより簡明であることが多い．しかし，制約条件付
きの最適化問題であっても，その制約条件を満たす点全体が
リーマン多様体である場合には，従来の最急降下法やニュー
トン法，あるいは共役勾配法を多様体上に拡張したものを用
いることができる．
本稿では，リーマン多様体上の最適化問題の様々な例と

その解法について概説した後，実対称行列の同時対角化問題
がシュティーフェル多様体上の最適化問題に帰着されること
を紹介し，そのニュートン法について論じる．

1 序論

ユークリッド空間における最適化アルゴリズムは多数あるが，制約条件なしの問題に対
しては，最急降下法やニュートン法，あるいは共役勾配法など，性質の良いものが知られ
ている．制約条件付きの問題に対して仮にこれらのアルゴリズムを用いると，制約条件が
満たされなくなってしまうので，最急降下法やニュートン法を制約条件付きの問題にその
まま適用することはできない．そのため，制約条件付きアルゴリズムは一般に複雑であ
る．しかし，制約条件付きの最適化問題であっても，その制約条件を満たす点全体がリー
マン多様体をなす場合には，最急降下法などをその多様体上に一般化したアルゴリズムを
用いることができる．
本稿では，リーマン多様体上の最適化問題の様々な例を紹介し，一般のリーマン多様体
上の最適化問題に対するニュートン法を説明する．そして，実対称行列の近似的同時対角
化問題をシュティーフェル多様体上の最適化問題として定式化した上で，特にシュティー
フェル多様体が直交群に帰着される場合について，対象となる最適化問題に対するニュー

トン法を導出する．また，その中でニュートン方程式をどう解くべきかについて，詳しく
論じる．
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2 リーマン多様体上の最適化問題とその解法アルゴリズム

2.1 リーマン多様体上の最適化問題の例

まず初めに，次のユークリッド空間上の制約条件付きの最適化問題を取り上げる．すな
わち，$n\cross n$ 実対称行列 $A$ に対して，次の問題を考える，

問題 2.1.

minimize $\frac{x^{T}Ax}{x^{T_{X}}}$ , (2.1)

subject to $x\in \mathbb{R}^{n},$ $x\neq 0$ . (2.2)

この問題における目的関数はレイリー商と呼ばれ，最適解は行列 $A$ の最小固有値に属

する固有ベクトルであることが知られている．問題 2.1は $\mathbb{R}_{*}^{n}$ 上の無制約最適化問題であ
る．ここで，$\mathbb{R}_{*}^{n}$ は $\mathbb{R}^{n}-\{0\}$ を表す．ところが，無制約最適化問題 2.1に，最適解の近傍
内の点を初期点としてニュートン法を適用しても，一般には最適解に収束する点列は得ら
れない．実際，$k$ 番目の反復での点 $x_{k}\in \mathbb{R}^{n}$ における探索方向 $\xi_{k}\in \mathbb{R}^{n}$ に対するニュー ト

ン方程式は，

$\frac{2}{x_{k}^{T}x_{k}}(I_{n}-2\frac{x_{k}x_{k}^{T}}{x_{k}^{T}x_{k}})(A-\frac{x_{k}^{T}Ax_{k}}{x_{k}^{T}x_{k}}I_{n})(I_{n}-2\frac{x_{k}x_{k}^{T}}{x_{k}^{T}x_{k}})\xi_{k}=-\frac{2}{x_{k}^{T}x_{k}}(A-\frac{x_{k}^{T}Ax_{k}}{x_{k}^{T_{X_{k}}}}I_{n})x_{k}$

(2.3)
となるが，この方程式は，$x_{k}^{T}Ax_{k}/x_{k}^{T_{X_{k}}}$ が $A$ の固有ベクトルでない限り，ただーっの解

$\xi_{k}=x_{k}$ を持つ [1]. したがって，そのような場合，ニュー トン法によって得られる次の点
$X_{k+1}$ は $x_{k+1}=x_{k}+\xi_{k}=2x_{k}$ となる．つまり，この問題に対するニュートン法によって得
られる点列は，一般にはいかなる停留点 $x_{*}$ にも収束せず，最適解を得ることができない．
ところで，目的関数 (2.1) は $x$ のスケール変換によって値を変えないから，$x$ のノルム

を固定しても差し支えない．そこで，$x^{T}x=1$ という制約条件を付けて次の等価な問題に
変換することができる．

問題 2.2.

minimize $x^{T}Ax$ , (2.4)

subject to $x^{T}x=1$ , (2.5)
$x\in \mathbb{R}^{n}$ . (2.6)

この問題は $\mathbb{R}^{n}$ 上の制約付き最適化問題である．
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ここで，制約条件 $x^{T}x=1$ , すなわち $\Vert x\Vert=1$ に注目すると，探索領域はユークリッド
ノルムが 1の点全体，すなわち $(n-1)$ - 次元の単位超球面 $S^{n-1}:=\{x\in \mathbb{R}^{n}|\Vert x\Vert=1\}$ で

ある．こうして，問題 2.2は次の問題に書き換えられる．

問題 2.3.

minimize $x^{T}Ax$ , (2.7)

subject to $x\in S^{n-1}$ . (2.8)

問題 2.3は，$S^{n-1}$ 上の無制約最適化問題である．こうして，球面という多様体上の最適化
問題が得られた．したがって，ニュートン法をあらかじめ一般論として多様体上に拡張し
ておけば，収束性の良いアルゴリズムが得られることが期待される．実際，この最適化問
題に対する (多様体上の) ニュートン法は，実はレイリー商反復法と全く等価であること
が確認できる [1].
数値線形代数における問題がリーマン多様体上の最適化問題に書き直される例は他にも
ある．問題 2.3をシュティーフェノレ多様体 $St(p, n)$ $:=\{Y\in \mathbb{R}^{n\cross p}|Y^{T}Y=I_{p}\}(p\leq n)$ に

拡張すると，次の問題を得る:

問題 2.4.

minimize tr$(Y^{T}AYN)$ , (2.9)

subject to $Y\in$ St $(p, n)$ . (2.10)

ここで，$N$ は $N=diag(\mu_{1}, \ldots, \mu_{p}),$ $0<\mu_{1}<\cdots<\mu_{p}$である．この問題の最適解 $Y_{*}$ の第
$i$ 列は行列 $A$ の小さい方から $i$番目の固有値に属する単位固有ベクトルであることが示さ
れる．

さらに，行列の固有ベクトルそのものを知る必要はなく，小さい方から $P$個の固有値に
属する固有空間だけが必要なときは，問題 2.4から定数の対角行列 $N$ を除くことができ

て，目的関数は tr$(Y^{T}AY)$ となる．ところで，この目的関数は $O(p)$ 不変である．つまり，
$p$次直交行列 $Q\in O(p)$ に対して，

$tr$ $((YQ)^{T}A(YQ))=$ $tr$ $(Q^{T}Y^{T}AYQ)=$ $tr$ $(Y^{T}AY)$ . (2.11)

ゆえに，探索領域としては商多様体 St $(p, n)/O(p)$ を考えれば十分で，この St $(p, n)/O(p)$

はグラスマン多様体 Grass$(p, n)$ として知られている．つまり，次のグラスマン多様体上
の最適化問題を得る:
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問題 2.5.

minimize tr $(Y^{T}AY)$ , (2.12)

subject to $[Y]\in$ Grass $(p, n)$ $:=O(n)/$ St $(p, n)$ . (2.13)

ここで，$[Y]\in$ Grass $(p, n)$ は $Y\in$ St $(p, n)$ を代表元とする同値類である．最適解 $[Y_{*}]$ は，
行列 $A$ の小さい方から $p$個の固有値に属する固有ベクトルが張る空間に対応する．
グラスマン多様体を Grass$(p, n)=O(n)/$ St $(p, n)$ と見ると，ユークリッド空間に埋め込

まれていない．一方，先の 2つの例では球面 $S^{n-1}$ やシュティーフェル多様体 St $(p, n)$ は

それぞれユークリッド空間 $\mathbb{R}^{n}$ や $\mathbb{R}^{n\cross p}$ に自然に埋め込まれていた．実は，グラスマン多
様体 Grass $(p, n)$ も，階数 $p$ の直交射影行列全体と見なすことで，ユークリッド空間 $\mathbb{R}^{n\cross n}$

の部分多様体となり得る [5,6]. すなわち，

Grass $(p, n)\simeq\{X\in \mathbb{R}^{n\cross n}|X^{T}=X,$ $X^{2}=X$ , rank$(X)=p\}$ (2.14)

$=\{X=YY^{T}|Y\in St(p, n)\}$ . (2.15)

ここで，$X=YY^{T}$ のとき，

$tr$ $(Y^{T}AY)=$ $tr$ $(AYY^{T})=$ $tr$ $(AX)$ (2.16)

が成り立つことに注意すると，問題 2.5を次のように変換することもできる:

問題 2.6.

minimize tr$(AX)$ , (2.17)

subject to $X\in$ Grass $(p, n)$ $:=\{X\in \mathbb{R}^{n\cross n}|X^{T}=X,$ $X^{2}=X$ , rank(X) $=p\}.$

(2.18)

行列の特異値分解についても同様の考察が可能で，結果として 2つのシュティーフェル
多様体の積 St $(p, m)\cross$ St $(p, n)$ 上の次の最適化問題に帰着される．

問題 2.7.

maximize tr $(U^{T}AVN)$ , (2.19)

subject to $(U, V)\in St(p, m)\cross St(p, n)$ . (2.20)
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その詳細については [7] を参照されたい．
さて，実対称行列の同時対角化問題もシュティーフェル多様体 St $(p, n)$ 上の最適化問題

に帰着される．互いに可換な実対称行列が同時対角化可能であることは，線形代数のよく
知られた基本的な結果であるが，ここでは互いに可換とは限らない $K$ 個の $n\cross n$実対称
行列 $A_{1},$ $A_{2},$

$\ldots,$
$A_{K}$ を考える．これら $K$個の行列に対して，近似的同時対角化問題は次

のように定式化される [8]:

問題 2.8.

maximize $\sum_{l=1}^{K}\Vert$ diag $(Y^{T}A_{l}Y)\Vert_{F}^{2}$ , (2.21)

subject to $Y\in$ St $(p, n)$ . (2.22)

ここで，$\Vert\cdot\Vert_{F}$ はフロベニウスノルムを表し，diag$()$ は引数の行列と同じ対角成分を持つ

対角行列を表す．同時対角化問題は，独立成分分析と密接な関係がある [2-4]. この問題
については後ほど詳しく論じる．

2.2 リーマン多様体上のニュートン法

まず，ユークリッド空間 $\mathbb{R}^{N}$ における制約条件なしの最適化問題を考える．

問題 2.9.

minimize $f(x)$ ,

subject to $x\in \mathbb{R}^{N}.$

本稿では，ニュートン法に限定して話を進める．

Algorithm 1 $\mathbb{R}^{N}$ 上のニュートン法

1: 初期点 $x_{0}\in \mathbb{R}^{N}$ を選ぶ．

2: for $k=0,1,2,$ $\ldots$ do
3: 探索方向 $\eta_{k}\in \mathbb{R}^{N}$ をニュートン方程式

$f_{xx}(x_{k})[\eta_{k}]=-f_{x}(x_{k})$ (2.23)

の解として計算する．
4: 次の点 $x_{k+1}$ を $x_{k+1}:=x_{k}+\eta_{k}$ によって計算する．
5: end for
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ここからニュートン法をリーマン多様体 $M$ 上の最適化問題 2.10に拡張する．

問題 2.10.

minimize $f(x)$ ,

subject to $x\in M.$

まず，$k$ 反復目における探索方向 $\eta_{k}$ は点 $x_{k}\in M$ における接ベクトルとして選ぶ．つま
り，$\eta_{k}\in T_{x_{k}}M$ となるようにする．このことから，ニュートン方程式自体を多様体 $M$ の

接空間における線形方程式として扱う必要が生じ，$M$ 上のニュートン方程式は

$Hessf(x_{k})[\eta_{k}]=-gradf(x_{k})$ (2.24)

となる．ここで，ヘシアン $Hess$ と勾配 $grad$ は，いずれもリーマン多様体 $M$ に備わるリー

マン計量に基いて定義されるもので，ヘッセ行列やユークリッド勾配とは一致しないこと
に注意されたい．また，探索方向 $\eta_{k}\in T_{x_{k}}M$ が求まったとしても，ユークリッド空間上
のアルゴリズムにおける更新の式

$x_{k+1}:=x_{k}+\eta_{k}$ (2.25)

はリーマン多様体上では一般には意味をなさない．実際，リーマン多様体上では加法が一
般には定義されないし，もしユークリッド空間の部分多様体の場合で加法が定義されてい
ても，$x_{k}+\eta_{k}$ は一般には多様体 $M$ 上の点ではない．そこで，レトラクションと呼ばれる
写像 $R$ によって，$x_{k}+\eta_{k}$ に相当する多様体 $M$ からはみ出た点を，$M$ 上に引き戻す操作
が不可欠である．こうして，

$x_{k+1}:=R_{x_{k}}(\eta_{k})$

なる更新式を得る．なお，レトラクション $R$ の詳細については [1] を参照されたい．
リーマン多様体 $M$上のレトラクション $R$ を用いると，$M$ 上のニュートン法は次のよう

に記述される:

Algorithm 2 リ $-$ ン多様体 $M$ 上の $=ュ^{}-$ トン法

初期点 $x_{0}\in M$ を選ぶ．

for $k=0,1,2,$ $\ldots$ do
探索方向 $\eta_{k}\in T_{x_{k}}M$ を

$Hessf(x_{k})[\eta_{k}]=-gradf(x_{k})$ (2.26)

として計算する．
次の点 $x_{k+1}$ を，$x_{k+1}:=R_{x_{k}}(\eta_{k})$ によって計算する．

end for
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3 シュティーフエル多様体上の同時対角化問題
この節ではシュティーフェル多様体上の同時対角化問題について考察するが，簡単のた

め，記号の煩雑さを避けるために $p=n$ の場合に限定して議論する．St$(n, n)=O(n)$ に

注意すると，対象となる問題は次のように書ける．

問題 3.1.

maximize $f(Y)= \sum_{l=1}^{K}\Vert$diag $(Y^{T}A_{l}Y)\Vert_{F}^{2}$ , (3.1)

subject to $Y\in O(n)$ . (3.2)

この問題に対するニュートン法を導出する．シュティーフェル多様体上のレトラクショ

ンとしては，$QR$分解に基づく次のレトラクション

$R_{Y}(\xi)=$ qf $(Y+\xi)$ , $Y\in St(p, n)$ , $\xi\in T_{Y}St(p, n)$ (3.3)

がよく用いられる．ここで，qf$(\cdot)$ は，引数のフルランク行列を $QR$分解したときの $Q$ 成
分を表す．

したがって，後はニュートン方程式についてのみ議論すれば良い．目的関数 $f$ の勾配と
ヘシアンは，それぞれ次のように計算される．

$gradf(Y)=-4\sum_{l=1}^{N}Y$ skew $(Y^{T}A_{l}Y$ diag $(Y^{T}A_{l}Y))$ , (3.4)

$Hessf(Y)[\xi]$

$=P_{Y}(D(grad\overline{f})(Y)[\xi]-\xi$ sym$(Y^{T}gradf(Y)))$

$=-4 \sum_{l=1}P_{Y}N$ ( $A_{l}\xi$ diag$(Y^{T}A_{l}Y)+2A_{l}Y$ diag $(Y^{T}A\iota\xi)-\xi$ sym$(Y^{T}A_{l}Y$ diag$(Y^{T}A_{l}Y))$ ).

(3.5)

ここで，$P$ は接空間への直交射影を表し，

$P_{Y}(W)=Yskew(Y^{T}W) , Y\in O(n), W\in \mathbb{R}^{n\cross n}$ (3.6)

である．こうしてニュートン方程式

$Hessf(Y)[\xi]=-gradf(Y)$ (3.7)
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を次のように具体的に書き下すことができる．

$-4 \sum_{l=1}^{N}P_{Y}(A_{l}\xi$ diag$(Y^{T}A_{l}Y)+2A_{l}Y$ diag $(Y^{T}A_{l}\xi)-\xi$ sym$(Y^{T}A_{l}Y$ diag $(Y^{T}A_{l}Y)))$

$=4 \sum_{l=1}^{N}$ ($A_{l}Y$ diag$(Y^{T}A_{l}Y)-Y$ sym $(Y^{T}A_{l}Y$ diag $(Y^{T}A_{l}Y))$ ).

(3.8)

しかし，この方程式を真正面から解くのは容易ではない．
ここで，$\xi\in T_{Y}O(n)$ は $\xi=YB,$ $B\in Skew(n)$ と書けることに注目する．$Hessf(Y)[\xi|$ も

また接ベクトルだから，$Y^{T}Hessf(Y)[\xi]\in$ Skew$(n)$ である．そこで，$T_{Y}O(n)\simeq$ Skew $(n)$

と見なして $Hessf(Y)[\xi]$ を Skew$(n)$ 上の線形写像と考えたものを $H$ とする :

$H(B):=Y^{T}Hessf(Y)[YB]$ (3.9)

$=-4 \sum_{k=1}^{K}$ skew ( $Z_{k}B$ diag$(Z_{k})-BZ_{k}$ diag$(Z_{k})+2Z_{k}$ diag $(Z_{k}B)$ ). (3.10)

$\dim$ (Skew $(n)$ ) $=n(n-1)/2$であるから，$B$ の独立変数 (たとえば下三角部分) のみを並
べて列ベクトルを作り，表現行列を考えたい．

そこで，よく知られているように，行列 $A=(a_{1}, \ldots, a_{n})$ に対して vec $(A)=(\begin{array}{l}a_{1}a_{2}\vdotsa_{n}\end{array})$

と定義する．また，$n$ 次正方行列 $A=(a_{ij})$ に対して veck $(A)=(a_{n,n-1}a_{32}a_{n2}a_{n1}a_{21}]$ と定義する．

$A\in$ Skew $(n)$ ならば，$n$ にのみ依存する duplication matrix $D$ が存在して，

$D$ veck $(A)=$ vec $(A)$ (3.11)

となる．$D^{T}D=2I$ であることが容易に分かるから，

veck $(A)= \frac{1}{2}D^{T}$ vec $(A)$ (3.12)

であることに注意する．$H$ :Skew(n) を $\mathbb{R}^{\frac{n(n-1)}{2}}$ 上の線形変換と見なすために，次の計算
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をする．

veck$(H(B))$ (3.13)

$=-2D^{T} \sum_{k=1}^{K}\frac{1}{2}(I-U)$ vec ( $Z_{k}B$ diag$(Z_{k})-BZ_{k}$ diag$(Z_{k})+2Z_{k}$ diag$(Z_{k}B)$ ) (3.14)

$=-D^{T}(I-U) \sum_{k=1}^{K}($diag$(Z_{k})\otimes Z_{k}-Z_{k}$ diag $(Z_{k})\otimes I+2(I\otimes Z_{k})E(I\otimes Z_{k}))D$ veck$(B)$ .

(3.15)

結局，$H(B)$ は

veck$(H(B))=F_{H}$ veck$(B)$ , (3.16)

$F_{H}=-D^{T}(I-U) \sum_{k=1}^{K}(diag(Z_{k})\otimes Z_{k}-Z_{k}$ diag$(Z_{k})\otimes I+2(I\otimes Z_{k})E(I\otimes Z_{k}))D$

(3.17)
を満たす．この $F_{H}$ が表現行列である．
さて，ニュートン方程式

$Hessf(Y)[\xi]=-gradf(Y)$ (3.18)

の解 $\xi\in T_{Y}O(n)$ を求めたい．$\xi=YB,$ $B\in$ Skew$(n)$ と書けるから，これは $B$ の方程式と
考えられる．ところが，$B$ は $n\cross n$行列であるが，独立変数は $n(n-1)/2(=\dim(O(n))=$

$\dim(T_{Y}O(n))$個である．そこで，$n(n-1)/2$次元のベクトル空間上の方程式を導出する．
そのために，先ほどの $H$ を使って，次の同値関係に注目する．

$Hessf(Y)[YB]=-gradf(Y)$ (3.19)
$\Leftrightarrow Y^{T}Hessf(Y)[YB]=-Y^{T}gradf(Y)$ (3.20)
$\Leftrightarrow H(B)=-Y^{T}gradf(Y)$ (3.21)
$\Leftrightarrow$ veck$(H(B))=-$ veck$(Y^{T}gradf(Y))$ (3.22)
$\Leftrightarrow F_{H}$ veck$(B)=-$ veck$(Y^{T}gradf(Y))$ . (3.23)

すると，ニュートン方程式

$F_{H}$ veck$(B)=-$ veck$(Y^{T}gradf(Y))$ (3.24)

は容易に解けて，
veck$(B)=-F_{H}^{-1}$ veck$(Y^{T}gradf(Y))$ (3.25)

となるから，veck$(B)$ から vec $(B)=D^{T}$ veck$(B)/2$ を得ることができ，その成分を $n$個ず
つ横に並べれば $B$ が復元できる．最後に $\xi=YB$ でニュートン方向が求まる．
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4 終わりに

実対称行列の同時対角化問題をリーマン多様体上の最適化問題と見なして，そのニュー
トン法について論じた．JADE 法と呼ばれる独立成分分析の手法においては，信号のキュ
ムラント行列の同時対角化がその本質的な部分を占める．したがって，提案手法は独立成
分分析にも有用であると考えられ，今後，数値計算実験によってその有効性を実証したい．
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