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本稿において，空間はすべて完全正則かつハウスドルフであるとする．
Weil [5] によって導入された一様構造 (uniformity) は，距離の持つ “近さを測る

ための尺度” を一般化した概念であるといえる．一方，幾何学的群論や coarse 幾
何学では，離れ方が有限である対象は同じとみなすため，距離のもつ “遠さを測る
ための尺度 “ が重要となる．Higson, Pedersen, Roe [2] は，$c*$ 環の $K$群の計算を

統一的に行うため，距離のもつ “遠さを測るための尺度” の一般化として，粗構造
(coarse strucure) を導入した．

本稿では，よく知られた 3つの粗構造 (有界粗構造，位相的粗構造，$C_{0}$ 粗構造)
の関係について述べる．その中で，Wright [6] によって導入された距離空間上の
$C_{0}$粗構造の概念を一様空間上へ自然に拡張することにより，全ての位相的粗構造
が，(ある一様構造から定まる) $C_{0}$粗構造として表せることを報告する．

1. COARSE STRUCTURES

集合 $X$ に対して，直積集合 $X\cross X$ における対角集合 $\{(x, x):x\in X\}$ を $\triangle_{X}$ で

表し，$E,$ $F\subset X\cross X$ に対して

$E^{-1}=\{(x, y):(y, x)\in E\},$

$EoF=\{(x, y):\exists z\in X$ s.t. $(x, z)\in E$ and $(z, y)\in F\}$

とする．

定義 1. 集合 $X$ の直積 $X\cross X$ の部分集合族 $\mathcal{E}$ が次の 5つの条件を満たすとき，$\mathcal{E}$

を $X$ 上の粗構造 (coarse structure) といい，$(X, \mathcal{E})$ を粗空間 (coarse space)
という．

(1) $\triangle_{X}\in \mathcal{E},$

(2) $E\in \mathcal{E},$ $F\subset E$ ならば $F\in \mathcal{E},$

(3) $E\in \mathcal{E}$ ならば $E^{-1}\in \mathcal{E},$
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(4) $E,$ $F\in \mathcal{E}$ ならば $E\circ F\in \mathcal{E},$

(5) $E,F\in \mathcal{E}$ ならば $E\cup F\in \mathcal{E}.$

注意 2. 上の粗構造の定義は，近域 (entourage) を用いた一様構造の定義と似て
いる．実際，集合 $X$ の直積 $X\cross X$ の部分集合からなる空でない族 $\mathcal{U}$ が次の 5つ

のを満たすとき，$\mathcal{U}$ を $X$ 上の一様構造 (uniformity) といい，$(X,\mathcal{U})$ を一様空間
(uniform space) という．

(1) 任意の $U\in \mathcal{U}$ に対して $\Delta_{X}\subset U,$

(2) $U\in \mathcal{U},$ $U\subset V\subset X\cross X$ ならば $V\in \mathcal{U},$

(3) $U\in \mathcal{U}$ ならば $U^{-1}\in \mathcal{U},$

(4) 任意の $U\in \mathcal{U}$ に対して，$V\circ V\subset U$ をみたす $V\in \mathcal{U}$ が存在する，
(5) $U,$ $V\in \mathcal{U}$ ならば $U\cap V\in \mathcal{U}_{:}$

序文で述べた 3つの粗構造は，次で定められる．

例 3([2]). 距離空間 ($X$ , d) に対して，$X\cross X$ の部分集合族

$\mathcal{E}_{d}=\{E\subset X\cross X : \sup\{d(x, y) : (x, y)\in E\}<\infty\}$

は $X$上の粗構造である．$\mathcal{E}_{d}$ を距離 $d$によって定まる有界粗構造 (bounded coarse
structure) という．

例 4([2]). 局所コンパクト空間 $X$ とそのコンパクト化一$X$ に対して，$X\cross X$ の部
分集合族

$\mathcal{E}_{\overline{X}}=\{E\subset X\cross X : \overline{E}^{\overline{X}\cross\overline{X}}\backslash X\cross X\subset\triangle_{\overline{X}}\}$

は $X$ 上の粗構造である．$\mathcal{E}_{\overline{X}}$ をコンパクト化 $\overline{X}$ によって定まる位相的粗構造
(topological coarse structure) または連続制御粗構造 (continuously con-
trolled coarse structure) という．

例 5([6]). 局所コンパクトな距離空間 ($X$, d) に対して，次の条件を満たす $E\subset$

$X\cross X$ 全体の集合を $\mathcal{E}_{d}^{0}$ で表す．

任意の $\epsilon>0$ に対して，次を満たすコンパクト集合 $K\subset X$ がある:

任意の $(x, y)\in E\backslash (K\cross K)$ に対して $d(x, y)<\epsilon.$

このとき，$\mathcal{E}_{d}^{0}$ は $X$ 上の粗構造である ([3, Proposition 2.1] 参照). $\mathcal{E}_{d}^{0}$ を距離 $d$ に

よって定まる $C_{0}$ 粗構造 ( $C_{0}$ coarse structure) という．

有界粗構造と位相的粗構造の関係は，Higson コンパクト化を用いて述べられる．
距離空間 ($X$, d) が固有 (proper) であるとは，任意の $X$ の有界閉部分集合がコン

パクトであるときをいう．固有距離空間 $(X, d)$ 上の関数 $h$ : $Xarrow \mathbb{R}$ がHigson
関数であるとは，任意の $R>0$ と $\epsilon>0$ に対して，次を満たすコンパクト集合
$K\subset X$ があるときをいう: $d(x, y)<R,$ $x\not\in K$ を満たす任意の $x,$ $y\in X$ に対し
て $|f(x)-f(y)|<\epsilon.$ $(X, d)$ 上の有界で連続な Higson 関数全体を $C_{d}(X)$ で表す．
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$X$ の有界な実数値連続関数全体のなす Banach環を $C^{*}(X)$ で表すとき，$C_{d}(X)$ は，
定値関数を全て含む $C^{*}(X)$ の閉部分環であり，$X$ の点と閉集合を分離する．よっ
て，$X$ のコンパクト化 $h_{d}X$ で，全ての有界で連続な Higson 関数が $h_{d}X$ 上の連続

関数に拡張されるものが，(コンパクト化の同値を除いて一意的に) 存在する ([1,
3.12.22 $(e)]$ 参照). このコンパクト化 $h_{d}X$ を距離空間 ( $X$, d) の Higoson コンパ
クト化という．

定理 6 ([4, Proposition 2.47]). 固有距離空間 $(X, d)$ の距離 $d$ によって定まる有
界粗構造 $\mathcal{E}_{d}$ は，( $X$, d) の Higson コンパクト化 $h_{d}X$ によって定まる位相的粗構造

$\mathcal{E}_{h_{d}X}$ と等しい．

一方，$C_{0}$ 粗構造と位相的粗構造の関係は，Smirnov コンパクト化を用いて説明
される．距離空間 $(X, d)$ 上の有界な実数値一様連続関数全体に対して，上と同様
な議論を行う．このとき，$X$ のコンパクト化 $u_{d}X$ で，全ての有界な一様連続実
数値関数が $u_{d}X$ 上の連続関数に拡張されるものが，(コンパクト化の同値を除い
て一意的に) 存在する．この $u_{d}X$ を距離空間 $(X, d)$ の Smirnov コンパクト化と
いう．

定理 7 ([3, Theorem 3.5 and Proposition 4.1]). 局所コンパクト距離空間 ($X$ , d)
の距離 $d$ によって定まる $C_{0}$ 粗構造 $\mathcal{E}_{d}^{0}$ は，($X$, d) の Smirnov コンパクト化 $u_{d}X$ に

よって定まる位相的粗構造 $\mathcal{E}_{u_{d}X}$ と等しい．

更に，次が成り立つ．

定理 8 ([3, Corollary 4.3]). $\overline{X}$ を局所コンパクト空間 $X$ の距離化可能なコンパク

ト化とする．このとき， によって定まる位相的粗構造 $\mathcal{E}_{\overline{X}}$ は，$\overline{X}$ の位相を生成す
る距離の $X$ への制限 d}こよって定まる $C_{0}$ 粗構造 $\mathcal{E}_{d}^{0}$ と等しい．

2. $C_{0}$ COARSE STRUCTURES ON UNIFORM SPACES

一様空間 $(X, \mathcal{U})$ には $\{U[x]:x\in X, U\in \mathcal{U}\}$ $(ただし，U[x]=\{y\in X: (y, x)\in$

$U\})$ によって生成される位相が与えられているとする．$C_{0}$ 粗構造の概念は，一様
空間上へ自然に拡張できる．

定義 9. 局所コンパクトな一様空間 $(X, \mathcal{U})$ に対して，次の条件を満たす $E\subset X\cross X$

全体の集合を $\mathcal{E}_{\mathcal{U}}^{0}$ で表す．

任意の $U\in \mathcal{U}$ に対して，$E\backslash (K\cross K)\subset U$ を満たすコンパクト集
合 $K\subset X$ がある．

このとき，[3, Proposition 2.1] と同様な議論により，$\mathcal{E}_{\mathcal{U}}^{0}$ は $X$ 上の粗構造である

ことが確かめられる．$\mathcal{E}_{\mathcal{U}}^{0}$ を一様構造 $\mathcal{U}$ によって定まる $C_{0}$ 粗構造 $(C_{0}$ coarse
structure) という．
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上と同様な議論により，$X$ のコンパクト化 $u_{u}X$ で，全ての有界な一様連続実数
値関数か $u_{\mathcal{U}}X$ 上の連続関数に拡張されるものが，(コンパクト化の同値を除いて
一意的に) 存在する．この $u_{\mathcal{U}}X$ を一様空間 $(X, \mathcal{U})$ の Samuel コンパクト化とい
う．定理 7は次のように拡張される．

定理 10. 局所コンパクトな一様空間 $(X, \mathcal{U})$ の一様構造 $\mathcal{U}$ によって定まる $C_{0}$ 粗構
造 $\mathcal{E}_{u}^{0}$ は，$(X,\mathcal{U})$ の Samuel コンパクト化 $u_{\mathcal{U}}X$ によって定まる位相的粗構造 $\mathcal{E}_{u_{\mathcal{U}}X}$

と等しい．

証明の概略．一様空間 $(X,\mathcal{U})$ 上の有界な実数値一様連続関数全体から生成される
一様構造を偽とする．このとき，偽は $\mathcal{U}$ より粗い全有界な一様構造の中で，最も
細かい一様構造である．このとき，$b^{0}=\mathcal{E}_{\mathcal{U}_{0}}^{0}$ が成り立つ．

一方，$(X,\mathcal{U})$ の Samuel コンパクト化 $u_{u}X$ に関して，$u_{\mathcal{U}}X\cross u_{u}X$ における $\Delta_{uu^{X}}$

の近傍全体 $\mathcal{U}’$ は，$uu^{X}$ 上の唯一の一様構造である．いま，$u_{\mathcal{U}}X$ は偽に関する $X$

の完備化なので ([1, 8.5.7] 参照), $X$ における $\mathcal{U}’$ の部分一様構造は偽と等しい．
この事実を用いて $\mathcal{E}_{\mathcal{U}_{0}}^{0}=\mathcal{E}_{u_{\mathcal{U}}X}$ が示され，$\mathcal{E}_{\mathcal{U}}^{0}=\mathcal{E}_{u_{\mathcal{U}}X}$を得る．口
空間 $X$ の任意のコンパクト化

–

$X$ は，(その位相を生成する) ただ 1つの一様構
造 $\overline{\mathcal{U}}$ をもつ ([1, Theorem 8.3.13] 参照). このとき，$X$ における $\overline{\mathcal{U}}$ の部分一様構造
を $\mathcal{U}$ とすると，$(X, \mathcal{U})$ 上の (有界な) 一様連続実数値関数は，刃上の (一様) 連続
関数へ拡張される ([1, Theorem 8.3.10] 参照). よって，$\overline{X}$ は $(X,\mathcal{U})$ の Samuel コ
ンパクト化である．従って，次を得る．

系 11. $\overline{X}$ を局所コンパクト空間 $X$ のコンパクト化とする．このとき，刃によっ
て定まる位相的粗構造 $\mathcal{E}_{\overline{X}}$ は，$\overline{X}$ の位相を生成する一様構造の $X$ への制限 $\mathcal{U}$ に

よって定まる $C_{0}$ 粗構造磯と等しい．
注意 12. 固有距離空間 ($X$, d) の距離 $d$ によって定まる有界粗構造 $\mathcal{E}_{d}$ は，($X$ , d)
の Higson コンパクト化による位相的粗構造と等しいので，系 11より，$X$ 上の

ある一様構造によって定まる $C_{0}$ 粗構造と等しい．実際，$\mathcal{U}$ を次の条件を満たす
$U\subset X\cross X$ 全体とする:

$U$ の内部は $\triangle_{x}$ を含み，任意の $R>0$ に対して，次を満たすコン
パクト集合 $K\subset X$ がある: $d(x, y)<R$ を満たす任意の $(x, y)\in$

$(X\cross X)\backslash (K\cross K)$ に対して $(x, y)\in U.$

このとき，$\mathcal{U}$ は $X$ の位相を生成する $X$ 上の一様構造で，$\mathcal{E}_{d}=$ 磯が成り立つ．
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