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ABSTRACT. 本稿では、次の通り Selberg 不等式と Buzano 不等式の同時拡張を与える: 直
交条件 $\langle y_{k},$ $z_{i}\rangle=0(i=1,2, \ldots, n、k=1,2)$ を満たす Hilbert space $\mathscr{H}$ 上の $y_{1},$ $y_{2}$ と $0$

でない元 $\{z_{i};i=1,2, \ldots, n\}$ に対して

$| \langle x, y_{1}\rangle\langle x, y_{2}\rangle|+\mathcal{B}(y_{1}, y_{2})\sum_{i}\frac{|\langle x,z_{i}\rangle|^{2}}{\sum_{j}|\langle z_{i},z_{j}\rangle|}\leq \mathcal{B}(y_{1}, y_{2})\Vert x\Vert^{2}$

が任意の $x\in \mathscr{H}$ に対して成り立つ。但し、 $\mathcal{B}(y_{1}, y_{2})$ $:= \frac{1}{2}(\Vert y_{1}\Vert\Vert y_{2}\Vert+|\langle y_{1}, y_{2}\rangle|)$ である。
応用として、 Heinz-Kato-Furuta 不等式の改良についても議論する。

1. はじめに

本稿において $\mathscr{H}$ を Hilbert space とする。 [8] で $K$ . and F. Kubo は、 Bessel不等式の
拡張としての Selberg不等式を発掘し、 Ger\v{s}gorin定理を用いることにより簡潔にそれを
証明した:

Selberg不等式．$\mathscr{H}$ 上の $0$ でない元 $\{z_{i;}i=1,2, \ldots, n\}$ に対して

( $SI$) $\sum_{i}\frac{|\langle x,z_{i}\rangle|^{2}}{\sum_{j}|\langle z_{i},z_{j}\rangle|}\leq\Vert x\Vert^{2}$

が、任意の $x\in \mathscr{H}$ に対して成り立っ。

Selberg 不等式と Heinz-Kato-Furuta不等式との同時拡張を与えるために [3] では、 次
の結果が導かれた:

Lemma A. $y\in \mathscr{H}$ が $0$ でない元 $\{z_{i};i=1,2, \ldots, n\}\subset \mathscr{H}$ に対して $\langle y,$ $z_{i}\rangle=0$ を満た
すとき

(1.1) $| \langle x, y\rangle|^{2}+\sum_{i}\frac{|\langle x,z_{i}\rangle|^{2}}{\sum_{j}|\langle z_{i},z_{j}\rangle|}\Vert y\Vert^{2}\leq\Vert x\Vert^{2}\Vert y\Vert^{2}$

が任意の $x\in \mathscr{H}$ に対して成り立っ。

これは、 $S$ chwarz 不等式と $S$elberg不等式の同時拡張とみなせる。
次に Buzano不等式 $(BI)$ を提示する:

$(BI)$ $|\langle x,$ $y_{1}\rangle\langle x,$ $y_{2} \rangle|\leq\frac{1}{2}(\Vert y_{1}\Vert\Vert y_{2}\Vert+|\langle y_{1}, y_{2}\rangle|)\Vert x\Vert^{2}$
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これは、 $y_{1}=y_{2}$ のとき Schwarz不等式である。
本稿では、 Selberg 不等式と Buzano 不等式の同時拡張として、 Lemma A の拡張を導

く。 これを用いて、 Heinz-Kato-Furuta不等式の改良についても議論する。

2. SELBERG 不等式と BUZANO 不等式の同時拡張

初めに、 Buzano不等式とその等号条件を与える。 簡素化のため、 $y_{1},$ $y_{2}\in \mathscr{H}$ に対し
て、 $\mathcal{B}(y_{1}, y_{2})$ を次のように定める:

$\mathcal{B}(y_{1}, y_{2}):=\frac{1}{2}(\Vert y_{1}\Vert\Vert y_{2}\Vert+|\langle y_{1}, y_{2}\rangle|)$.

Lemma 2.1. $y_{1},$ $y_{2}$ を溜の元とする。 このとき、次の ( $BI$ ) が任意の $x\in \mathscr{H}$ に対して
成り立つ:

$|\langle x, y_{1}\rangle\langle x, y_{2}\rangle|\leq \mathcal{B}(y_{1}, y_{2})\Vert x\Vert^{2}$

更に、 $\{y_{1}, y_{2}\}$ が線形独立ならば、 ( $BI$) の等号が $x\in \mathscr{H}$ に対して成り立つ必要十分
条件は、 $x=a(\Vert y_{2}\Vert y_{1}+e^{i\theta}\Vert y_{1}\Vert y_{2})$ となるスカラー $a$ が存在することである。 但し、
$\theta=\arg\langle y_{1},$ $y_{2}\rangle$ とする。 また、 $\{y_{1}, y_{2}\}$ が線形従属ならば、 ( $BI$) の等号が $x\in \mathscr{H}$ に対し
て成り立つ必要十分条件は、 $x=ay_{1}$ となるスカラー $a$ が存在することである。

Proof. 不等式 ( $BI$) の証明を確認する。 $\Vert x\Vert=1$ を仮定する。 このとき

$|\langle y_{1},$ $x\rangle\langle x,y_{2}\rangle|=|\langle\langle y_{1},$ $x \rangle x-\frac{1}{2}y_{1},$ $y_{2} \rangle+\frac{1}{2}\langle y_{1},$ $y_{2}\rangle|$

$\leq|\langle\langle y_{1}, x\rangle x-\frac{1}{2}y_{1}, y_{2}\rangle|+\frac{1}{2}|\langle y_{1}, y_{2}\rangle|$

$\leq\Vert\langle y_{1}, x\rangle x-\frac{1}{2}y_{1}\Vert\Vert y_{2}\Vert+\frac{1}{2}|\langle y_{1}, y_{2}\rangle|$

$= \frac{1}{2}\Vert y_{1}\Vert\Vert y_{2}\Vert+\frac{1}{2}|\langle y_{1}, y_{2}\rangle|$

$=\mathcal{B}(y_{1}, y_{2})$ .

さて $\{y_{1}, y_{2}\}$ が線形独立であると仮定する。 ここで、 ( $BI$) の等号が成り立つ必要十分条
件は、 上記不等式の等号が成り立つことである。 その一つ目 (resp. 二つ目) の不等式の
等号が成り立つための必要十分条件は

$\arg\langle 2\langle y_{1}, x\rangle x-y_{1}, y_{2}\rangle=\arg\langle y_{1}, y_{2}\rangle:=\theta$

(resp. 次を満たすスカラー $k$ が存在することである :
$ky_{2}=2\langle y_{1}, x\rangle x-y_{1})$ .

故に、 $\arg k=\theta$ と
$|k|\Vert y_{2}\Vert=\Vert 2\langle y_{1}, x\rangle x-y_{1}\Vert=\Vert y_{1}\Vert$

つまり、 $k= \frac{\Vert y_{1}||}{||y_{2}||}e^{i\theta}$ となることである。
次に、元 $x$ をあるスカラー $a,$

$b$ に対して $x=ay_{1}+by_{2}$ とする。 $ky_{2}=2\langle y_{1},$ $x\rangle x-y_{1}=$

$2b\langle y_{1},$ $x\rangle y_{2}+2a\langle y_{1},$ $x\rangle y_{1}-y_{1}$ そして $\{y_{1}, y_{2}\}$ が線形独立であるから、

$2a\langle y_{1}, x\rangle=1, 2b\langle y_{1}, x\rangle=k,$
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よって、 $b=ak$ である。 それゆえ $x=a(y_{1}+ky_{2})$
、 つまり、 ある $c$ と $\theta=\arg\langle y_{1},$ $y_{2}\rangle$ に

対して $x=c(\Vert y_{2}\Vert y_{1}+e^{i\theta}\Vert y_{1}\Vert y_{2})$ となる。
逆は、 $x=\Vert y_{2}\Vert y_{1}+e^{i\theta}\Vert y_{1}\Vert y_{2}(\theta=\arg\langle y_{1}, y_{2}\rangle)$ ならば、 不等式 ( $BI$ ) での等号が成り

立つことから容易にわかる。 実際に、 次の等式が確認できる:

$|\langle y_{1}, x\rangle\langle x, y_{2}\rangle|=4\mathcal{B}(y_{1}, y_{2})^{2}\Vert y_{1}\Vert\Vert y_{2}\Vert,$

$\Vert x\Vert^{2}=4\mathcal{B}(y_{1}, y_{2})\Vert y_{1}\Vert\Vert y_{2}\Vert.$

$\{y_{1}, y_{2}\}$ が線形従属である場合は、 明らかである。 口

次に、 Selberg不等式の等号条件について確認する ([2, Theorem 2] 参照):

Lemma 2.2. $\{z_{i};i=1,2, \ldots, n\}$ を互いに直行しない $\mathscr{H}$ の $0$ でない元とする。 このと
き、 等式

$\sum_{i}\frac{|\langle x,z_{i}\rangle^{2}|}{\sum_{j}|\langle z_{i},z_{j}\rangle|}=\Vert x\Vert^{2}$

が $x\in \mathscr{H}$ に対して成り立っ必要十分条件は、任意の $i,j$ に対して $\langle a_{i}z_{i},$ $a_{j}z_{j}\rangle\geq 0$
、

$|a_{i}|=|a_{j}|$ となるスカラー $a_{1},$ $\cdots,$ $a_{n}$ に対して $x= \sum$ aizi を満たすものが存在すること
である。

次に、 Selberg 不等式と Buzano 不等式の同時拡張について考察する。

Theorem 2.3. $y_{1},$ $y_{2}\in \mathscr{H}$ が与えられた $0$ でない元 $\{z_{i};i=1,2, \ldots, n\}\subset \mathscr{H}$ に対して
$\langle y_{k},$ $z_{i}\rangle=0(k=1,2)$ を満たすとき

(2.1) $| \langle x, y_{1}\rangle\langle x, y_{2}\rangle|+\mathcal{B}(y_{1}, y_{2})\sum_{i}\frac{|\langle x,z_{i}\rangle^{2}|}{\sum_{j}|\langle z_{i},z_{j}\rangle|}\leq \mathcal{B}(y_{1}, y_{2})\Vert x\Vert^{2}$

が任意の $x\in \mathscr{H}$ に対して成り立っ。
更に、 この不等式において等号が成り立っ必要十分条件は、 $X_{1}$ (resp. $x_{2}$ ) が Lemma

2.1 (resp. Lemma 2.2) での ( $BI$) (resp.( $SI$ )) の等号条件を満たし $x=x_{1}\oplus x_{2}$ となること
である。

Proof. $a_{i}:= \frac{\langle x,z_{i}\rangle}{\Sigma_{j}|\langle z_{i},z_{j}\rangle|},$ $u:=x- \sum_{i}a_{i}z_{i}$ とおく。 このとき、

$\Vert u\Vert^{2}=\Vert x-\sum_{i}a_{i}z_{i}\Vert^{2}$

$= \Vert x\Vert^{2}-2{\rm Re}\sum_{i}\overline{a}_{i}\langle x, z_{i}\rangle+\Vert\sum_{i}a_{i}z_{i}\Vert^{2}$

$\leq\Vert x\Vert^{2}-2\sum_{i}\frac{|\langle x,z_{i}\rangle|^{2}}{\sum_{j}|\langle z_{i},z_{j}\rangle|}+\sum_{i,j}|a_{i}||a_{j}||\langle z_{i}, z_{j}\rangle|$

$\leq\Vert x\Vert^{2}-2\sum_{i}\frac{|\langle x,z_{i}\rangle|^{2}}{\sum_{j}|\langle z_{i},z_{j}\rangle|}+\sum_{i}|a_{i}|^{2}\sum_{j}|\langle z_{i}, z_{j}\rangle|$
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$= \Vert x\Vert^{2}-\sum_{i}\frac{|\langle x,z_{i}\rangle^{2}|}{\sum_{j}|\langlez_{i},z_{j}\rangle|}.$

両辺に $\mathcal{B}(y_{1}, y_{2})$ を乗じると、 Buzano不等式により

$\mathcal{B}(y_{1}, y_{2})(\Vert x\Vert^{2}-\sum_{i}\frac{|\langle x,z_{i}\rangle|^{2}}{\sum_{j}|\langle z_{i},z_{j}\rangle|})\geq \mathcal{B}(y_{1}, y_{2})\Vert u\Vert^{2}$

$\geq|\langle u, y_{1}\rangle\langle u, y_{2}\rangle|=|\langle x, y_{1}\rangle\langle x, y_{2}\rangle|,$

よって、 不等式 (2.1) が得られる。
等号条件は、 Lemmas 2.1と 2.2により明らかである。 口

3. 一般化

古田 [6, Theorem 2] は、 次の Selberg不等式の拡張を示した : $T$ を $\mathscr{H}$ 上の作用素、 そ
の核を $ker(T)$ とする。 このとき、 与えられた $z_{i}\not\in ker(T^{*})(i=1,2, \ldots, n)$ に対して

(3.1) $\sum_{i}\frac{|\langle Tx,z_{i}\rangle|}{\sum_{j}|\langle|T^{*}|^{2(1-\alpha)}z_{i},z_{j}\rangle|}\leq\Vert|T|^{\alpha}x\Vert^{2}$

が、任意の $x\in \mathscr{H}$ と $\alpha\in[0,1]$ に対して成り立つ。

Corollary 3.1. $T=U|T|$ を $\mathscr{H}$ 上の作用素 $T$ の極分解とし、 $z_{i}\not\in ker(T^{*})(i=$

$1,2,$
$\ldots,$

$n)$
、

$\alpha\in[0,1]$ とする。 このとき、 $\langle U|T|^{1-\alpha}y_{k},$ $z_{i}\rangle=0(k=1,2、i=1,2, \ldots, n)$

であれば

(3.2) $|\langle|T|^{\alpha}x,$ $y_{1}\rangle\langle|T|^{\alpha}x,$ $y_{2} \rangle|+\mathcal{B}(y_{1}, y_{2})\sum_{i}\frac{|\langle Tx,z_{i}\rangle|^{2}}{\sum_{j}|\langle|T^{*}|^{2(1-\alpha)}z_{i},z_{j}\rangle|}\leq \mathcal{B}(y_{1}, y_{2})\Vert|T|^{\alpha}x\Vert^{2}$

が任意の $x\in \mathscr{H}$ に対して成り立つ。

Proof. Theorem 2.3において $x,$ $z_{i}$ をそれぞれ $|T|^{\alpha}x,$ $|T|^{l-\alpha}U^{*}z_{i}$ $\iota$こ置き換えればよい。
このとき、 直交条件は満たされる。 口

次に、 (3.1) に関して別の改良を提案する:

Corollary 3.2. $T=U|T|$ を $\mathscr{H}$ 上の作用素 $T$ の極分解とし、 $z_{i}\not\in ker(T^{*})(i=$

$1,2,$
$\ldots,$

$n)$
、

$\alpha,$ $\beta\geq 0$ は、 $\alpha+\beta\geq 1\geq\alpha$ と満たすとする。 このとき、 $k=1,2$、

$i=1,2,$ $\ldots,$
$n$ に対して $\langle|T^{*}|^{\beta+1-\alpha}y_{k},$ $z_{i}\rangle=0$ ならば

$|\langle T|T|^{\alpha+\beta-1}x,$ $y_{1}\rangle\langle T|T|^{\alpha+\beta-1}x,$ $y_{2} \rangle|+\mathcal{B}(|T^{*}|^{\beta}y_{1}, |T^{*}|^{\beta}y_{2})\sum_{i}\frac{|\langle Tx,z_{i}\rangle|^{2}}{\sum_{j}|\langle|T^{*}|^{2(1-\alpha)}z_{i},z_{j}\rangle|}$

$\leq \mathcal{B}(|T^{*}|^{\beta}y_{1}, |T^{*}|^{\beta}y_{2})\Vert|T|^{\alpha}x\Vert^{2}$

が任意の $x\in \mathscr{H}$ に対して成り立つ。 特に、 $\alpha\in[0,1]$ に対して $\langle|T^{*}|^{2(1-\alpha)}y_{k},$ $z_{i}\rangle=0$

$(k=1,2、i=1,2, \ldots, n)$ ならば

$| \langle Tx, y_{1}\rangle\langle Tx, y_{2}\rangle|+\mathcal{B}(|T^{*}|^{(1-\alpha)}y_{1}, |T^{*}|^{1-\alpha}y_{2})\sum_{i}\frac{|\langle Tx,z_{i}\rangle|^{2}}{\sum_{j}|\langle|T^{*}|^{2(1-\alpha)}z_{i},z_{j}\rangle|}$
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$\leq \mathcal{B}(|T^{*}|^{1-\alpha}y_{1}, |T^{*}|^{1-\alpha}y_{2})\Vert|T|^{\alpha}x\Vert^{2}$

が任意の $x\in \mathscr{H}$ に対して成り立っ。

Proof. Theorem 2.3において $x,$ $z_{i},$ $y_{k}$ をそれぞれ $|T|^{\alpha_{X}},$ $|T|^{1-\alpha}U^{*}z_{i},$ $U^{*}|T^{*}|^{\beta}y_{k}$ に置き換
えればよい。 直交条件は、次により満たされる:

$\langle|T^{*}|^{\beta}y_{k}, |T^{*}|^{1-\alpha}z_{i}\rangle=\langle|T^{*}|^{\beta+1-\alpha}y_{k}, z_{i}\rangle=0.$

口

Corollary 3.3. $T=U|T|$ を $\mathscr{H}$ 上の作用素 $T$ の極分解とし、 $z_{i}\not\in ker(T)(i=$

$1,2,$
$\ldots,$

$n)$
、 $\alpha,$ $\beta\geq 0$ は、 $\alpha+\beta\geq 1$ と満たすとする。 このとき、 $\langle T|T|^{\alpha+\beta-1}z_{i,y_{k}}\rangle=0$

$(k=1,2、i=1,2, \ldots, n)$ ならば、

$|\langle T|T|^{\alpha+\beta-1}x,$ $y_{1}\rangle\langle T|T|^{\alpha+\beta-1}x,$ $y_{2} \rangle|+\mathcal{B}(|T^{*}|^{\beta}y_{1}, |T^{*}|^{\beta}y_{2})\sum_{i}\frac{|\langle|T|^{2\alpha}x,z_{i}\rangle|^{2}}{\sum_{j}|\langle|T|^{2\alpha}z_{i},z_{j}\rangle|}$

$\leq \mathcal{B}(|T^{*}|^{\beta}y_{1}, |T^{*}|^{\beta}y_{2})\Vert|T|^{\alpha}x\Vert^{2}$

が任意の $x\in \mathscr{H}$ に対して成り立つ。

Proof. Theorem 2.3において $x,$ $z_{i}$ ,脈をそれぞれ $U|T|^{\alpha}x,$ $U|T|^{\alpha}z_{i},$ $|T^{*}|^{\beta}y_{k}$ に置き換えれ
ばよい。 直交条件が満たされ、その結果、 不等式が得られる。 口

4. EXTENSIONS OF HEINZ-KATO-FURUTA 不等式

[6] で古田は、 Heinz-Kato 不等式を拡張し、次の不等式を示した:

Heiz-Kato-Furuta不等式．$A$ と $B$ を $\mathscr{H}$ 上の正作用素とする。 $T$ が $T^{*}T\leq A^{2}$ と
$TT^{*}\leq B^{2}$ を満たすとき、

$|\langle T|T|^{\alpha+\beta-1}x, y\rangle|\leq\Vert A^{\alpha}x\Vert\Vert B^{\beta}y\Vert$

が任意の $x,$ $y\in \mathscr{H}$ と $\alpha+\beta\geq 1$ を満たす $\alpha,$ $\beta\in[0,1]$ に対して成り立つ。加えて、 $A$ と
$B$ が逆作用素ならば、 条件 $\alpha+\beta\geq 1$ を必要としない。

更に、 この不等式は、 Selberg不等式に絡んで様々な拡張がなされている。本章では、前
章の結果を適用することにより、 Heinz-Kata-Furuta不等式の新たな拡張を提示したい。
そのために次の補題を用意する:

Lemma 4.1. ある $B\geq 0$ が $TT^{*}\leq B^{2}$ を満たしているならば、 $\beta\in[0,1]$ に対して

$\mathcal{B}(|T^{*}|^{\beta}y_{1}, |T^{*}|^{\beta}y_{2})\leq\Vert B^{\beta}y_{1}\Vert\Vert B^{\beta}y_{2}\Vert$

が任意の $y_{1},$ $y_{2}\in \mathscr{H}$ に対して成り立つ。

Proof. L\"owner-Heinz不等式により

$|T^{*}|^{2\beta}\leq B^{2\beta}$ for $\beta\in[0,1]$

なので、 $\Vert|T^{*}|^{\beta}y\Vert\leq\Vert B^{\beta}y\Vert$ が任意の $y\in \mathscr{H}$ に対して満たされる。 よって、

$\mathcal{B}(|T^{*}|^{\beta}y_{1}, |T^{*}|^{\beta}y_{2})\leq\Vert|T^{*}|^{\beta}y_{1}\Vert\Vert|T^{*}|^{\beta}y_{2}\Vert\leq\Vert B^{\beta}y_{1}\Vert\Vert B^{\beta}y_{2}\Vert.$

口
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初めに、 次の結果は、 Corollary 3. 1と L\"owner-Heinz 不等式から導かれる:

Corollary 4.2. $T=U|T|$ を $\mathscr{H}$ 上の作用素 $T$ の極分解とし、 $z_{i}\not\in ker(T^{*})(i=$

$1,2,$
$\ldots,$

$n)$
、

$\alpha\in[0,1]$ とする。正作用素 $A$ が $T^{*}T\leq A^{2}$ を満たし、$k=1,2$、 $i=1,2,$ $\ldots,$
$n$

に対して $\langle U|T|^{1-\alpha}y_{k},$ $z_{i}\rangle=0$ ならば、

(4.1) $|\langle|T|^{\alpha}x,$ $y_{1}\rangle\langle|T|^{\alpha}x,$ $y_{2} \rangle|+\mathcal{B}(y_{1}, y_{2})\sum_{i}\frac{|\langle Tx,z_{i}\rangle|^{2}}{\sum_{j}|\langle|T^{*}|^{2(1-\alpha)z_{i}},z_{j}\rangle|}\leq \mathcal{B}(y_{1}, y_{2})\Vert A^{\alpha}x\Vert^{2}$

が任意の $x\in \mathscr{H}$ に対して成り立つ。

更に、 次の不等式は、 Corollary 3.2と Lemma 4.1から導かれる:

Corollary 4.3. $T=U|T|$ を $\mathscr{H}$ 上の作用素 $T$ の極分解とする。 $z_{i}\not\in ker(T^{*})(i=$

$1,2,$
$\ldots,$

$n)$
、 $\alpha,$ $\beta\in[0,1]$ は $\alpha+\beta\geq 1$ を満たすとする。 作用素 $A,$ $B\geq 0$ が $T^{*}T\leq A^{2}$

と $TT^{*}\leq B^{2}$ を満たし、 $k=1,2_{\backslash }i=1,2,$
$\ldots,$

$n$ に対して $\langle|T^{*}|^{\beta+1-\alpha}y_{k},$ $z_{i}\rangle=0$ ならば、

$|\langle T|T|^{\alpha+\beta-1}x,$ $y_{1}\rangle\langle T|T|^{\alpha+\beta-1}x,$ $y_{2} \rangle|+\mathcal{B}(|T^{*}|^{\beta}y_{1}, |T^{*}|^{\beta}y_{2})\sum_{i}\frac{|\langle Tx,z_{i}\rangle|^{2}}{\sum_{j}|\langle|T^{*}|^{2(1-\alpha)}z_{i},z_{j}\rangle|}$

$\leq\Vert B^{\beta}y_{1}\Vert\Vert B^{\beta}y_{2}\Vert\Vert A^{\alpha}x\Vert^{2}$

が任意の $x\in \mathscr{H}$ に対して成り立つ。 特に、 $\alpha\in[0,1]$ に対して $\langle|T^{*}|^{2(1-\alpha)}y_{k},$ $z_{i}\rangle=0$ な
らば、

$| \langle Tx, y_{1}\rangle\langle Tx, y_{2})|+\mathcal{B}(|T^{*}|^{(1-\alpha)}y_{1}, |T^{*}|^{1-\alpha}y_{2})\sum_{i}\frac{|\langle Tx,z_{i}\rangle|^{2}}{\sum_{j}|\langle|T^{*}|^{2(1-\alpha)}z_{i},z_{j}\rangle|}$

$\leq\Vert B^{1-\alpha}y_{1}\Vert\Vert B^{1-\alpha}y_{2}\Vert\Vert A^{\alpha}x\Vert^{2}$

が任意の $x\in \mathscr{H}$ に対して成り立つ。

更に、 次の不等式は、 Corollary 3.3と Lemma 4.1から導かれる:

Corollary 4.4. $T=U|T|$ を $\mathscr{H}$ 上の作用素 $T$ の極分解とする。 $z_{i}\not\in ker(T^{*})(i=$

$1,2,$ $\ldots,$
$n)$

、 $\alpha,$ $\beta\geq 0$ は、 $\alpha+\beta\geq 1$ と満たすとする。 作用素 $A,$ $B\geq 0$ が $T^{*}T\leq A^{2}$ と
$TT^{*}\leq B^{2}$ を満たし、 $k=1,2_{\backslash }i=1,2,$

$\ldots,$
$n$ に対して $\langle T|T|^{\alpha+\beta-1_{Z_{i,y_{k}}}}\rangle=0$ ならば、

$|\langle T|T|^{\alpha+\beta-1}x,$ $y_{1}\rangle\langle T|T|^{\alpha+\beta-1}x,$ $y_{2} \rangle|+\mathcal{B}(|T^{*}|^{\beta}y_{1}, |T^{*}|^{\beta}y_{2})\sum_{i}\frac{|\langle|T|^{2\alpha}x,z_{i}\rangle|^{2}}{\sum_{j}|\langle|T|^{2\alpha}z_{i},z_{j}\rangle|}$

$\leq\Vert B^{\beta}y_{1}\Vert\Vert B^{\beta}y_{2}\Vert\Vert A^{\alpha}x\Vert^{2}$

が任意の $x\in \mathscr{H}$ に対して成り立つ。

156



5. FURUTA 不等式の応用

Heinz-Kato-Furuta不等式の更なる拡張を与えるために、次の Furuta 不等式 ([4], [1],
[5], [7] $)$ を適用する:

Furuta不等式．$A\geq B\geq 0$ ならば、 任意の $r\geq 0$ に対して

$(A^{r}A^{p}A^{r})^{1/q}\geq(A^{r}B^{p}A^{r})^{1/q},$

$(B^{r}A^{p}B^{r})^{1/q}\geq(B^{r}B^{p}B^{r})^{1/q}$

が、 $(1+2r)q\geq p+2r$ を満たす $p\geq 0$ と $q\geq 1$ に対して成り立っ。

次の結果は、 Corollary 3.2の更なる拡張である:

Theorem 5.1. $A,$ $B$ を $\mathscr{H}$ 上の正作用素とし、 $T$ を $T^{*}T\leq A^{2}$ を満たす作用素とする。
このとき、 任意の $r,$ $s\geq 0$ に対して

$|\langle T|T|^{(1+2r)\alpha+(1+2s)\beta-1}x, y_{1}\rangle\langle T|T|^{(1+2r)\alpha+(1+2s)\beta-1}x, y_{2}\rangle|$

(5.1) $+ \mathcal{B}(|T^{*}|^{(I+2s)\beta}y_{1}, |T^{*}|^{(1+2s)\beta}y_{2})\sum_{i}\frac{|\langle Tx,z_{i}\rangle|^{2}}{\sum_{j}\langle|T^{*}|^{2(1-\alpha-2r\alpha)}z_{i},z_{j}\rangle}$

$\leq \mathcal{B}(|T^{*}|^{(1+2s)\beta}y_{1}, |T^{*}|^{(1+2s)\beta}y_{2})\langle(|T|^{2r}A^{2p}|T|^{2r})_{X,X\rangle}^{\frac{(1+2r)\alpha}{p+2r}}$

が任意の $p,$ $q\geq 1$
、 $(1+2r)\alpha+(1+2s)\beta\geq 1\geq(1+2r)\alpha$ を満たす $\alpha,$ $\beta\in[0,1]$

、
$z_{i}\not\in ker(T^{*})$

と $\langle|T^{*}|^{(1+2\epsilon)\beta+1-(1+2r)\alpha}y_{k},$ $z_{i}\rangle=0$ を満たす $x,$ $y_{k},$ $z_{i}\in \mathscr{H}$ $(k=1,2、i=1, \cdots , n)$ に対
して成り立つ。

Proof. Corollary 3.2において、 $\alpha$ (resp. $\beta$) を $\alpha_{1}=(1+2r)\alpha$ $($ resp. $\beta_{1}=(1+2s)\beta)$ に
置き換えることにより

$|\langle T|T|^{\alpha+\beta_{1}-1}1x,$ $y_{1}\rangle\langle T|T|^{\alpha 1+\beta_{1}-1}x,$ $y_{2} \rangle|+\mathcal{B}(|T^{*}|^{\beta_{1}}y_{1}, |T^{*}|^{\beta_{1}}y_{2})\sum_{i}\frac{|\langle Tx,z_{i}\rangle|^{2}}{\sum_{j}|\langle|T^{*}|^{2(1-\alpha1)}z_{i},z_{j}\rangle|}$

$\leq \mathcal{B}(|T^{*}|^{\beta_{1}}y_{1}, |T^{*}|^{\beta_{1}}y_{2})\langle|T|^{2\alpha_{1}}x,$ $x\rangle$

が任意の $x\in \mathscr{H}$ に対して成り立つ。 次に、 $|T|^{2}\leq A^{2}$ と $q= \frac{p+2r}{(1+2r)\alpha}$ に対して、 Furuta
不等式を適用することにより

$|T|^{2\alpha}1=|T|^{2(1+2r)\alpha}\leq(|T|^{2r}A^{2p}|T|^{2r})^{\frac{(1+2r)\alpha}{p+2r}}$

これらより、 不等式 (5.1) が得られる。 $\square$

同様に、 Corollary 3.3により次の更なる拡張が導かれる:

Theorem 5.2. $A,$ $B$ を $\mathscr{H}$ 上の正作用素とし、 $T$ を $T^{*}T\leq A^{2}$ を満たす作用素とする。
このとき、任意の $r,$ $s\geq 0$ に対して

$|\langle T|T|^{(1+2r)\alpha+(1+2s)\beta-1}x, y_{1}\rangle\langle T|T|^{(1+2r)\alpha+(1+2s)\beta-1}x, y_{2}\rangle|$

(5.2) $+ \mathcal{B}(|T^{*}|^{(1+2s)\beta}y_{1}, |T^{*}|^{(1+2s)\beta}y_{2})\sum_{i}\frac{|\langle|T|^{2(1+2r)\alpha}x,z_{i}\rangle|^{2}}{\sum_{j}|\langle|T|^{2(1+2r)\alpha}z_{i},z_{j}\rangle|}$

$\leq \mathcal{B}(|T^{*}|^{(1+2s)\beta}y_{1}, |T^{*}|^{(1+2s)\beta}y_{2})\langle(|T|^{2r}A^{2p}|T|^{2r})_{X,X\rangle}^{\frac{(1+2r)\alpha}{p+2r}}$
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が任意の $p,$ $q\geq 1$
、

$(1+2r)\alpha+(1+2s)\beta\geq 1$ を満たす $\alpha,$ $\beta\in[0,1]$
、

$z_{i}\not\in ker(T)$ と
$\langle\tau|\tau|^{(1+2r)\alpha+(1+2s)\beta-1_{Z_{i,y_{k}\rangle=0}}}$ を満たす $x,$ $y_{k},$ $z_{j}\in \mathscr{H}(k=1,2、i=1, \cdots, n)$ に対し
て成り立つ。

Proof. Corollary 3.3において、 $\alpha$ (resp. $\beta$ ) を $\alpha_{1}=(1+2r)\alpha$ $($ resp. $\beta_{1}=(1+2s)\beta)$ に
置き換えることにより

$| \langle 1\langle 1|+\mathcal{B}(|T^{*}|^{\beta_{1}}y_{1}, |T^{*}|^{\beta_{1}}y_{2})\sum_{i}\frac{|\langle|T|^{2\alpha_{1}}x,z_{i}\rangle|^{2}}{\sum_{j}|\langle|T|^{2\alpha 1}z_{i},z_{j}\rangle|}$

$\leq \mathcal{B}(|T^{*}|^{\beta_{1}}y_{1}, |T^{*}|^{\beta_{1}}y_{2})\langle|T|^{2\alpha_{1}}x,$ $x\rangle.$

$|T|^{2}\leq A^{2}$ に対して、 Furuta不等式を適用することにより
$|T|^{2\alpha 1}=|T|^{2(1+2r)\alpha}\leq(|T|^{2r}A^{2p}|T|^{2r})^{\frac{(1+2r)\alpha}{+2r}}$

これらより、 不等式 (5.2) が得られる。 口
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