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1 Introduction
Euler-Zagier型多重ゼータ関数 $\zeta_{EZ,k}(s_{1}, \ldots, s_{k})$ , 等号付き多重ゼータ関

数 $\zeta_{k}^{*}(\mathcal{S}_{1}, \ldots, s_{k})$ はそれぞれ次のように定義される．

$\zeta_{EZ,k}(s_{1}, \ldots, s_{k}):=0<m<m_{2}<\cdots<m_{k}\sum_{1}\frac{1}{m_{1^{1}}^{s}m_{2}^{s}\cdots m_{k}^{s_{k}}2}$ (1.1)

$\zeta_{k}^{*}(s_{1}, \ldots, s_{k}):=\sum_{0<m_{1}\leq m_{2}\leq\cdots\leq m_{k}}\frac{1}{m_{1}^{s_{1}}m_{2}^{s_{2}}\cdots m_{k}^{s_{k}}}$ (1.2)

ただし $s_{i}(i=1, \ldots, 紛は複素変数とする．松本} [3] は 2つの級数 (1.1)$ ,(1.2)
が次の領域で絶対収束していることを示した．

$\{(s_{1}, \ldots, s_{k})\in \mathbb{C}^{k}|\Re(s_{k}(k-l+1))>l(l=1, \ldots, k)\}$ (1.3)

ただし $s_{k}(n)=s_{n}+s_{n+1}+\cdots+s_{k}(n=1, \ldots, k)$ とする．
秋山-江上-谷川 [1] と Zhao[6] はそれぞれ独立に級数 (1.1) が全空間に有

理型接続されることを示した．秋山-江上-谷川は Euler-Maclaurin の和公式
を用いて証明し，Zhao は超関数の理論を用いて証明した．等号付き多重ゼー
タ関数 (1.2) の有理型接続についてはこれから述べる方法により示される．
この関数は Euler-Zagier型多重ゼータ関数と Riemann ゼータ関数の有限和
で表せることが知られている．(Riemann ゼータ関数は Euler-Zagier型多重
ゼータ関数の一つであることを注意しておく。) 例えば，$\zeta_{2}^{*}$ や $\zeta_{3}^{*}$ は次のよう
な和で表すことができる．

$\zeta_{2}^{*}(s_{1}, s_{2})=\zeta_{EZ,2}(S_{1}, \mathcal{S}_{2})+\zeta(\mathcal{S}_{1}+s_{2})$ ,
$\zeta_{3}^{*}(s_{1}, s_{2}, s_{3})=\zeta_{EZ,3}(s_{1}, s_{2}, s_{3})+\zeta_{EZ,2}(s_{1}+s_{2}, s_{3})+\zeta_{EZ,2}(s_{1}, \mathcal{S}_{2}+\mathcal{S}_{3})$

$+\zeta(s_{1}+s_{2}+s_{3})$ .
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このような和の表示は級数 (1.2) を分解することによって得られる．等号付
き多重ゼータ関数が Euler-Zagier型多重ゼータ関数の有限和で表せ Euler-
Zagier型多重ゼータ関数が全空間へ有理型接続されることから，等号付き多
重ゼータ関数の全空間への有理型接続が得られる．
今回主に扱うのは下のように定義される多重 Dirichlet級数である．

$F(s_{1}, \ldots, s_{k};f):=\sum_{m_{1},\ldots,m_{k}=1}^{\infty}\frac{f(m_{1},.\cdot.\cdot.\cdot,m_{k})}{m_{1}^{s_{1}}m_{k}^{s_{k}}}$ (1.4)

ここで $f$ : $\mathbb{N}^{k}arrow \mathbb{C}$ とし，複素変数 $(s_{1},$
$\ldots,$

$s$科は上の級数が絶対収束するよ
うな範囲を動くものとする．この級数は Dirichlet 級数を多変数化した関数
として多くの人が研究しているが，その多くは $f$ が乗法的関数を多変数化し

た関数の場合について扱っている．詳しい内容は T\’oth の [4] に書かれてい

る．ここでは $f$ を乗法的関数と限定せず，最初に定義した 2つの級数 (1.1),
(1.2) の一般化という角度から見ることとする．$f$ を乗法的関数と見なさない
場合の研究は De la Bret\’eche[2] によってなされている．De la Breteche は級
数 (1.4) を $f(m_{1}, \ldots, m_{k})>0$ の場合について扱った．
今回の最終的な目標は上の級数 (1.4) の非零領域を見つけることである．

第 2章ではその準備として，多重 Dirichlet 積 $*$ についての性質を見る．第 3
章では，第 2章の内容を用いて多重 Dirichlet 級数 (1.4) の非零領域を求める
(定理 3.5). この定理は非零領域のみに言及しているのではなくもう一つ結
果を含んでいる．その結果とは，多重 Dirichlet級数の逆数 $F(s_{1}, \ldots, s_{k};f)^{-1}$

が多重 Dirichlet級数表示 $F(s_{1}, \ldots, s_{k};f^{-1})$ を持っているということである．
そして最後にこの結果の $\zeta_{k}^{*}(s_{1}, \ldots, s_{k})$ への応用を述べる．

2 多重Dirichlet積 $*$

初めにいくつかの記号を定義する．関数 $f$ : $\mathbb{N}^{k}arrow \mathbb{C}$ を多重 $(k$ 重 $)$ 数論
的関数と呼ぶこととし，$k$重数論的関数全体からなる集合を

$\Omega=\Omega_{k}:=\{f|f:\mathbb{N}^{k}arrow \mathbb{C}\}$ (2.1)

と書くこととする．集合 $U$ を次のように定義する;

$U=U_{k}:=\{f\in\Omega|f(1, \ldots, 1)\neq 0\}.$

太文字を使うことによって $a=(a_{1}, \ldots, a_{k})$ のように $k$個の整数の組を表わ

すものとする．特に，太文字 1は全ての成分が 1である組 (1, . . . , 1) である
ものとする．さらに $k$ 個の整数の組どうしの積 $a\cdot b$ はそれぞれの成分の積
$(a_{1}b_{1}, . . . , a_{k}b_{k})$ とする．
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Definition 2.1. $f,$ $g\in\Omega$ と $n\in \mathbb{N}^{k}$ に対し，多重 Dirichlet積 $*$ は次のよう
に定義される

$(f*g)(n)= \sum_{a\cdot b--n,a_{)}b\in \mathbb{N}^{k}}f(a)g(b)$

.

$k=1$ のときに，上の積はよく知られた Dirichlet積となっている．そのた
め上の積は Dirichlet積の一種の一般化となっている．

$k$重数論的関数 $I$ を下のように定義する．

$I(n):=\{\begin{array}{ll}1 (n=1) ,0 (otherwise).\end{array}$

このとき，次の定理が知られている．

Theorem 2.2. (Vaidyanathaswamy $[5J)(U, *)$ は Abel群を成し，その単位
元は $I$ である．

$f\in U$ の多重 Dirichlet積に関する逆元 $f^{-1}(n)$ は次のように帰納的に定
まる;

$f^{-1}(n)=\{\begin{array}{ll}\frac{1}{f(1)} (n=1) ,-\frac{1}{f(1)}\sum_{a\cdot b=n ,b\neq n}f(a)f^{-1}(b) (n\neq 1) .\end{array}$

第 1章の最後に多重 Dirichlet 級数 (1.4) で級数 (1. 1) と (1.2) を表わすた
めの 2つの多重数論的関数を定義する．最初に級数 (1.1) を表わすための関
数として

$u_{EZ}(n):=\{\begin{array}{ll}1 (n_{1}<n_{2}<\cdots<n_{k}) ,0 (otherwise),\end{array}$

を定義する．これを用いることにょり Euler-Zagier型多重ゼータ関数は

$\zeta_{EZ,k}(s_{1}, \ldots, s_{k})=F(s_{1}, \ldots, s_{k};u_{EZ})$

と多重 Dirichlet 積表示される．同様に級数 (1.2) については

$u^{*}(n):=\{\begin{array}{ll}1 (n_{1}\leq n_{2}\leq\cdots\leq n_{k}) ,0 (otherwise),\end{array}$
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と定義することにより，等号付き多重ゼータ関数は

$\zeta_{k}^{*}(s_{1}, \ldots, s_{k}):=F(s_{1}, \ldots, s_{k};u^{*})$

と表わせる．

ここで一つ注意しておくべきことがある．$u^{*}(1)=1\neq 0$ なので $u^{*}\in$

$U$ となっているため $u^{*}$ には定理 2.2を用いることができる．一方，$u_{EZ}$ は

$u_{EZ}(1)=0$ なので $u_{EZ}\not\in U$ となり定理 2.2を用いることができない．次の章
では多重 Dirichlet級数 $F(s_{1}, \ldots, s_{k};f)$ の非零領域について議論するが，そ
の議論は $f\in U$ の場合にしか適用できないので Euler-Zagier型多重ゼータ
関数には適用できない．

3 多重Dirichlet級数
まず初めに 2つの多重 Dirichlet級数の積が多重 Dirichlet積を用いて 1つ

の多重 Dirichlet級数で表せることについて述べる．

Theorem3.1. $f,$ $g\in$ 飯に対して，次の式が成り立つ．

$F(s_{1}, \ldots, s_{k};f)F(s_{1}, \ldots, s_{k};g)=F(s_{1}, \ldots, s_{k};f*g)$

ただし変数 $(s_{1}, \ldots, s_{k})$ は 2つの級数 $F(s_{1}, \ldots, s_{k};f),$ $F(s_{1}, \ldots, s_{k};g)$ が絶対

収束する領域の上にあるものとする．

Corollary3.2. $f\in U$ とする．このとき $F(s_{1}, \ldots, s_{k};f)$ と $F(s_{1}, \ldots, s_{k};f^{-1})$

が領域 $R\subset \mathbb{C}^{k}$ で絶対収束するならば，$R$ は $F(s_{1}, \ldots, s_{k};f)$ の非零領域と
なる．

Proof. $(s_{1}, . . . , s_{k})\in R$ とする．このとき定理 3.1より次式が成り立つ．
$F(\mathcal{S}_{1}, \ldots, s_{k};f)F(\mathcal{S}_{1}, \ldots, S_{k};f^{-1})=F(S_{1}, \ldots, \mathcal{S}_{k};I)=1.$

口

上の系 3.2から，$F(s_{1}, \ldots, s_{k};f)$の非零領域を見つけるためには $F(s_{1}, \ldots, s_{k};f)$

と $F(s_{1}, \ldots, s_{k};f^{-1})$ の絶対収束領域 $R$ を見つければよいことになる．ここ
で十分大きな $n$ に対して $|f(n)|\leq Cn_{1}^{r_{1}}n_{2^{2}}^{r}\cdots n_{k}^{r_{k}}$ が成り立つと仮定すると
$F(s_{1}, \ldots, s_{k};f)$ の絶対収束領域は計算できる．では $F(s_{1}, \ldots, s_{k};f^{-1})$ の絶対
収束領域はどのようになるのだろうか．それを計算するための準備として次
の補題を証明する．

Lemma 3.3. $\alpha>1$ に対し，次式が成り立つ;

$\sum_{d|n}d^{\alpha}\leq\zeta(\alpha)n^{\alpha}.$
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Proof. $p^{\nu}\Vert n$ と書いたときには $p^{\nu}|n$かつ $P^{\nu+1}$ れとなるとする．このとき次
のように計算できる

$\sum_{d|n}d^{\alpha}=\prod_{p^{\nu}\Vert n}\sum_{d|p^{\nu}}d^{\alpha}=\prod_{p^{\nu}\Vert n}\sum_{j=0}^{\nu}p^{i\alpha}$

$= \prod_{p^{\nu}\Vert n}\frac{p^{(\nu+1)\alpha}-1}{p^{\alpha}-1}$

$\leq n^{\alpha}\prod_{p^{\nu}\Vert n}\frac{1}{1-p^{-\alpha}}$

$\leq\zeta(\alpha)n^{\alpha}$

口

上の補題を用いることにより次のように $|f^{-1}(n)|$ を評価できる．

Theorem 3.4. $f\in U$ はある定数 $C>0$が存在して $n\neq 1$ を満たす全ての
$n$ に対して $|f(n)|\leq Cn_{1}^{r_{1}}n_{2}^{r_{2}}\cdots n_{k}^{r_{k}}$ が成り立つものとする．$\alpha_{j}(j=1, \ldots, k)$

を $\alpha_{j}>1+r_{j}$ かつ $\zeta(\alpha_{1}-r_{1})\zeta(\alpha_{2}-r_{2})\cdots\zeta(\alpha_{k}-r_{k})\leq1+|f(1)|/C$を満
たすように任意にとる．このとき次の式が成り立っ

$|f^{-1}(n)| \leq\frac{n_{1}^{\alpha_{1}}n_{2}^{\alpha_{2}}\cdots n_{k}^{\alpha_{k}}}{|f(1)|}.$

Proof. $n_{1}+\cdot\cdot$ $\cdot+n_{k}$ に関する帰納法を用いる．$n_{1}+\cdots+n_{k}=k$ の場合 (つ
まり $n=1$ の場合), $f^{-1}(1)=1/f(1)$ なので

$|f^{-1}(1)|= \frac{1}{|f(1)|}.$

次に $d>k$ とし，$n_{1}+\cdots+n_{k}<d$を満たす全ての $n\in \mathbb{N}^{k}$ に対して $|f^{-1}(n)|\leq$

$n_{1}^{\alpha_{1}}n_{2}^{\alpha_{2}}\cdots n_{k}^{\alpha_{k}}/|f(1)|$ が成り立ったと仮定する．このとき $n_{1}+\cdots+n_{k}=d$

なる $n\in \mathbb{N}^{k}$ に対しては，次のように計算できる;

$|f^{-1}(n)| \leq|\frac{1}{f(1)}|\sum_{b\neq n}a,b\in \mathbb{N}^{k}a\cdot b--n|f(a)||f^{-1}(b)|$

$\leq\frac{C}{|f(1)|^{2}}\sum_{a\cdot b=n ,b\neq n}a_{1}^{r_{1}}b_{1}^{\alpha_{1}}\cdots a_{k}^{r_{k}}b_{k}^{\alpha_{k}}$

$= \frac{C}{|f(1)|^{2}}\{n_{1^{1}}^{r}\cdots n_{k}^{r_{k}}(\sum_{1}b_{1}^{\alpha_{1}-r_{1}})\cdots(\sum_{b_{k}|n_{k}}b_{k}^{\alpha_{k}-r_{k}})-n_{1}^{\alpha_{1}}\cdots n_{k}^{\alpha_{k}}\}$

$\leq\frac{C}{|f(1)|^{2}}(\zeta(\alpha_{1}-r_{1})n_{1}^{\alpha_{1}}\cdots\zeta(\alpha_{k}-r_{k})n_{k}^{\alpha_{k}}-n_{1}^{\alpha_{1}}n_{2}^{\alpha_{2}}\cdots n_{k}^{\alpha_{k}})$

$\leq n_{1}^{\alpha_{1}}n_{2}^{\alpha_{2}}\cdots n_{k}^{\alpha_{k}}$

$\overline{|f(1)|}$
.
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口

以上により次の主結果が得られる．

Theorem 3.5. $f$ と $\alpha_{1},$
$\ldots,$

$\alpha_{k}$ は定理 3.4の条件を満たすものとする．この
とき $F(s_{1}, \ldots, s_{k};f)$ と $F(s_{1}, \ldots, s_{k};f^{-1})$ は次の領域を非零領域として持つ;

$\{(s_{1}, \ldots, s_{k})\in \mathbb{C}^{k}|\Re(\mathcal{S}_{j})>1+\alpha_{j} (j=1, \cdots, k)\}.$

さらに，同じ領域において $F(\mathcal{S}_{1}, \ldots, \mathcal{S}_{k};f)$ と $F(\mathcal{S}_{1}, \ldots, \mathcal{S}_{k};f^{-1})$ の間には次

のような関係がある;

$(F(s_{1}, \ldots, s_{k};f))^{-1}=F(s_{1}, \ldots, s_{k};f^{-1})$ .

Proof. $f(n)\ll n_{1}^{r_{1}}n_{2^{2}}^{r}\cdots n_{k}^{r_{k}}$ なので，$F(s_{1}, \ldots, s_{k};f)$ は次の領域で絶対収
束している;

$\{(s_{1}, \ldots, s_{k})\in \mathbb{C}^{k}|\Re(s_{j})>1+r_{j}(j=1, \ldots, k)\}$ . (3.1)

定理 3.4より $f^{-1}(n)$ は $f^{-1}(n)\ll n_{1}^{\alpha_{1}}\cdots n_{k}^{\alpha_{k}}$ と評価できるので，$F(s_{1}, \ldots, s_{k};f^{-1})$

は次の領域で絶対収束している;

$\{(s_{1}, \ldots, s_{k})\in \mathbb{C}^{k}|\Re(s_{j})>1+\alpha_{j}(j=1, \ldots,k)\}.$

よって定理 3.2より定理 3.5が成り立つ 口

ここからは等号付き多重ゼータ関数の非零領域を求めることを目指すが，
その前に準備として制限された多重 Dirichlet級数について述べる．

$u^{*}(n)$ は $n_{1}\leq n_{2}\leq\cdots\leq n_{k}$ でないところで常に $0$ なので，等号付き多
重ゼータ関数 (1.2) は領域 (1.3) で絶対収束している．この絶対収束領域は上
の定理の証明中に与えた絶対収束領域 ((3.1) に $r_{1}=\cdots=r_{k}=0$ を代入し

たもの) より広い．この事実からある種の多重 Dirichlet級数に対しては定理
3.5で得られるものより広い非零領域が求まるものと考えられる．そこで導
入するのが制限された多重 Dirichlet級数である．

$\Omega$ の部分集合として次のような集合を考える;

$\Omega^{*}:=$ {$f\in\Omega|f(n)=0$ が $n_{1}\leq\cdots\leq n_{k}$を満たさない $n$ に対して成り立つ}

いま $f\in\Omega^{*}$ とすると，その多重 Dirichlet 級数は

$F(s_{1}, \ldots, s_{k};f)=\sum_{m_{1},\ldots,m_{k}=1}^{\infty}\frac{f(m_{1},.\cdot.\cdot.\cdot,m_{k})}{m_{1}^{s_{1}}m_{k}^{s_{k}}}=0<m\leq\cdot\cdot\leq m\sum_{1k}\cdot\frac{f(m_{1},.\cdot.\cdot.\cdot,m_{k})}{m_{1}^{s_{1}}m_{k}^{s_{k}}}$

と和に制限を加えた形で書けるため $f\in\Omega^{*}$ に対する多重 Dirichlet 級数
$F(s_{1}, \ldots, s_{k};f)$ を制限された多重 Dirichlet級数と呼ぶこととする．

$\Omega^{*}$ は次のような性質を持つ．
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Theorem 3.6. $(U\cap\Omega^{*}, *)$ は $(U, *)$ の部分群を成す．

Proof. $f,$ $g\in U\cap\Omega^{*}$ とし $f*g\in U\cap\Omega^{*}$ を示す．$n_{1}\leq\cdots\leq n_{k}$ を満たさな
いような $n$ に対して $(f*g)(n)$ は

$(f*g)(n)= \sum_{a\cdot b=n}f(a)g(b)$

のように和で表せる．このとき $a\cdot b=n$ を満たす $a$ と $b$ のうち少なくとも
一方は条件 $a_{1}\leq\cdots\leq a_{k}$ または $b_{1}\leq\cdots\leq b_{k}$ を満たさない．これにょり
$(f*g)(n)=0$ なので $f*g\in\Omega^{*}$ が成り立つ．また $f,$ $g\in U$ より定理 2.2か
ら $f*g\in U$ も成り立つ．以上より $f*g\in U\cap\Omega^{*}$ が示された．
次に $f\in U\cap\Omega^{*}$ に対して $f^{-1}\in U\cap\Omega^{*}$ を示す．いま $f^{-1}\not\in\Omega^{*}$ と仮定す

ると，$n_{1}\leq\cdots\leq n_{k}$ を満たさないある $n$ が存在して $f^{-1}(n)\neq 0$ を満たす．
このような $n$ のうち $n_{1}+\cdots+n_{k}$ の値が最小になるものを選ぶ．このとき
上の証明と同様にして $f^{-1}(n)$ は

$f^{-1}(n)=- \frac{1}{f(1)}\sum_{a\cdot b=n ,b\neq n}f(a)f^{-1}(b)$

のように和で表せ，この和の値は $0$ になる．これは $f^{-1}(n)\neq 0$ に矛盾するた
め $f^{-1}\in\Omega^{*}$となる．口

この定理から，$f,$ $g\in\Omega^{*}\cap U$に関する制限された多重 Dirichlet級数に対
し次の 2つの式が成り立つ

$( \sum_{0<m_{1}\leq\cdots\leq m_{k}}\frac{f(m_{1},.\cdot.\cdot.\cdot,m_{k})}{m_{1^{1}}^{s}m_{k}^{s_{k}}})(\sum_{0<n_{1}\leq\cdots\leq n_{k}}\frac{g(n_{1},.\cdot.\cdot.\cdot,n_{k})}{n_{1}^{s_{1}}n_{k}^{s_{k}}})$

$=0<n \leq\cdots\leq n_{k}\sum_{1}\frac{(f*g)(n_{1}.\cdots,n_{k})}{n_{1}^{s_{1}}\cdot\cdot n_{k}^{s_{k}}},$

$(_{0<m1} \sum_{\leq\cdot\cdot\leq m_{k}}.\frac{f(m_{1},.\cdot.\cdot.\cdot,m_{k})}{m_{1}^{s_{1}}m_{k}^{s_{k}}})^{-1}=\sum_{0<m_{1}\leq\cdot\cdot\leq m_{k}}.\frac{f^{-1}(m_{1}.’.\cdot.\cdot\cdot,m_{k})}{m_{1}^{S1}m_{k}^{s_{k}}}.$

級数 (1.2) の絶対収束領域が領域 (1.3) であることから，定理 3.5の改良が
可能となり次の定理が成り立っ．

Theorem 3.7. $f\in\Omega^{*}\cap U$ と $\alpha_{1},$
$\ldots,$

$\alpha_{k}$ は定理 3.4の条件を満たすものと
する．このとき $F(\mathcal{S}_{1}, \ldots, \mathcal{S}_{k};f)$ と $F(s_{1}, \ldots, s_{k};f^{-1})$ は次の領域を非零領域
として持つ，

$\{(\mathcal{S}_{1}, \ldots, s_{k})\in \mathbb{C}^{k}|\Re(s_{k}(k-l+1))>l+\alpha_{k}(k-l+1)$ $(l=1, \ldots, k)\}.$
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ただし $\alpha_{k}(l)=\alpha_{l}+\alpha_{l+1}+\cdots+\alpha_{k}(l=1, \ldots, k)$ とする．さらに同じ領域
において $F(s_{1}, \ldots, s_{k};f)$ と $F(s_{1}, \ldots, s_{k};f^{-1})$ の間には次のような関係が成
り立つ;

$(F(\mathcal{S}_{1}, \ldots, s_{k};f))^{-1}=F(s_{1}, \ldots, s_{k};f^{-1})$ .

Proof. $f(n)\ll n_{1}^{r_{1}}n_{2}^{r_{2}}\cdots n_{k^{k}}^{r}$ なので，$F(s_{1},$ . . . , $\mathcal{S}_{k;f)}$ は次の領域で絶対収
束している;

$\{(s_{1}, \ldots, s_{k})\in \mathbb{C}^{k}|\Re(\mathcal{S}_{k}(k-l+1))>l+r_{k}(k-l+1)(l=1, \ldots, k)\}$

ただし $r_{k}(l)=r\iota+r_{l+1}+\cdots+r_{k}(l=1, \ldots, k)$ とする．定理 3.4より $f^{-1}(n)$

は $f^{-1}(n)\ll n_{1}^{\alpha_{1}}\cdots n_{k}^{\alpha_{k}}$ と評価できるので，$F(\mathcal{S}_{1}, \ldots, s_{k;}f^{-1})$ は次の領域で
絶対収束している

$\{(s_{1}, \ldots, s_{k})\in \mathbb{C}^{k}|\Re(s_{k}(k-l+1))>l+\alpha_{k}(k-l+1)(l=1, \ldots, k)\}.$

よって定理 3.2より定理が従う 口

この定理を $f=$ ぐに対して用いることにより次の系が得られる．

Corollary 3.8. $\zeta_{k}^{*}(s_{1}, \ldots, s_{k})$ は次の領域を非零領域として持つ;

$\{(\mathcal{S}_{1}, \ldots, \mathcal{S}_{k})\in \mathbb{C}^{k}|\Re(s_{k}(k-l+1))>l+\alpha_{k}(k-l+1)$ $(l=1, \ldots, k)\}.$

ただし $\alpha_{i}>1(i=1, \ldots, k)$ は条件 $\zeta(\alpha_{1})\zeta(\alpha_{2})\cdots\zeta(\alpha_{k})\leq 2$ を満たすもの
とする．さらに同じ領域の上で等号付き多重ゼータ関数の逆数は次の多重
Dirichlet級数表示をもつ

$(\zeta_{k}^{*}(s_{1}, \ldots, s_{k}))^{-1}=F(s_{1}, \ldots, s_{k};(u^{*})^{-1})$ .
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