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概要

多次元離散型分布に対応する多変数関数は，具体的に書けるものとして多くは存

在しない．本解説では，[2] において導入された多変数有限オイラー積によって導か
れる分布，更にはそれらの無限分解可能性についてこれまでに [4], [5] において得られ
た結果について紹介する．

1 擬無限分解可能分布

無限分解可能分布に関連する研究の中で，次のような分布のクラスが存在する．

定義 1.1 (擬無限分解可能分布 ([1]参照 $\mathbb{R}^{d}$上の確率測度が擬無限分解可能であるとは，

その特性関数をレヴイ．ヒンチン表現の形で書いた際，そのレヴイ測度 $\nu$ に相当する測度

が $\mathbb{R}$d上の符号付き測度で， $\nu(\{0\})=0$ かつ血 d($|$x$|$
2

$\wedge$ l) $|\nu|$ (dx) $<\infty$ をみたすときをい

う．この測度をここでは擬レヴイ測度と呼ぶ．

注．擬無限分解可能とは古くから 1次元の分布の非無限分解可能性を示す為に用いられて

きた手法の 1つであるが，そのクラスそのものの性質についてはあまり知られていない．
最近では [8] 等においても取り扱われている分布のクラスである．また高次元の擬無限分

解可能性については，それらに対応する関数とその周辺を後に紹介するオイラー積を用い

て [1] の中で議論している．

2 ゼータ関数とオイラー積

まずゼータ関数とオイラー積の関係について簡単に紹介する．リーマン・ゼータ関数に
ついては [9] 等を参照して頂きたい．

2.1 ゼータ関数

リーマンゼータ関数は以下の級数又はオイラー積で定義される．

$\zeta(s):=\sum_{n=1}^{\infty}\frac{1}{n^{s}}=\prod_{p}(1-p^{-s})^{-1}, s=\sigma+it, \sigma>1.$
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ただし $\prod_{p}$ は素数全体にわたる積とする．オイラー積表示からリーマンゼータ関数は

$1<\sigma:=\Re(s)$ で零点を持たない．リーマンゼータ関数 $\zeta(s)$ は全 $s$ 平面の有理型関数に

解析接続されるが，本解説では絶対収束領域 $1<\sigma$のみを扱う．また，リーマンゼータ

関数の拡張としてディリクレ $L$ 関数等が広く知られている．

3 $\mathbb{R}$上のゼータ分布

絶対収束領域 $\sigma>1$ において，リーマンゼータ関数を用いた以下の $\mathbb{R}$上の分布が古く

から知られている．

定義 3.1. $n\in \mathbb{N},$ $\sigma>1$ に対して，確率変数 $X_{\sigma}$ が以下の分布に従うときリーマンゼー

タ確率変数，その分布をリーマンゼータ分布という．

$P_{X_{\sigma}} \log n\})=\frac{n^{-\sigma}}{\zeta(\sigma)}.$

また，その特性関数 $f_{\sigma}(t)$ , $t\in \mathbb{R}$ は以下の様にゼータ関数を正規化した形で与えられる．

$f_{\sigma}(t)= Ee^{itX_{\sigma}}=\int_{R}e^{itx}P_{X_{\sigma}}(dx)=\sum_{n=1}^{\infty}e^{-it\log n}\frac{n^{-\sigma}}{\zeta(\sigma)}=\frac{\zeta(\sigma+it)}{\zeta(\sigma)}.$

このリーマンゼータ分布は最も古い文献として [7] に記されている．[6] には以下の命

題がある．

命題 3.2. $\mathbb{R}$上のリーマンゼータ分布は複合ボアソンであり，そのレヴイ測度 $N_{\sigma}$ は有限

かつ次のように書ける．

$N_{\sigma}(dx)= \sum_{p}\sum_{r=1}^{\infty}\frac{1}{r}p^{-r\sigma}\delta_{r\logp}(dx)$ . (3.1)

4 多次元ゼータ分布

前章の命題 3.2からわかる事は，ゼータ分布の無限分解可能性はオイラー積表示によっ

て導かれている．そこで高次元離散型分布の無限分解可能性についてオイラー積を用いた

次小節のような議論がなされている．

4.1 多次元多重オイラー積

オイラー積の拡張として以下がある．
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定義 4.1 ([2]). d, $m\in \mathbb{N},$ $\vec{s}\in \mathbb{C}^{d},$ $-1\leq\alpha_{lp}\leq 1,$ $\vec{a}_{l}\in \mathbb{R}^{d},$ $1\leq l\leq m$ に対し，多次元多重
オイラー積 $Z_{E}(\vec{s})$ を次の無限積で定義する．

$Z_{E}( \vec{s})=\prod_{p}\prod_{l=1}^{m}(1-\alpha_{lp}p^{-\langle\vec{a}_{l)}\vec{s})})^{-1} \min_{1\leq l\leq m}\Re\langle\vec{a}_{l}, s\gamma>1.$

この無限積は領域minl $\leq l\leq m\Re\langle\vec{a}_{l},$ $\mathcal{S}\gamma>1$ において絶対収束する．また，上記のような多
重オイラー積で 1次元のものは [10] 等で扱わている．

4.2 多次元多重ゼータ分布

以下，$\vec{s}:=\vec{\sigma}+i\iota^{arrow},$
$\vec{\sigma},$

$t\inarrow \mathbb{R}^{d}$ に対し，$f_{\vec{\sigma}}(t)arrow$ を次のように定義する．

$f_{\vec{\sigma}}(t arrow):=\frac{Z_{E}(\vec{\sigma}+itarrow)}{Z_{E}(\vec{\sigma})}.$

このように $Z_{E}$ を正規化した関数は常に無限分解可能な特性関数となるわけではない．そ
こでいつ特性関数になるのか$\searrow$ またいつ複合ポアソン (無限分解可能) となるのかについ
て $[1]$ , [2] において議論されている．

以下，$\vec{a}\in \mathbb{R}^{d}$ に対し，$\vec{a}_{1}$ , . . . , $\vec{a}_{m}\in \mathbb{R}^{d}$ が (LR) を充たすとは， $\vec{a}_{1}$ , . . . , $\vec{a}_{m}\in \mathbb{R}^{d}$ が線形

従属であるが， $\mathbb{Q}$上一次独立な代数的数 $\psi_{l}(1\leq l\leq m)$ が存在し，$\vec{a}\iota=\psi_{l}\vec{a}$ と書けることと

する．また，$\vec{a}_{1}$ , . . . , $\vec{a}_{m}\in \mathbb{R}^{d}$ が線形独立であるとき，(LI) と書くことにする．ただし，実数
$\theta_{1}$ , . . . , $\theta_{n}$ が $\mathbb{Q}$上一次独立であるとは， $\sum_{k=1^{\mathcal{C}_{k}}}^{n}\theta_{k}=0,$ $c_{k}\in \mathbb{Q}$ なるのは $\mathcal{C}_{1}=\cdots=$ (玩 $=0$

に限られるということである．

[2]においては更に以下のような多次元多重オイラー積を用意している．

定義 4.2 $(\eta 重 \varphi 階オイラー積，Z_{E}^{\eta,\varphi}(s\gamma, [2])$ . $d,$
$\varphi,$

$\eta\in \mathbb{N},\vec{s}\in \mathbb{C}^{d}$ とする．ここで $-1\leq$

$\alpha_{lk}(p)\leq 1,$ $\vec{a}_{l}\in \mathbb{R}^{d},$ $1\leq l\leq\varphi,$ $1\leq k\leq\eta$ に対し，$d$次元 $\eta$ 重 $\varphi$ 階オイラー積 $\dot{Z}_{E}^{\eta,\varphi}(\vec{s})$ を

以下の無限積で定義する．

$Z_{E}^{\eta,\varphi}(si arrow:=\prod_{p}\prod_{l=1}^{\varphi}\prod_{k=1}^{\eta}(1-\alpha_{lk}(p)p^{-\langle\vec{a}_{t^{s)}}^{arrow}\prime})^{-1} \min_{1\leq l\leq\varphi}\Re\langle\vec{a}_{l}, \overline{s})>1$ . (4.1)

このとき，次が知られている．

命題 4.$3([2])$ . $(4.1)$ において $\vec{a}_{1}$ , . . . , $\vec{a}_{\varphi}$ が $(LI)$ または $(LR)$ , $\alpha_{lk}(p)=0,$ $\pm 1$ を充たすと
する．このとき $f_{\vec{\sigma}}$ が特性関数となる必要充分条件は，任意の $1\leq l\leq\varphi$ , 素数 $p$ に対し，
$\sum_{k=1}^{\eta}\alpha_{lk}(p)\geq$ O. 更にこのとき $f_{\vec{\sigma}}$ は $\mathbb{R}^{d}$ 上の複合ボアソンとなり，そのレヴイ測度 $N_{\vec{\sigma}}^{\eta,\varphi}$

は有限かつ次のように書ける．

$N_{\vec{\sigma}}^{\eta,\varphi}(dx)= \sum_{p}\sum_{r=1}^{\infty}\sum_{l=1}^{\varphi}\sum_{k=1}^{\eta}\frac{1}{r}$蝋$p)^{r}p^{-r\langle\vec{a}_{l},\vec{\sigma}\rangle\delta_{1\circ gp^{r}\vec{a}_{l}}}(dx)$ .
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この命題は方向を変える (高階) こと及び 1次元に帰着される同一直線上 (多重) で和を

取る際に重みのある点が重複しないようにずらした 1次元の複合ボアソンゼータ分布を貼
り合わせることにより高次元多重型の複合ポアソンゼータ分布を導入することができる

事を示している．

5 結果

前章で多次元多重オイラー積を正規化した関数は常に無限分解可能な特性関数となるわ

けではないと触れたが，それらの関係を 2変数有限オイラー積の場合について [1] で議論

している．[1] では主に積を取る素数を 1つに限定した関数を用いていくつかの結果を与

えているが，我々は複数選んだ場合についてこれより述べるいくつかの結果を得ている．

まず以下の記号を用意する．

$\bullet$
$ID:\mathbb{R}^{2}$ 値の無限分解可能な特性関数の族．

$\bullet$

$ID^{0_{:}}\mathbb{R}^{2}$ 値の擬無限分解可能であるが，通常の無限分解可能でない特性関数の族．

$\bullet$
$ND:\mathbb{R}^{2}$ 値の特性関数とならない関数の族．

更に次の関数を用意する．

定義 5.1. $p_{1},p_{2}\in \mathbb{P}$ とする． $\sigma_{1},$
$\sigma_{2}>0,$ $t_{1},$ $t_{2}\in \mathbb{R}$ なる， $s_{1}=\sigma_{1}+it_{1},$ $s_{2}=\sigma_{2}+it_{2},$ $\vec{\sigma}=$

$(\sigma_{1}, \sigma_{2})$ , $t=arrow(t_{1}, t_{2})$ に対し，多次元オイラー積 $g_{p_{1}p_{2}}\#,$ $g_{p_{1}p_{2}}^{*}$ を

$g_{p_{1}p_{2}}^{\#}( \vec{\sigma}, t)\neg:=\frac{1}{(1-p_{1}^{-s1})(1-p_{1}^{-s_{2}})}\cross\frac{1}{(1-p_{2}^{-s1})(1-p_{2}^{-s}2)},$

$g_{p_{1}p_{2}}^{*}( \vec{\sigma}, t)\neg:=\frac{1}{(1+p_{1}^{-s_{1}-s}2)(1+p_{2}^{-s_{1}-s_{2}})}.$

とし，これらを正規化した関数を以下とおく．

$G_{p_{1}p_{2}}^{\#}( \vec{\sigma}, t):=\neg\frac{g_{p_{1}p_{2}}\#(\vec{\sigma},t)\neg}{g_{p_{1}p_{2}}^{\#}(\vec{\sigma},0)}, G_{p_{1}p_{2}}^{*}(\vec{\sigma}, t):=\neg\frac{g_{p_{1}p_{2}}^{*}(\vec{\sigma},t)\neg}{g_{p_{1}p_{2}}^{*}(\vec{\sigma},0)}.$

このとき以下の結果を得る．

定理 $A([5])$ .

(1) $G_{p_{1}p_{2}}^{\#}\in ID$ , (2) $G_{p_{1}p_{2}}^{*}\in ND$ , (3) $G_{p_{1}p_{2}}^{\#}G_{p_{1}p_{2}}^{*}\in ID^{0}.$

以下，定理 $A(3)$ の証明を簡単に述べる．
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定理 $A(3)$ の証明．まずはじめに $G_{p_{1}p_{2}}\# G_{p_{1}p_{2}}^{*}$ が特性関数であることを示す．

$g_{p_{1}p_{2}}^{\#}( \vec{\sigma},\overline{t})g_{p_{1}p_{2}}^{*}(\vec{\sigma},\overline{t})=\prod_{j=1}^{2}\frac{1}{(1-p_{j}^{-2s_{1}-2s_{2}})}\cross\frac{(1-p_{j}^{-s_{1}-s_{2}})}{(1-p_{j}^{-s1})(1-p_{j\backslash }^{-s2})}.$

$|X|,$ $|Y|<1$ なる，X, $Y$ に対し， $\frac{1}{1-X}=\sum_{n=0}^{\infty}X^{n}$ かつ $\frac{1-XY}{(1-X)(1-Y)}=\frac{1}{1-X}+\frac{1}{1-Y}-1=$

$1+ \sum_{n=1}^{\infty}(X^{n}+Y^{n})$ である．したがって，

$g_{p_{1}p_{2}}^{\#}(\vec{\sigma},\overline{t})g_{p_{1P2}}^{*}(\vec{\sigma}, t)\neg$

$=( \sum_{l_{1}=0}^{\infty}\frac{1}{p_{1}^{2l_{1}(s_{1}+s_{2})}}(1+\sum_{m_{1}=1}^{\infty}\frac{1}{p_{1}^{m_{1}s_{1}}}+\sum_{n_{1}=1}^{\infty}\frac{1}{p_{1}^{n_{1}s_{2}}}))$

$\cross(\sum_{l_{2}=0}^{\infty}\frac{1}{p_{2}^{2l_{2}(s_{1}+s_{2})}}(1+\sum_{m_{2}=1}^{\infty}\frac{1}{p_{2}^{m_{2}s_{1}}}+\sum_{n_{2}=1}^{\infty}\frac{1}{p_{2}^{n_{2}s_{2}}}))$

$=( \sum_{l_{1},m_{1},n_{1}=1}^{\infty}\frac{A_{1}(l_{1})A_{1}(m_{1},n_{1})}{l_{1}^{s_{1}+s_{2}}m_{1}^{s_{1}}n_{1}^{s_{2}}})(\sum_{l_{2},m_{2},n_{2}=1}^{\infty}\frac{A_{2}(l_{2})A_{2}(m_{2},n_{2})}{l_{2}^{s_{1}+s_{2}}m_{2}^{s_{1}}n_{2}^{s_{2}}})$

を得る．ここで，$a,$ $b,$ $c\in \mathbb{N}$ と $j=1$ , 2に対して，

$A_{j}(l_{j}):=\{\begin{array}{l}1 l_{j}=1,p_{j}^{2a},0 その他，\end{array}$

$A_{j}(m_{j}, n_{j}):=\{\begin{array}{l}1 (m_{j}, n_{j})=(1,1) , (1, p_{j}^{b}) , (p_{j}^{c}, 1) ,0 その他\end{array}$

とする．ここで $\Sigma$

l

$\infty$

1,m1,n1
$=1 \frac{A_{1}(l_{1})A_{1}(m_{1},n_{1})}{l_{1}^{s_{1}+\epsilon_{2}}m_{1}^{s_{1}}n_{1}^{s_{2}}}$ 及び $\sum_{l_{2,m_{2_{\rangle}}n2}=1}^{\infty}\frac{A_{2}(l_{2})A_{2}(m_{2},n_{2})}{l_{2}^{s_{1}+s_{2}}m_{2}^{s_{1}}n_{2}^{s_{2}}}$ は [3] において導入

された多次元新谷ゼータ関数のクラスに属し，更に各項が非不値であることから $G_{p_{1}p_{2}}\# G_{p_{1}p_{2}}^{*}$

は同じく [3] において導入された多次元新谷ゼータ分布の特性関数であることがわかる．

次に $G_{p_{1}p_{2}}\# G_{p_{1}p_{2}}^{*}$ が無限分解可能ではなく，擬無限分解可能な特性関数であることを示す．

$\log G_{p_{1}p_{2}}(\sigma\neg,\overline{t})G_{p_{1}p_{2}}^{*}(\vec{\sigma}^{\prec}(1$

$+\log(1-p_{j}^{-\sigma_{2}})-1\circ g(1-p_{j}^{-\sigma_{2}-it_{2}})$

$+\log(1+p_{j}^{-\sigma-\sigma_{2}}1)-\log(1+p_{j}^{-\sigma_{1}-it_{1}-\sigma_{2}-it_{2}}))$

$= \sum_{j=1}^{2}(\sum_{r=1}^{\infty}\frac{1}{r}p_{j}^{-r\sigma_{1}}(p_{j}^{-rit_{1}}-1)+\sum_{r=1}^{\infty}\frac{1}{r}p_{j}^{-r\sigma_{2}}(p_{j}^{-rit_{2}}-1)$
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$+ \sum_{r=1}^{\infty}\frac{(-1)^{r}}{r}p_{j}^{-r(\sigma_{1}+\sigma)}2(p_{j}^{-ri(t_{1}+t_{2})}-1))$

$= \int_{R^{2}}(e^{i\langle tx\rangle}-1)N_{\vec{\sigma}}^{G_{p_{1}p_{2}}^{\#}G_{p_{1}p_{2}}^{*}}(dx)arrow,,$

ここで

$N_{\vec{\sigma}}^{G_{p_{1}p_{2}p_{1}p_{2}}^{\# c*}}(dx):= \sum_{j=1}^{2}(12$

$+ \sum_{r=1}^{\infty}\frac{(-1)^{r}}{r}p_{j}^{-r(\sigma_{1}+\sigma_{2})}\delta_{r\log p_{j}(1,1)}(dx))$

とする．測度 $N_{\vec{\sigma}}^{G_{p_{1}p_{2}}^{\#}G_{p_{1}p_{2}}^{*}}$ は第 3項と第 6項に現れる不の重みの項が他によっても打ち消

されることのない符号付き測度である．また，

$\int_{R^{2}}|N_{\vec{\sigma}}^{G_{p_{1}p_{2}}^{\#}G_{p_{1}p_{2}1(dx)=}^{*}}|\sum_{j=1}^{2}\{\sum_{r=0}^{\infty}r^{-1}p_{j}^{-r\sigma}1+\sum_{r=0}^{\infty}r^{-1}p_{j}^{-r\sigma}2+\sum_{r=0}^{\infty}(-1)^{r}r^{-1}p_{j}^{-r(\sigma_{1}+\sigma)}2\}|$

$\leq\sum_{j=1}^{2}\{|\sum_{r=0}^{\infty}r^{-1}p_{j}^{-r\sigma}1|+|\sum_{r=0}^{\infty}r^{-1}p_{j}^{-r\sigma}2|+|\sum_{r=0}^{\infty}(-1)^{r}r^{-1}p_{j}^{-r(\sigma 1+\sigma 2)}|\}$

$\leq\sum_{j=1}^{2}\{|\sum_{r=0}^{\infty}r^{-1}p_{j}^{-r\sigma_{1}}|+|\sum_{r=0}^{\infty}r^{-1}p_{j}^{-r\sigma 2}|+|\sum_{r=0}^{\infty}r^{-1}p_{j}^{-r(\sigma+\sigma)}12|\}$

$\leq\sum_{j=1}^{2}\{(p_{j}^{-\sigma}1+l^{\infty}\frac{1}{x}p_{j}^{-x\sigma}1dx)+(p_{j}^{-\sigma 2}+\int_{1}^{\infty}\frac{1}{x}p_{j}^{-x\sigma 2}dx)$

$+(p_{j}^{-(\sigma)} \sigma_{1+2}+\int_{1}^{\infty}\frac{1}{x}p_{j}^{-x(\sigma)}\sigma_{1+2}dx)\}$

$\leq\sum_{j=1}^{2}\{(p_{j}^{-\sigma_{1}}+(\sigma_{1}\log p_{j})^{-1})+(p_{j}^{-\sigma_{2}}+(\sigma_{2}\log p_{j})^{-1})$

$+(p_{j}^{-(\sigma)}\sigma 1+2+\{(\sigma_{1}+\sigma_{2})\log p_{j}\}^{-1})\}$

$<\infty$

であるので $\mathbb{R}^{2}$ 上の擬レヴイ測度であることがわかる．以上により $N_{\vec{\sigma}}^{G_{p_{1}p_{2}}^{\#}G_{p_{1}p_{2}}^{*}}\in ID^{0}$ を得

る 口

同様に次の関数を用意する．
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定義 5.2. $p_{1},p_{2}\in \mathbb{P}$ とする． $\sigma_{1},$ $\sigma_{2}>0,$ $t_{1},$ $t_{2}\in \mathbb{R}$ なる， $\mathcal{S}_{1}=\sigma_{1}+it_{1}$ , $s_{2}=\sigma_{2}+it_{2},$ $\vec{\sigma}=$

$(\sigma_{1}, \sigma_{2})$ , $t=arrow(t_{1}, t_{2})$ に対し，多次元オイラー積 $f_{p_{1}p_{2}},$
$g_{p_{1}p_{2}},$ $h_{p_{1}p_{2}}$ を

$f_{p_{1P2}}( \vec{\sigma}, t\gamma:=\frac{1}{(1-p_{1}^{-s_{1}-s_{2}})(1-p_{2}^{-s_{1}-s_{2}})},$

$g_{p_{1P2}}( \vec{\sigma}, tJ:=\prod_{j=1}^{2}\frac{1}{(1-p_{j}^{-s_{1}})(1-p_{j}^{-s_{2}})(1+p_{j}^{-s_{1}-s_{2}})},$

$h_{p_{1}p_{2}}( \vec{\sigma}, t-) :=\prod_{j=1}^{2}\frac{1}{(1+p_{j}^{-s_{1}})(1+p_{j}^{-s_{2}})(1-p_{j}^{-s_{1}-s_{2}})}.$

とし，これらを正規化した関数を以下とおく．

$F_{p_{1}p_{2}}( \vec{\sigma}, t\prec i:=\frac{f_{p_{1}p_{2}}(\vec{\sigma},t)\neg}{f_{p_{1}p_{2}}(\vec{\sigma},0)}, G_{p_{1}p_{2}}(\vec{\sigma}, t)\neg:=\frac{g_{p_{1}p_{2}}(\vec{\sigma},t)\prec}{g_{p_{1}p_{2}}(\vec{\sigma},0)},$ $H_{p_{1P2}}( \vec{\sigma}, t)\prec:=\frac{h_{p_{1}p_{2}}(\vec{\sigma},t)\prec}{h_{p_{1}p_{2}}(\vec{\sigma},0)}.$

これらについても以下の結果を得る．

定理 $B([4])$ .

(11) $F_{p_{1}p_{2}}\in ID$ , (12) $G_{p_{1}p_{2}}\in ID^{0}$ , (13) $H_{p_{1}p_{2}}\in ND,$

(21) $F_{p_{1}p_{2}}G_{p_{1}p_{2}}\in ID$ , (22) $G_{p_{1}p_{2}}H_{p_{1}p_{2}}\in ID$ , (23) $H_{p_{1}p_{2}}F_{p_{1}p_{2}}\in ND,$

(31) $F_{p_{1}p_{2}}G_{q_{1}q_{2}}-\in ID^{0}$ , (32) $G_{p_{1}p_{2}}H_{q_{1}q_{2}}\in ND$ , (33) $H_{p_{1}p_{2}}F_{q_{1}q_{2}}\in ND.$
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