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概要

指数型分布族は統計学では最も基本的な統計モデルの一つである．情報幾
何学における研究で，指数型分布族は自然に統計多様体の構造を持ち，さらに
双対平坦空間となることが知られている．変形指数型分布族は指数型分布族の

一般化であるが，これまでの研究で 2種類の異なる双対平坦構造が導入される
ことが知られている．

そこで本論文では，変形指数型分布族で最も基礎的なもののーつである q-
指数型分布族の幾何学を考察する． $q$-指数型分布族が 2種類の異なる双対平坦

構造を持つことを確認したのち，推定関数からのダイバージェンス関数の構成，
独立性と最尤推定量の一般化などについて解説を行う．

1 はじめに

指数型分布族は，統計学では最も基本的な統計モデルのーつであり，正規分布族

やガンマ分布族，また離散標本空間上の確率分布など，主要な確率密度関数族，確率

関数族が含まれる．統計的推論の幾何学的方法論の一つに情報幾何学があるが，指

数型分布族は自然に統計多様体の構造を持ち，さらに双対平坦空間となることが知

られている．この双対的な幾何学構造により，最尤推定法をはじめとする統計計算

のアルゴリズムを明快に理解することができる (cf. [1]).

変形指数型分布族は指数型分布族の一般化であり，複雑系・強相関系の統計物理

学において導入された (cf. [20], [16]). 他の複雑系科学，強相関系の統計学と区別す

るために，本論文では変形指数型分布族に関する統計学を，異常統計とよぶことに

する．これまでの異常統計における情報幾何学の研究から，変形指数型分布族には

2種類の異なる双対平坦構造が導入されることが知られている (cf. [10], [11], [13]).

さらに異常統計におけるエスコート確率分布や，変形した代数なども，推定関数や

ダイバージェンスの幾何学で説明することができる．

そこで本論文では，変形指数型分布族で最も基礎的なものの一つである $q$-指数型

分布族に注目し，その幾何学を考察する． $q$-指数型分布族に 2種類の異なる双対平

坦構造が導入されることを確認したのち，推定関数からのダイバージェンス関数の

構成，独立性と最尤推定量の一般化などについて解説を行う．なお本論文は，日本

数学会における講演要旨 [9] を加筆，修正したものである．

1本研究の一部は科学研究費補助金 (若手研究 (B) 課題番号:23740047) の助成を受けたものである．
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2 統計多様体

まずはじめに統計多様体の幾何学をまとめる．[12] にも統計多様体の解説がある．

$(M, h)$ を擬 Riemann 多様体， $\nabla$ を $M$ 上の振れのないアファイン接続とする．

$\nabla h$ が対称な $(0,3)$-テンソル場であるとき，すなわち

$(\nabla_{X}h)(Y, Z)=(\nabla_{Y}h)(X, Z)$

が成り立つとき， $(M, \nabla, h)$ を統計多様体とよぶ [7], [8].

統計多様体 $(M, \nabla, h)$ に対して， $\nabla$ のんに関する双対接続 $\nabla^{*}$ は挨れがなく， $\nabla*$ん

は対称となる．したがって $(M, \nabla^{*}, h)$ も統計多様体となるが，これを $(M, \nabla, h)$ の双対

統計多様体とよぶ．また，統計多様体に対して対称な $(0,3)$ -テンソル場 $C(X, Y, Z)=$

$(\nabla_{X}h)(Y, Z)$ が自然に定義される．この $C$ を統計多様体 $(M, \nabla, h)$ の 3次形式と

よぶ．逆に擬 Riemann 多様体 $(M, h)$ と対称な $(0,3)$-テンソル場 $C$ が与えられると

$h( \nabla_{X}Y, Z) = h(\nabla_{X}^{(0)}Y, Z)-\frac{1}{2}C(X, Y, Z)$ ,

$h( \nabla_{X}^{*}Y, Z) = h(\nabla_{X}^{(0)}Y, Z)+\frac{1}{2}C(X, Y, Z)$

によって，互いに双対的な振れのないアファイン接続 $\nabla,$ $\nabla^{*}$ が定義できる．ただし
$\nabla^{(0)}$ は $h$ の Levi-Civita 接続である．さらに， $\nabla h$ と $\nabla^{*}h$ はそれぞれ対称であり，

統計多様体 $(M, \nabla, h)$ , $(M, \nabla^{*}, h)$ が得られる．

統計多様体の双対接続を中心とした議論においては，計量 $h$ の正値性の仮定は必

要としない．特に計量が正値，すなわち Riemann計量であることを明示する場合に

は， $h$ ではなく $g$ と表記することにする．

統計多様体 $(M, \nabla, h)$ において $\nabla$ が平坦であるとき， $(M, \nabla, h)$ を平坦統計多様

体とよぶことにする．これは $(\nabla, h)$ が $M$ 上の Hesse構造 [18], または $(M, h, \nabla, \nabla^{*})$

が双対平坦空間 [1} であることと同値である．この場合， $\nabla$ の接続係数を $\{\Gamma_{i}^{k_{j}}\}$ と

すると適当な局所座標系 $\{\theta^{i}\}$ が存在して $\Gamma_{i}^{k_{j}}\equiv 0$ となる．このような座標系 $\{\theta^{i}\}$

を $\nabla$ のアファイン座標系とよぶ．さらに，双対接続 $\nabla^{*}$ のアファイン座標系 $\{\eta_{i}\}$

で．次を満たすものが存在する．

$h( \frac{\partial}{\partial\theta^{i}}, \frac{\partial}{\partial\eta_{j}})=\delta_{i}^{j}.$

この $\{\eta_{i}\}$ を $h$ に関するアファイン座標系 $\{\theta^{i}\}$ の双対座標系とよぶ．

命題 2.1 $(M, \nabla, h)$ を平坦統計多様体とし $\{\theta^{i}\}$ を $M$ の $\nabla$ に関するアファイン座

標系， $\{\eta_{i}\}$ を $\{\theta^{i}\}$ の双対座標系とする．このとき $M$ 上の関数 $\psi$ と $\phi$ が存在して

次が成り立つ．

$\frac{\partial\psi}{\partial\theta^{i}}=\eta_{i}, \frac{\partial\phi}{\partial\eta_{i}}=\theta^{i}, \psi(p)+\phi(p)-\sum_{i=1}^{n}\theta^{i}(p)\eta_{i}(p)=0, (p\in M)$ ,

$h_{ij}= \frac{\partial^{2}\psi}{\partial\theta^{i}\partial\theta^{j}}, h^{\dot{\iota}j}=\frac{\partial^{2}\phi}{\partial\eta_{i}\partial\eta_{j}}.$
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ただし $(h_{ij})$ は擬 Riemann 計量 $h$ の $\{\theta^{i}\}$ に関する成分行列，(砂) は $\{\eta_{i}\}$ に関す

る成分行列である．さらに

$C_{ijk}= \frac{\partial^{3}\psi}{\partial\theta^{i}\theta^{j}\theta^{k}}$

は統計多様体 $(M, \nabla, h)$ の 3次形式である (cf. [1]).

上述のように，関数 $\psi$ および $\phi$ の Hessian として計量 $h$ が与えられる．関数 $\psi$ を

$\theta-$ポテンシャル， $\phi$ を $\eta-$ポテンシャルとよぶ．

命題 2.1と同じ仮定の下で， $M\cross M$ 上の関数 $D$ を次式で定義する．

$D(p, r)= \psi(p)+\phi(r)-\sum_{i=1}^{n}\theta^{i}(p)\eta_{i}(r) , (p, r\in M)$ .

この $D$ を平坦統計多様体 $(M, \nabla, h)$ の正準ダイバージェンスとよぶ．正準ダイバー

ジェンスはアファイン座標系の取り方に依らず，一意的に定まる．

次に実数 $\alpha$ を固定する．2つの統計多様体 $(M, \nabla, h)$ と $(M, \nabla,\overline{h})$ が $\alpha$-共形同値

であるとは，適当な $M$ 上の関数 $\phi$ が存在して

$\overline{h}(X, Y)$ $=e^{\phi}h(X, Y)$ ,

$\nabla_{X}Y-=\nabla_{X}Y-\frac{1+\alpha}{2}h(X, Y)grad_{h}\phi+\frac{1-\alpha}{2}\{d\phi(Y)X+d\phi(X)Y\}$

が成り立つこととする．統計多様体 $(M, \nabla, h)$ が局所的に平坦統計多様体と $\alpha$-共形

同値であるとき， $\alpha$-共形平坦であるという [7].

3 統計モデルの幾何学

$(\Omega, \mathcal{F}, \mathcal{P})$ を確率空間とし， $\Xi$ を $R^{n}$ の開集合とする． $\Omega$ 上の確率密度関数のな

す集合 $S$ が統計モデルであるとは， $\xi\in$ 三をパラメータとする次の集合である．

$S= \{p(x;\xi)\int_{\Omega}p(x;\xi)dx=1,$ $p(x;\xi)>0,$ $\xi=(\xi^{1}, \ldots, \xi^{n})\in\Xi\subset R^{n}\}.$

本論文では $S$ を $\{\xi^{i}\}$ を一つの局所座標系とする多様体とみなす [1].

次に $S$ に Riemann 計量を与える．まず，次の式で $S$ 上に対称行列を定める．

$g_{ij}^{F}( \xi) = \int_{\Omega}(\frac{\partial}{\partial\xi^{i}}\log p(x;\xi))(\frac{\partial}{\partial\xi^{j}}\log p(x;\xi))p(x;\xi)dx$

$= E_{p}[\partial_{i}l_{\xi}\partial_{j}l_{\xi}].$

ただし $E_{p}[f]= \int_{\Omega}f(x)p(x;\xi)dx$ は確率変数 $f(x)$ の $p(x;\xi)$ に関する期待値，哉は

パラメータ $\xi$ に関する微分， $l_{\xi}=l(x;\xi)=\log p(x;\xi)$ は $p(x;\xi)$ の対数尤度である．
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適当な条件のもとで $g^{F}=(g_{i}^{F_{j}})$ は Riemann 計量となり，これを $S$ の Fisher 計量

とよぶ．Fisher 計量は以下の表示を持つ．

$g_{ij}^{F}( \xi) = \int_{\Omega}(\frac{\partial}{\partial\xi^{i}}\log p(x;\xi))(\frac{\partial}{\partial\xi^{j}}\log p(x;\xi))p(x;\xi)dx$

$= \int_{\Omega}(\frac{\partial}{\partial\xi^{i}}p(x;\xi))(\frac{\partial}{\partial\xi^{j}}\log p(x;\xi))dx$ (1)

$= \int_{\Omega}\frac{1}{p(x;\xi)}(\frac{\partial}{\partial\xi^{i}}p(x;\xi))(\frac{\partial}{\partial\xi^{j}}p(x;\xi))dx$ . (2)

なお，対数尤度の微分

$s^{i}(x; \xi)=\frac{\partial}{\partial\xi^{i}}\log p(x;\xi)$

を $p(x;\xi)$ の $\xi$ に関するスコア関数とよぶ．また，スコア関数 $s^{i}(x;\xi)$ を確率密度関

数 $p(x;\xi)$ の $e$-表現， $\partial_{i}p(x;\xi)$ を $m$-表現とよぶこともある．

さらに $S$ にアファイン接続を定める．固定した $\alpha\in R$ に対し

$\Gamma_{ij,k}^{(\alpha)}(\xi)=E_{p}[(\partial_{i}\partial_{j}l_{\xi}+\frac{1-\alpha}{2}\partial_{i}l_{\xi}\partial_{j}l_{\xi})(\partial_{k}l_{\xi})]$

にょって $\alpha$-接続 $\nabla^{(\alpha)}$ を定義する．1-接続と $(-1)$-接続は $\nabla^{(e)}=\nabla^{(1)},$ $\nabla^{(m)}=\nabla^{(-1)}$

と表示されることがあり，それぞれ指数型接続，混合型接続とよばれる．
$\nabla^{(\alpha)}$ は振れのないアファイン接続であり， $\nabla^{(\alpha)}g^{F}$ は対称である．これらから得ら

れる統計多様体 $(S, \nabla^{(\alpha)}, g^{F})$ を不変統計多様体とよぶ．不変統計多様体 $(S, \nabla^{(e)}, g^{F})$

の 3次形式 $C^{F}$ は $C_{ijk}^{F}=\Gamma_{ij,k}^{(m)}-\Gamma_{ij,k}^{(e)}$ によって与えられる．

代表的な統計モデルとして，次で定義される指数型分布族がある．

$S_{e}= \{p(x;\theta) p(x;\theta)=\exp[\sum_{i=1}^{n}\theta^{i}F_{i}(x)-\psi(\theta)], \theta\in\Theta\subset R^{n}\}.$

ただし $F_{1}(x)$ , . . , $F_{n}(x)$ は $\Omega$ 上の関数， $\theta=\{\theta^{1}, . . ., \theta^{n}\}$ は確率密度関数のパラメー

タとし， $\Theta$ は統計モデルのパラメータ空間で $R^{n}$ の開集合であると仮定する．また

$\psi(\theta)$ はパラメータ $\theta$ に関する確率密度関数の規格化項である．

命題 3.1指数型分布族 $S_{e}$ に対して以下が成り立つ．

1. $(S_{e}, g^{F}, \nabla^{(e)}, \nabla^{(m)})$ は双対平坦空間である．

2. $\{\theta^{i}\}$ Iは $S_{e}$ の $\nabla^{(e)_{-}}$アファイン座標系である．

3. $\psi(\theta)$ (は $\{\theta^{i}\}$ に関する $g^{F}$ のポテンシャルである．すなわち

$g_{ij}^{F}(\theta) = \partial_{i}\partial_{j}\psi(\theta) , (\partial_{i}=\partial/\partial\theta^{i})$ .

4. 確率変数 $F_{i}(x)$ の期待値を $\eta_{i}=E_{p}[F_{i}(x)]$ とおくと， $\{\eta_{i}\}$ は $S_{e}$ の $\nabla^{(m)_{-アファ}}$

イン座標系で $\{\theta^{i}\}$ の $g^{F}$ に関する双対座標系である．

5. $\phi(\eta)=E_{p}[\log p(x;\theta)]$ とおくと， $\phi(\eta)$ (は $\{\eta_{i}\}$ に関する $g^{F}$ のポテンシャルで

ある．
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$(S_{e}, g^{F}, \nabla^{(e)}, \nabla^{(m)})$ は双対平坦空間であるから，命題 2.1 と同様の関係式も成り

立つ．さらに $(S_{e}, \nabla^{(e)}, g^{F})$ の 3-次形式は

$C_{ijk}^{F}(\theta) = \partial_{i}\partial_{j}\partial_{k}\psi(\theta)$

によって与えられる．

統計モデル $S$ に Kullback-Leibler ダイバージェンス (または相対エントロピー)

を次の式で定める．

$D_{KL}(p, r) = \int_{\Omega}p(x)\log\frac{p(x)}{r(x)}dx$

$= E_{p}[\log p(x)-\log r(x)].$

指数型分布族 $S_{e}$ の場合， $D_{KL}$ は平坦統計多様体 $(S_{e}, \nabla^{(m)}, g^{F})$ の正準ダイバージェ

ンスと一致する．実際，次の式が成り立つ．

$D_{KL}(p(\theta),p(\theta’))$ $=$ $E_{p}[\log p(x;\theta)-\log p(x;\theta)]$

$= \int_{\Omega}\{\sum_{i=1}^{n}\theta^{i}F_{i}(x)-\psi(\theta)-\sum_{i=1}^{n}(\theta’)^{i}F_{i}(x)+\psi(\theta’)\}p(x;\theta)dx$

$= \sum_{i=1}^{n}\theta^{i}\eta_{i}(x)-\psi(\theta)-\sum_{i=1}^{n}(\theta’)^{i}\eta_{i}(x)+\psi(\theta’)$

$= \psi(\theta’)+\phi(\eta)-\sum_{i=1}^{n}(\theta’)^{i}\eta_{i}(x)=D(p(\theta’),p(\theta))$ .

4 $q$-指数型分布族

次に $q$-指数型分布族の定義を与え，その上の幾何学を考察する．まず指数関数と

対数関数を拡張する．正の数 $q$ を固定し， $q$-指数関数と $q$-対数関数を次の式で定義

する (cf. [16], [19]).

$\exp_{q}x :=(1+(1-q)x)^{\frac{1}{1-q}} (1+(1-q)x>0)$ ,

$\log_{q}x:=\frac{x^{1-q}-1}{1-q} (x>0$

$qarrow 1$ の極限を考えると，それぞれ通常の指数関数と対数関数である．

定義 4.1次で定義される統計モデル $S_{q}$ を $q$-指数型分布族とよぶ :

$S_{q}:= \{p(x, \theta)|p(x;\theta)=\exp_{q}[\sum_{i=1}^{n}\theta^{i}F_{i}(x)-\psi(\theta)], \theta\in\Theta\subset R^{n}\},$

ただし $F_{1}(x)$ , . . . , $F_{n}(x)$ は確率変数， $\theta=\{\theta^{1}, . . . , \theta^{n}\}$ はパラメータ， $\psi(\theta)$ はパラ

メータに関する規格化項とする．
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$q$-指数型分布 $p(x;\theta)\in S_{q}$ に対し，

$P(x; \theta)=\frac{1}{Z_{q}(\theta)}\int_{\Omega}p^{q}(x;\xi)dx$ , ただし $Z_{q}( \theta)=\int_{\Omega}\{p(x;\theta)\}^{q}dx$

を $p(x;\theta)$ のエスコート分布，また

$E_{q,p}[f]= \int_{\Omega}f(x)P(x;\theta)dx$

を $f(x)$ の $q$-期待値とよぶ．

ここで統計モデルに対する主なダイバージェンスをまとめておく．ダイバージェ

ンスや関連するコントラスト関数の幾何学は [4, 14, 15] など，Tsallis相対エントロ

ピーについては [19] を参照されたい．
$\alpha\in R$ および $q\in R$ を固定する． $S$ の $\alpha-$ダイバージェンス，および Csiszar-タ

イプの Tsallis 相対エントロピーを，それぞれ以下で定義する．

$D^{(\alpha)}(p, r) = \frac{4}{1-\alpha^{2}}\{1-\int_{\Omega}p(x)^{\frac{1-\alpha}{2}}r(x)^{\frac{1+\alpha}{2}d_{X\}}},$

$D_{q}^{C}(p, r) = \frac{1}{1-q}\{1-\int_{\Omega}p(x)^{q}r(x)^{1-q}dx\}.$

$\alpha=1-2q$ の関係で，これらは定数倍を除いて一致する．すなわち

$D^{(\alpha)}(p, r)= \frac{1}{q}D_{q}^{C}(p, r)$

が成り立つ．また $qarrow 1(\alphaarrow-1)$ のとき，これらは KL-ダイバージェンスとなる．

なお，本論文では $D_{q}^{C}(p, r)(D^{(\alpha)}(p, r))$ を変形したもの

$D_{q}^{T}(p, r)= \frac{1}{(1-q)Z_{q}(p)}\{1-\int_{\Omega}p(x)^{q}r(x)^{1-q}dx\}$

を，正規化した Tsallis相対エントロピーとよぶ．

次に $\beta\in R$ を固定し， $S$ の $\beta$-ダイバージェンス，および Bregman タイプの Tsallis
相対エントロピーを，それぞれ以下で定義する．

$D_{\beta}(p, r)$ $=$ $\int_{\Omega}\{p(x)\frac{p(x)^{\beta}-r(x)^{\beta}}{\beta}-\frac{p(x)^{\beta+1}-r(x)^{\beta+1}}{\beta+1}\}dx$

$(= \frac{1}{\beta(\beta+1)}\int_{\Omega}p(x)^{\beta+1}dx-\frac{1}{\beta}\int_{\Omega}p(x)r(x)^{\beta}dx+\frac{1}{\beta+1}\int_{\Omega}r(x)^{\beta+1}dx)$ ,

$D_{q}^{B}(p, r)$ $=$ $\int_{\Omega}\{p(x)\frac{p(x)^{q-1}-r(x)^{q-1}}{q-1}-(p(x)-r(x))r(x)^{q-1}\}dx.$

$\beta=q-1$ の関係で，これらは定数倍を除いて一致する．また $qarrow 1(\betaarrow 0)$ のと

き，これらは KL-ダイバージェンスとなる．
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5 $q$-指数型分布族の幾何学 (前半)

統計モデルの幾何学おける接続の双対性は，確率密度関数の $e$-表現と $m$-表現の

双対性に起因するものであった．この章では $e$-表現の一般化から $q$-指数型分布族の

幾何学を考える．これに関連した統計学や， $q$-指数関数をさらに一般化した内容は

[15, 17] などを参照されたい．

$q$-対数関数によって $e$-表現を一般化し，Fisher 計量の (1) の表示の拡張として $S_{q}$

上の Riemann 計量 $g^{M}$ を

$g_{ij}^{M}= \int_{\Omega}(\frac{\partial}{\partial\xi^{i}}p(x;\xi))(\frac{\partial}{\partial\xi^{j}}\log_{q}p(x;\xi))dx$

と定める．ここで $q$-対数尤度の微分 $(s^{q})^{i}(x;\theta)=(\partial/\partial\theta^{i})\log_{q}p(x;\theta)$ を q-スコア関

数とよぶことにする．また，エスコート分布を用いて別の Riemann計量 $g^{N}$ を

$g_{ij}^{N}= \int_{\Omega}\frac{1}{P(x;\xi)}(\frac{\partial}{\partial\xi^{i}}p(x;\xi))(\frac{\partial}{\partial\xi^{j}}p(x;\xi))dx$

と定める．これは Fisher 計量の (2) の拡張であるが， $g^{N}$ は一般化した情報計量と

よばれることもある [16].

命題 5.1 $S_{q}$ を $q$ -指数型分布族とすると $g^{M}$ と $g^{N}$ は共形的であり

$g^{M}(p)=Z_{q}(p)g^{N}(p)$

が成り立つ．ただし $Z_{q}$ はエスコート分布の規格化関数である．

以下，この章では $g^{M}$ を考察する．Riemann 計量 $g^{M}$ に関する双対的なアファイ

ン接続を

$\Gamma_{ij,k}^{M(e)}(\theta) = \int_{\Omega}\partial_{k}p(x;\theta)\partial_{i}\partial_{j}\log_{q}p(x;\theta)dx,$

$\Gamma_{ij,k}^{M(m)}(\theta) = \int_{\Omega}\partial_{i}\partial_{j}p(x;\theta)\partial_{k}\log_{q}p(x;\theta)dx$

によって定義する． $q$-指数型分布族と $q$-対数関数の定義から $\Gamma_{ij,k}^{M(e)}$ は恒等的に消えて

いることがわかり， $\nabla^{M(e)}$ は平坦である．したがって $(\nabla^{M(e)}, g^{M})$ (は $S_{q}$ 上の Hesse
構造となる．ここで一般化したMassieuポテンシャルを

$\Psi(\theta) = \phi(\theta)+\psi(\theta)$ ,

ただし $\phi(\theta)=\frac{1}{2-q}\int_{\Omega}(p(x;\theta)^{2-q}-p(x;\theta))dx$

と定める． $qarrow 1$ のとき $\phiarrow 0$ である．

149



命題 5.2 $q$ -指数型分布族 $S_{q}$ に対して以下が成り立つ．

1. $(S_{q}, g^{M}, \nabla^{M(e)}, \nabla^{M(m)})$ は双対平坦空間である．

2. $\{\theta^{i}\}$ は $S_{q}$ の $\nabla^{M(e)_{-}}$アファイン座標系である．

3. $\Psi(\theta)$ (は $\{\theta^{i}\}$ に関する $g^{M}$ のポテンシャルである．すなわち

$g_{ij}^{M}(\theta) = \partial_{i}\partial_{j}\Psi(\theta)$ .

4. 確率変数 $F_{i}(x)$ の期待値を $\eta_{i}=E_{p}[F_{i}(x)]$ とおくと， $\{\eta_{i}\}$ は $S_{q}$ の $\nabla^{M(m)_{-ア}}$

ファイン座標系で $\{\theta^{i}\}$ の $g^{M}$ に関する双対座標系である．

5. $\Phi(\eta)=E_{p}[\frac{1}{2-q}\log_{q}p(x;\theta)]$ とおくと， $\Phi(\eta)$ は $\{\eta_{i}\}$ に関する $g^{M}$ のポテンシャ

ルである．

平坦統計多様体 $(S_{q}, \nabla^{M(m)}, g^{M})$ のカノニカル・ダイバージェンス $D$ は $\beta-$ダイ

バージェンス $D_{1-q}(\beta=1-q)$ に一致する．

推定関数から $\beta-$ダイバージェンスの構成は次の通りである．スコア関数に重みを

付けた推定関数 $u_{q}(x;\theta)$ を次で定義する．

$u_{q}^{i}(x;\theta) =p(x;\theta)^{1-q}s^{i}(x;\theta)-E_{p}\lceil p(x;\theta)^{1-q}s^{i}(x;\theta$

$q$-対数関数の定義を用いて， $u_{q}(x;\theta)$ は

$u_{q}^{i}(x; \theta) = \frac{\partial}{\partial\theta^{i}}\{\frac{1}{1-q}p(x;\theta)^{1-q}-\frac{1}{2-q}\int_{\Omega}p(x;\theta)^{2-q}dx\}$

$= \frac{\partial}{\partial\theta^{i}}\log_{q}p(x;\theta)-E_{p}[\frac{\partial}{\partial\theta^{i}}\log_{q}p(x;\theta)]$

と与えれるから，この推定関数は q-スコア関数を不偏化したものにほかならない．

推定関数 $u_{q}(x;\theta)$ を積分することにより，クロス．エントロピーを

$d_{1-q}(p, r)=- \frac{1}{1-q}\int_{\Omega}p(x;\theta)r(x;\theta)^{1-q}+\frac{1}{2-q}\int_{\Omega}r(x;\theta)^{2-q}dx$

と定めると， $\beta-$ダイバージェンス $(\beta=1-q)$ が

$D_{1-q}(p, r) = -d_{1-q}(p,p)+d_{1-q}(p, r)$

$= \frac{1}{(1-q)(2-q)}\int_{\Omega}p(x)^{2-q}dx$

$- \frac{1}{1-q}\int_{\Omega}p(x)r(x)^{1-q}dx+\frac{1}{2-q}\int_{\Omega}r(x)^{2-q}dx$

によって与えられる．
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6 $q$-指数型分布族の幾何学 (後半)

この章では， $q$-指数型分布族 $S_{q}$ は通常の Fisher計量 $g^{F}$ と $\alpha$-接続 $\nabla^{(\alpha)}$ を持つと

仮定する．

$S_{q}$ は $q$-対数関数を用いて線形化可能なモデルであるので，指数型分布族と同様に
$\psi$ からも幾何構造を定めることができる． $q$-Fisher計量 $g^{q}$ と q-3次形式 $C^{q}$ を

$g_{ij}^{q}(\theta)=\partial_{i}\partial_{j}\psi(\theta) , C_{ijk}^{q}(\theta)=\partial_{i}\partial_{j}\partial_{k}\psi(\theta) (\partial_{i}=\partial/\partial\theta^{i})$

によって定義する [2], [14]. また $q$-指数型接続 $\nabla^{q(e)}$ と $q$-混合型接続 $\nabla^{q(e)}$ を

$g^{q}( \nabla_{X}^{q(e)}Y, Z) = g^{q}(\nabla_{X}^{q(0)}Y, Z)-\frac{1}{2}C^{q}(X, Y, Z)$ ,

$g^{q}( \nabla_{X}^{q(m)}Y, Z) = g^{q}(\nabla_{X}^{q(0)}Y, Z)+\frac{1}{2}C^{q}(X, Y, Z)$

によって定義する．ただし $\nabla^{q(0)}$ は $q$-Fisher計量 $g^{q}$ に関する Levi-Civita 接続で

ある．

命題 6.1 $q$ -指数型分布族 $S_{q}$ に対して以下が成り立つ．

1. $(S_{q}, g^{g}, \nabla^{q}(e), \nabla^{q(m)})$ は双対平坦空間である．

2. $\{\theta^{i}\}$ $|$は $S_{q}$ の $\nabla^{q(e)_{-}}$アファイン座標系である．

3. 確率変数 $F_{i}(x)$ の $q$-期待値を $\eta_{i}=E_{q,p}[F_{i}(x)]$ とおくと， $\{\eta_{i}\}$ は $S_{q}$ の $\nabla^{q(m)_{-}}$

アファイン座標系で $\{\theta^{i}\}$ の $g^{g}$ に関する双対座標系である．

4. $\phi(\eta)=E_{q,p}[\log_{q}p(x;\theta)]$ とおくと， $\phi(\eta)$ は $\{\eta_{i}\}$ に関する $g^{g}$ のポテンシャルで

ある．

$q$-指数型分布族 $S_{q}$ の不変統計多様体と平坦統計多様体の関係について考える．

命題 6.2 $S_{q}=\{p(x;\theta)\}$ を $q$ -指数型分布族， $Z_{q}(p)= \int_{\Omega}\{p(x;\theta)\}^{q}dx$ とする．また

不変統計多様体 $(S_{q}, \nabla^{(1)}, g^{F})$ に定まる 3次形式を $C^{F}$ と書と，次が成り立つ．

$g_{ij}^{q}(\theta)$ $=$ $\frac{q}{Z_{q}(p)}g_{ij}^{F}(\theta)$ ,

$C_{ijk}^{q}(\theta)$ $=$ $\frac{q(2q-1)}{Z_{q}(p)}C_{ijk}^{F}-\frac{q}{(Z_{q}(p))^{2}}\{g_{ij}^{F}\partial_{k}Z_{q}(p)+g_{jk}^{F}\partial_{i}Z_{q}(p)+g_{ki}^{F}\partial_{j}Z_{q}(p)\}.$

この命題と統計多様体の $\alpha$-共形同値の定義から，次が得られる．

定理 6.3 $S_{q}=\{p(x;\theta)\}$ を $q$ -指数型分布族とする．不変統計多様体 $(S_{q}, \nabla^{(2q-1)}, g^{F})$

と平坦統計多様体 $(S_{q}, \nabla^{q(e)}, g^{q})$ は 1-共形同値である．特に，次の関係式が成り立つ．

$g^{q(e)}(X, Y) = \frac{q}{Z_{q}(\theta)}g^{F}(X, Y)$ ,

$\nabla_{X}^{q(e)}Y = \nabla_{X}^{(2q-1)}Y+h(X, Y)grad_{9^{F}}(\log Z_{q}(\theta))$ .

ただし $grad_{g^{F}}(\log Z_{q})$ は関数 $\log Z_{q}$ の $g^{F}$ に関する勾配ベクトル場である [14].
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$(S_{q}, \nabla^{q(e)}, g^{q})$ は平坦統計多様体であるから，直ちに次の系が成り立つ．

系 6.4不変統計多様体 $(S_{q}, \nabla^{(2q-1)}, g^{F})$ は 1-共形平坦である．

不変統計多様体 $(S_{q}, \nabla^{(2q-1)}, g^{F})$ は $\alpha-$ダイバージェンスで $\alpha=2q-1$ とした

$D^{(2q-1)}$ から誘導される統計多様体である．平坦統計多様体 $(S_{q}, \nabla^{q(e)}, g^{q})$ は Tsallis

相対エントロピーから誘導される統計多様体である．

平坦統計多様体 $(S\nabla^{q(e)}q,, 9^{q})$ のカノニカル・ダイバージエンス $D$ と，Tsallis 相

対エントロピー $D_{q}^{T},$ $\alpha-$ダイバージェンス $D^{(2q-1)}(\alpha=2q-1)$ には，次の関係が成

り立つ．

$D(p, r)=D_{q}^{T}(r,p)= \frac{q}{Z_{q}(r)}D^{(2q-1)}(p, r)$ .

最後に，推定関数からの Tsallis相対エントロピーの構成法を解説する． $q$-対数尤

度の微分によって q-スコア関数を

$(s^{q})^{i}(x; \theta)=\frac{\partial}{\partial\theta^{i}}\log_{q}p(x;\theta)$

と定める．q-スコア関数は前述の推定関数とはならないが， $q$-期待値に関して不偏性

を持つ．すなわち $E_{q,p}[(s^{q})^{i}(x;\theta)]=0$ が成り立つため，推定関数の一般化と考える．

q-スコア関数のエスコート分布に関する積分から q-クロスエントロピーを

$d^{q}(p, r)=- \int_{\Omega}P(x)\log_{q}r(x)dx$

と定めると，Tsallis相対エントロピーが

$D_{q}^{T}(p, r) = -d^{q}(p,p)+d^{q}(p, r)$

$= E_{q,p}[\log_{q}p(x)-\log_{q}r(q)]$

によって与えられる．

7 独立性と最尤推定量の一般化

この章では確率変数の独立性の概念を修正し，最尤推定量を一般化することで $q$-指

数型分布族の統計的推論を考える．

$X$ と $Y$ をそれぞれ確率分布 $p_{1}(x),p_{2}(y)$ に従う確率変数とする．この確率変数

$X,$ $Y$ が独立であるとは， $X,$ $Y$ の同時確率分布 $p(x, y)$ が周辺確率分布の積として

$p(x, y)=p_{1}(x)p_{2}(y)$

と表されることであった．この式は $p(x)>0,p(y)>0$ の場合には

$p(x, y)=p_{1}(x)p_{2}(y)=\exp[\log p_{1}(x)+\log p_{2}(x)]$
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と書き換えることができる．したがって確率変数の独立性とは指数関数と対数関数
の双対性に起因すると考えることができ，独立な確率変数に対する情報量の加法性
という概念も内在していることがわかる (cf. [5], [6]).
q-指数関数と $q$-対数関数を用いることで，独立性の一般化を考える．$x>0,$ $y>0$

とし $x^{1-q}+y^{1-q}-1>0(q>0)$ を仮定する．このとき $x$ と $y$ の $q$-積 [3] を次の式
で定義する．

$x\otimes_{q}y := [x^{1-q}+y^{1-q}-1]^{\frac{1}{1-q}}$

$= exp_{q}[\log_{q}x+\log_{q}y].$

この場合，

$\exp_{q}x\otimes_{q}\exp_{q}y = \exp_{q}(x+y)$ ,

$\log_{q}(x\otimes_{q}y) = \log_{q}x+\log_{q}y$

が成り立ち，指数法則がこの $q$-積によって修正されていることが確かめられる．
$X_{i}$ を $\Omega_{i}$ 上で $p_{i}(x)(i=1,2, \ldots, N)$ に従う確率変数とする． $\Omega_{1},$ $\Omega_{2}$ , . . . , $\Omega_{N}$ の

同時確率分布 $p(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{N})$ が

$p(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{N}) = \frac{p_{1}(x_{1})\otimes_{q}p_{2}(x_{2})\otimes_{q},\cdots\otimes_{q}p_{N}(x_{N})}{Z_{p_{1},p_{2},\cdots p_{N}}}$

と与えられるとき， $X_{1},$ $X_{2}$ , . . . , $X_{N}$ は ( $m$-規格化の下で) $q$-独立とよぶ．ただし
$Z_{p、,p_{2},\cdots,p_{N}}$ は

$Z_{p_{1},p_{2},\cdots,p_{N}}$ $:=$ $\int\cdot\int_{\Omega_{1}\cdots\Omega_{N}}p_{1}(x_{1})\otimes_{q}p_{2}(x_{2})\otimes_{q}\cdots\otimes_{q}p_{N}(x_{N})dx_{1}\cdots dx_{N}$

によって定義される $p_{1}(x_{1})\otimes_{q}p_{2}(x_{2})\otimes_{q}\cdots\otimes_{q}p_{N}(x_{N})$ の規格化項である．

$q$-指数関数は通常の和と積のもとでは

$\exp_{q}(x_{1}+x_{2}+\cdots+x_{N})$

$= \exp_{q}x_{1}\otimes_{q}\exp_{q}x_{2}\otimes_{q}\cdots\otimes_{q}\exp_{q}x_{N}$

$= \exp_{q}x_{1}\cdot\exp_{q}(\frac{x_{2}}{1+(1-q)x_{1}})\cdots\exp_{q}(\frac{x_{N}}{1+(1-q)\sum_{i=1}^{N-1}x_{i}})$

と表示されるので，通常の独立性のもとでは $X_{1},$ $X_{2}$ , . . . , $X_{N}$ は独立ではない．

さて， $q$-独立性のもとで最尤法の修正を考えよう．
$S_{q}=\{p(x;\xi)|\xi\in$ を $q$-指数型分布族とし， $\{x_{1}, . . . , x_{N}\}$ を $p(x;\xi)\in S_{q}$ から生

成される $N$ 個の観測値とする．このとき $q$-尤度関数 $L_{q}(\xi)$ を

$L_{q}(\xi)=p(x_{1};\xi)\otimes_{q}p(x_{2};\xi)\otimes_{q}\cdots\otimes_{q}p(x_{N};\xi)$
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によって定義する．同値な条件として， $q$-対数尤度関数 $l_{q}(\xi)$ を

$l_{q}( \xi) := \log_{q}L_{q}(\xi)=\sum_{i=1}^{N}\log_{q}p(x_{i};\xi)$

によって定義する． $qarrow 1$ の極限では $L_{q}$ は通常の尤度関数に収束する．

$q$-尤度関数の最大値を与える引数 $\hat{\xi}$ を $q$-最尤推定量と定義する．

$\hat{\xi} :=\arg\max_{\overline{-},\xi\in-}L_{q}(\xi) (=\arg\max_{\overline{-},\xi\in-}\log_{q}L_{q}(\xi))$ .

通常の指数型分布族における最尤推定量の計算と同様の計算手法で， $q$-最尤推定

量は $S_{q}$ の $\{\eta\}$ 座標系を用いて

$\hat{\eta}_{i}=\frac{1}{N}\sum_{j=1}^{N}F_{i}(x_{j})$

と与えられる．さらに，双対平坦空間 $(S_{q}, g^{q}, \nabla^{q(e)}, \nabla^{q(m)})$ の正準ダイバージェンス

$D$ と正規化した Tsallis 相対エントロピー $D^{T}$ を用いると

$D_{q}^{T}(p( \hat{\eta}),p(\theta)) = D(p(\theta),p(\hat{\eta})) (=\psi(\theta)+\phi(\hat{\eta})-\sum_{i=1}^{n}\theta^{i}\hat{\eta}_{i})$

$= \phi(\hat{\eta})-\frac{1}{N}\log_{q}L_{q}(\theta)$ .

という関係式も成り立つ．すなわち， $q$-尤度の最大化は $q$-正準ダイバージェンスの

最小化に等しい．この事実も，指数型分布族における最尤法の直接的な一般化であ

る．正準ダイバージェンスは多様体の幾何学構造だけから決まる関数であるので，q-

最尤原理は幾何学的に見ても自然な概念である．

ここまで，変形指数型分布族で最も基礎的なものの一つである $q$-指数型分布族の

幾何学と統計学を考察した．そもそも異常統計における観測は，非復元抽出，また

は標本空間の小規模性に起因する影響が大きく，通常の独立性を用いた統計学から
の乖離が起こると予想している．異常統計の理論構築には，非復元抽出などの観測

値を用いた統計学との関係の解明が必要であると考えている．
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