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1 はじめに

2012年京都大学山中伸弥教授のノーベル賞にょり一躍世に知られることになった $iPS$ 細胞
[10] $[11j1$ は人工的に生成された多能性幹細胞であり，いろいろな細胞種へ分化する能カと自己
増殖する能力を併せ持った言わば万能細胞である．受精卵が発生を始めた初期胚にはすべての
細胞腫を造ることができる多能性幹細胞があり，胎児の体が造られる時期になると限定された
分化能を持つ組織幹細胞 (体性幹細胞) が出現する．組織幹細胞には表皮系幹細胞，造血幹細胞，
神経幹細胞，筋肉幹細胞，肝臓幹細胞などがある．たとえば，造血幹細胞は白血球 (好中球，好酸
球など), 赤血球，血小板などを生み出す．組織幹細胞は分裂にょり分化能力を保持した前駆細
胞と細胞の最終の役割を備えた成熟細胞 (白血球や赤血球など) とに分裂し健康な身体では常に

適正な成熟細胞数を維持している．最終的な成熟細胞である機能細胞になってしまうとその機
能細胞から別の機能細胞には決してならない仕組みになっている．ところが，山中教授らは体細
胞をある種の遺伝子を使うことにょりリプログラミングして多能性幹細胞を樹立してしまった

のであるから驚きである．多能性幹細胞ができればどんな機能細胞にも分化できるので，たとえ
ば，白血病患者には自らの体細胞から造った $iPS$ 細胞を試験管内で造血幹細胞を分化誘導し，こ
の造血幹細胞を患者に投与するのが再生医療 (移植治療) である．患者自身の組織を使っている

ので拒絶反応がないと考えられまさに夢の治療と言われる所以である [1] [2].
近い将来 $iPS$ 細胞はその臨床段階に入ると想われる 2が，これを夢の技術に終わらせること

のないように今一度幹細胞の役割について基礎科学の数理科学的な側面より探求して行くこと
が重要である．

2 幹細胞の増殖モデル :2分画モデル
この節では幹細胞がどのようにして成熟細胞になるかのモデルを扱うが，最も簡単な幹細胞

から一種類の成熟細胞ができる 2分画モデル (two-compartment model) を紹介しよう (変数の
記号は文献 [9] を踏襲する). 図 2.1にその概念図を示す．幹細胞，成熟細胞ともにある一定の割

合で死滅 3しつつ，幹細胞は自己複製能にょり細胞分裂し自分自身を複製するとともに，成熟細
胞にも分化する．ここで，「幹細胞の自己複製能と分化能は成熟細胞の数にょり調整される」 と

いう仮定 [8] を入れている．この仮定は必要とする成熟細胞の数が満たされれば幹細胞の自己複

1人工多能性幹細胞 (induced pluripotent stem cells) :体細胞へ数種類の遺伝子を導入し多種の細胞への分化能と
自己複製能を持たせた人工的に造られた万能細胞であり，2006年にマウスの $iPS$ 細胞が樹立され，さらに，2007年ヒ
ト $iPS$ 細胞の樹立に至つた．ともに山中伸弥教授らの業績であり，論文 [10] \’ill] にその内容が書かれてぃる．これに対
して ES 細胞 (embryonic stem cells) は胚性幹細胞であり，胚盤胞から内細胞塊 (胎児になる部分) を取り出して増殖
させる万能細胞のことである．ヒト ES 細胞の研究には倫理的な問題が付きまとぅ．

2神戸市の医療機関が加齢黄斑変性への臨床応用を厚生労働省に 2013年中に承認申請を行なった．2014年の実施
を目指している．(2013年 2月 14日報道発表)

3細胞のプログラムされた死滅で「アポトーシス」 と言われる．
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図 2.1: 幹細胞から一種類の成熟細胞ができる 2分画モデル :幹細胞は自己複製能

により自分自身を複製するとともに，成熟細胞にも分化する．「幹細胞の自己複製

能と分化能は成熟細胞の数により調整される」 という仮定を入れている．

製と分化が抑制されるという妥当な生物学的解釈によるものである．もし，この抑制能力が失わ

れると癌などの疾病に発展することになりうる [5] [6] [7].

2. $12$分画モデルの方程式

さて，2分画モデルの方程式を構成しよう．幹細胞と成熟細胞の数を時間の関数として $w(t),v(t)$

とすると 2分画モデルはつぎのように表すことができる．

$\{\begin{array}{l}ゆ =(2a_{w}-1)d_{w}(v)w-\mu_{w}w,\dot{v}=2(1-a_{w})d_{w}(v)w-\mu_{v}v\end{array}$ (2.1)

ここで，$a_{w}>0,$ $\mu_{*}>0$ は幹細胞の自己複製能と細胞死滅率を表す定数であり，$d_{w}(v)$ は先に述

べた仮定「幹細胞の自己複製能と分化能は成熟細胞の数により調整される」を実現するための

関数である．具体的には

$d_{w}(v)= \frac{p_{w}}{1+kv}$ (2.2)

と定める．ここに，$p_{w}>0$ は成熟細胞による抑制を拒む非抑制因子を表す定数であり，$k>0$

は成熟細胞の数に敏感に反応する増殖因子を表す定数 4である．また，$a_{w}\in[0$ , 1) と仮定する．

(2.1) は二つの式を足すと分かりやすい．すなわち，

$\dot{w}+\dot{v}=d_{w}(v)w-\mu_{w}w-\mu_{v}v$

となり，この式は幹細胞の自己複製能 $a_{w}$ に関わらず成り立つ式で，幹細胞と成熟細胞のそれぞ

れの変化分の合計は幹細胞の増殖分からそれぞれの細胞死の数を引いたものであることを言っ

4たとえば，血液系の増殖因子 サイトカイン (cytokine)と呼ばれる．
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ている．また，(2.1) は成熟細胞自身は増殖しないことを前提にしている．

さて，ここで時間を $\tilde{t}=\mu_{w}t$ とスケール変換すると

$\dot{w}=\frac{d}{dt}w(t)=\mu_{m}\frac{d}{d\tilde{t}}w(\frac{\tilde{t}}{\mu_{w}})$

となり結局 (2.1) はつぎのように無次元化できる．

$\Sigma_{s}$ : $\{\begin{array}{l}\dot{w}=(2a_{w}-1)\frac{r_{w}}{1+kv}w-w,\dot{v}=2(1-a_{w})\frac{r_{w}}{1+kv}w-m_{v}v\end{array}$ (2.3)

ただし，本来 $w( \frac{\tilde{t}}{\mu_{w}})$ を $\tilde{w}(\tilde{t})$ と書くべきところを記号の煩雑さを解消するため ～

を省略し改め

て $w(t)$ と書いている．その他

$r_{w}= \frac{p_{w}}{\mu_{w}}, m_{v}=\frac{\mu_{v}}{\mu_{w}}$ (2.4)

である．(2.3) の初期値としては

$w(O)=wO>0, v(O)=0$ (2.5)

が妥当であろう．すなわち，初期時刻には成熟細胞はなく幹細胞のみが存在しているということ
である．

2.2 平衡点の解析

まず，(2.3) の平衡点を求めよう．そのために幹細胞の再生産数 $R_{w}$ をつぎのように定義する
と後の議論に便利である．

$R_{w}=(2a_{w}-1)r_{w}$ (2.6)

すなわち，再生産数 $R_{w}$ は自己複製される数から成熟細胞へ分化する数を差し引いたものであ
る．平衡点は (2.3) の左辺を $0$ とした代数方程式

$\{\begin{array}{l}(2a_{w}-1)\frac{r_{w}}{1+kv}w-w=0,2 (1-a_{w})\frac{r_{w}}{1+kv}w-m_{v}v=0\end{array}$ (2.7)

の解として求めることができる．容易な計算にょり $(w, v)$ 平面上の平衡点は二つ求まる．それ
らを $E_{0}$ と $E_{1}$ としよう．

1. $E_{0}=(0,0)$ , すなわち原点は平衡点となりいつでも存在する．

2. $R_{w}>1$ ならば平衡点 $E_{1}=( \frac{m_{v}R_{w}(R_{w}-1)}{2(1-a_{w})kr_{w}}, R_{w_{k}}-1)_{t}$が存在する

数学的には $E_{1}$ は $R_{w}<1$ の場合でも第 3象限にあることになるが，生物学的には第 1象限以外
は意味をなさなくなる．平衡点の安定性について定理としてまとめておこう．

定理 2.1 原点である平衡点 $E_{0}$ は $R_{w}<1$ のとき局所漸近安定であり，$R_{w}>1$ のとき不安定で

ある．
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［証明］平衡点 $E_{0}$ に対するヤコビ行列の固有値を求め，その値より平衡点の性質が分かる．因み

に (2.3) のヤコビ行列 $Df(w, v)$ は

$Df(w, v)=( \frac{(2}{}\frac{2^{1+kv}a_{w}-1)r_{w}(1-a_{w})r_{w}^{-}}{1+kv}1 -\frac{2(-}{}-m\frac{(2a_{w}-1)kr_{w}}{1-a_{w})kr_{w},(1+kv)^{2}(1+kv)^{2_{w}}}w)$ (2.8)

となり，これより平衡点 $E_{0}$ に対するヤコビ行列は

$Df(E_{0})=(\begin{array}{lll}R_{w} -1 02(1- a_{w})r_{w} -m\end{array})$ (2.9)

となりこの固有値は $R_{w}-1$ と $-m$ になる．これより $R_{w}<1$ ならば $E_{0}$ は沈点となり，また，

$R_{w}>1$ ならば鞍点となることが分かる．これらの結果より定理が従う．$\blacksquare$

定理 2.2 $R_{w}>1$ を仮定する．平衡点 $E_{1}$ は局所漸近安定である．

［証明］定理 2.1の証明と同様に行えばよいので結果のみ示す．平衡点 $E_{1}$ に対するヤコビ行列は

$Df(E_{1})=( \frac{2(1-a_{w})r_{w}0}{R_{u}} -\frac{\frac{m_{v}(R_{w}-1)}{m_{v}(2R_{w}-12(1-a_{w})r_{w}})}{R_{w}}-)$ (2.10)

となり，この固有値 $\lambda_{1,2}$ は

$\lambda_{1,2}=\frac{1}{2}(-\frac{m_{v}(2R_{w}-1)}{R_{w}}\pm\sqrt{\frac{m_{v}^{2}(2R_{w}-1)^{2}}{R_{w}^{2}}-\frac{4m_{v}(R_{w}-1)}{R_{w}}})$ (2.11)

となる．${\rm Re}(\lambda_{1,2})<0$ であるので定理が従う．$\blacksquare$

系 2.1 $R_{w}>1$ を仮定する．平衡点 $E_{1}$ は $m_{v}> \frac{4R_{w}(R_{w}-1)}{(2R_{w}-1)^{2}}$ のとき沈点であり，$m_{v}<$

$\frac{4R_{w}(R_{w}-1)}{(2R_{w}-1)^{2}}$ のとき渦状沈点となる．

［証明］ (2.11) の根号の中を計算すればよい．$\blacksquare$

3 再生医療の数理解析 [3] [4]
何らかの原因で成熟細胞の数が適正量に達しない症状を回復させるために $iPS$ 細胞などの幹

細胞を外部より投与することが再生医療である．ここでは，幹細胞の外部投与による再生医療の

数理解析を試みよう．2分画モデルの再生医療モデルとしては (2.3) の 2分画モデル $\Sigma_{s}$ に対し

て幹細胞 $w$ を外部投与するので

$\Sigma_{s}^{\epsilon}$ : $\{\begin{array}{l}\dot{w}=(2a_{w}-1)\frac{r_{w}}{1+kv}w-w+\epsilon_{w}w,\dot{v}=2(1-a_{w})\frac{r_{w}}{1+kv}w-m_{v}v\end{array}$ (3.1)

と書くことができる．ただし，$\epsilon(>0)$ を幹細胞の外部投与量を決める定数のパラメータとし，

$\epsilon_{w}(>0)$ は $\epsilon$ を幹細胞の死滅率 $\mu_{w}$ で規格化したもの，すなわち，$\epsilon_{w}=\frac{\epsilon}{\mu_{w}}$ である．

182



3.1 平衡点の解析
前節と同様にして (3.1) の平衡点を求めよう．まず，幹細胞の再生産数 $R_{w}^{\epsilon}$ をつぎのように定

義する．

$R_{w}^{\epsilon}=(2a_{w}-1)r_{w}+\epsilon_{w}$ (3.2)

これは 2分画モデルにおける再生産数 $R_{w}$ に外部投与量を加えたものである．平衡点は 2分画
モデルと同様に二つ求まる．一つは 2分画モデルと同じ原点 $E_{0}$ であり，他を $E_{1}^{\epsilon}$ としょう．

1. $E_{0}=(0,0)$ , すなわち原点は平衡点となりいつでも存在する．

2. $(0<\epsilon<1$ かつ $R_{w}>1)$ または $(\epsilon>1$ かっ $R_{w}<1)$ ならば有意な $((w, v)$ 平面の第一象

限内) 平衡点

$E_{1}^{\epsilon}=( \frac{m_{v}(R_{w}^{\epsilon}-1)(R_{w}^{\epsilon}-\epsilon_{w})}{2kr_{w}(1-a_{w})(1-\epsilon_{w})^{2}}, k^{R_{w}^{\epsilon}-1}(1-\epsilon_{w}))$ (3.3)

が存在する．

平衡点の安定性について定理としてまとめておこう．証明は前節と同様にできるので省略する．

定理 3.1原点である平衡点 $E_{0}$ は $R_{w}^{\in}<1$ のとき局所漸近安定であり，$R_{w}^{\epsilon}>1$ のとき不安定で
ある．

定理 3.2 平衡点 $E_{1}^{\epsilon}$ は $0<\epsilon_{w}<1$ かっ $R_{w}^{\epsilon}>1$ のとき局所漸近安定であり，また，$\epsilon_{w}>1$ かつ

$R_{w}^{\epsilon}<1$ のとき不安定である．

系 3. $10<\epsilon_{w}<1,$ $R_{w}^{\epsilon}>1$ を仮定する．平衡点 $E_{1}^{\epsilon}$ は $m_{v}> \frac{4(1-\epsilon_{w})(R_{w}^{\epsilon}-1)(R_{w}^{\epsilon}-\epsilon_{w})}{(2R_{w}^{\Xi}-1-\epsilon_{w})^{2}}$ の

とき沈点であり，$m_{v}< \frac{4(1-\epsilon_{w})(R_{w}^{\epsilon}-1)(R_{w}^{\epsilon}-\epsilon_{w})}{(2R_{w}^{\epsilon}-1-\epsilon_{w})^{2}}$ のとき渦状沈点となる．

再生医療モデル $\Sigma_{s}^{\epsilon}(3.1)$ の平衡点の特性の違いを $\epsilon_{w}$ と $R_{w}^{\epsilon}$ をパラメータとして場合分けをす
ると表 1となる．

3.2 シミュレーション

シミュレーションは幹細胞，成熟細胞ともに細胞死に至る症状を幹細胞の外部投与にょり両細
胞とも増殖させ恒常的にある一定量に維持するというシナリオに基づいて行おう．図 3.2にこの
シナリオのフローを示す．まず，両細胞とも細胞死に至る症状は 2分画モデル $\Sigma_{s}$ で平衡点 $E_{0}$

が漸近安定な場合であるパラメータ $a_{w}=0.8,$ $r_{w}=1.5,$ $k=1.0,$ $m_{w}=1.0$ を使う (STAGE
I). この状態で幹細胞外部投与量 $\epsilon_{w}=0.09$ とする (STAGE I; でモデルは $\Sigma_{s}^{\epsilon}$ ). このときには
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図 3.1: $\Sigma_{s}^{\epsilon}$ にて $a_{w}=0.8,$ $r_{w}=1.5,$ $k=1.0,$ $m_{w}=1.0$ とし，$\epsilon_{w}=$ 0.4(左図) と

$\epsilon_{w}$ $=$ 0.6(右図) としたときの相図 (STAGE II’, STAGE II :有意な平衡点 $E_{1}^{\epsilon}$ が

$\epsilon_{w}$ の増加とともに右上に移動する．この場合，幹細胞外部投与量の効果が十分表れ，

幹細胞，成熟細胞ともに適当な細胞数が恒常的に維持されることになる．外部投与

の効果は $\epsilon_{w}$ に比例している．

$\epsilon_{w}$ が十分でないので表中の (i) $0<\epsilon_{w}<1$ かつ $R_{w}^{\epsilon}<1$ の状態となる．原点 $E_{0}$ が沈点である

ので，解軌跡は原点に収束する．すなわち，STAGE I’ではまだ両細胞とも死滅し，幹細胞の外部
投与による効果は表れていない．

つぎに外部投与量を $\epsilon_{w}=0.2$ と増加させたのが，STAGE �である．このとき表中の

(ii) $0<\epsilon_{w}<1$ かつ $R_{w}^{\epsilon}>1$ の状態となる．原点 $E_{0}$ は鞍点となり，第一象限に沈点または渦

状沈点となる有意な平衡点が出現し初期値が安定多様体 $W^{s}(v$ 軸 $)$ 上にある特別な場合を除き，

それ以外の初期値に対して解軌跡はこの有意な平衡点に収束する．すなわち，STAGE�では幹

細胞の外部投与の効果が表れ両細胞とも死滅を免れる．しかし，外部投与量がわずかであるた

め，両細胞数の収束値はごくわずかである．そのため，外部投与量を $\epsilon_{w}=0.4$ , 0.6と増加させた

のが STAGE Ir と STAGE II”であり，両細胞の増殖は外部投与量に比例し増加しこの段階で幹

細胞による十分な再生医療効果が表れて両細胞共適当な細胞数が恒常的に維持されることにな

る (図 3.1).

さらに外部投与量を増やし $\epsilon_{w}=1.3$ どすると，STAGE III となり表中の

(iv) $\epsilon_{w}>1$ かつ $R_{w}^{\epsilon}>1$ の状態である．初期値が安定多様体 $W^{s}$ 上以外では両細胞共発散して

しまう．細胞の癌化などが起こっていると考えられる．外部投与の効果が $\epsilon_{w}$ に比例するのは

$0<\epsilon_{w}<1$ の範囲においてである．

また，パラメータを変更し $a_{w}=0.1,$ $r_{w}=5.0,$ $k=1.0,$ $m_{w}=1.0$ とし，$\epsilon_{w}=2.0$ とすると

STAGE IV となり表中の (iii) $\epsilon_{w}>1$ かつ $R_{w}^{\epsilon}<1$ の状態である．相図を図 3.3に示す．この場

合の有意な平衡点は鞍点であるので，ここに収束するような初期値に設定するのは極めて困難

であり危険な状態と言える．すなわち，特殊な場合の初期値を除いて両細胞共発散して細胞の癌

化などが起こるか，あるいは，両細胞共原点に収束し細胞死に至るかのどちらかである．

このシミュレーションは幹細胞の外部投与量 $\epsilon_{w}=\frac{\epsilon}{\mu_{w}}$ は 1を超えてはならない，すなわち，

$0<\epsilon<\mu_{w}$ とすべきであると示している．この意味するところは，細胞の死滅率を上回る幹細

胞の外部投与をすると，細胞増殖が暴走し，癌化などが起き得るということである．

184



Very dangerous

$Fig.2.4.10.$

図 3.2: シミュレーションのシナリオとその結果 :幹細胞の外部投与にょり幹細胞

と成熟細胞がどのように増殖していくかをシミュレーションするためのシナリオ :
STAGE Iではモデルを $\Sigma_{s}$ とし幹細胞，成熟細胞共死滅するパラメータと設定する．
この STAGEI に対して幹細胞の外部投与を行なう．したがって，STAGE I’以降
ではモデルは $\Sigma_{s}^{\epsilon}$ となる．まず，外部投与量 $\epsilon_{w}=0.09$ としたのが，STAGE I‘ であ

るが，外部投与量が少ないため改善は見られず両細胞とも死滅に至る．外部投与量
$\epsilon_{w}=0.2$ と増加させたのが，STAGE II である．この段階では両細胞とも死滅には至

らないが，細胞数の収束値は両者ともごくわずかである．引き続き $\epsilon_{w}=0.4$ , 0.6と増

加させるにしたがって両細胞の収束値は増えていくのが分かる (STAGE II‘, STAGE
II さらに $\epsilon_{w}=1.3$ と増加させると STAGE III の領域になり，細胞の癌化など

のように無限に増殖し，両細胞共その数は発散してしまう．あるいは，モデルのパラ
メータを変えると STAGE IVのようになる場合がある．この場合の有意な平衡点は

鞍点であるので，ここに収束するような初期値に設定するのは極めて困難であり危
険な状態である．
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図 3.3: $\Sigma_{s}^{\epsilon}$ にて $a_{w}=0.1,$ $r_{w}=5.0,$ $k=1.0,$ $m_{w}=1.0$ とし，$\epsilon_{w}=2.0$ としたと

きの相図 (STAGE IV):外部投与量が $\epsilon_{w}=2.0>1$ となり，$R_{w}^{\epsilon}<1$ となったため，

原点が沈点となり，平衡点 $E_{1}^{\epsilon}$ が鞍点となった．その結果，平衡点 $E_{1}^{\epsilon}$ に収束するよ

うな初期値に設定するのは極めて困難であり危険な状態と言える．すなわち，特殊

な場合の初期値を除いては両細胞共発散して細胞の癌化などが起こるか，あるいは，

両細胞共原点に収束し細胞死に至るかのどちらかである．
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