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1 はじめに

本稿では，遅れのあるマルチグループ SEIRモデルの内部平衡点の大域安定性について
の結果を，先行研究との関係を含めて紹介する．詳細については，Kajiwara and Sasaki [3]

を見られたい．ここで扱うモデルは以下の通りである．集団は $n$ 個のグループに分かれ，

第 $i$ グループの感受性者数，曝露者数，感染者数をそれぞれ $S_{i},$ $E_{i},$ $I_{i}$ どする．第 $i$ グルー

プから第 $j$ グループへのインシデンスを関数んで表わす．第 $j$ グループの感染者に関

する時間遅れを $\tau_{j}$ と書くと，SEIR モデルは以下の方程式系となる．

$\frac{dS_{i}(t)}{dt}=\Lambda_{i}-d_{i}^{S}S_{i}(t)-\sum_{j=1}^{n}f_{ij}(S_{i}(t), I_{j}(t-\tau_{j})) (i=1,2, . . . , n)$ ,

$\frac{dE_{i}(t)}{dt}=\sum_{j=1}^{n}f_{ij}(S_{i}(t), I_{j}(t-\tau_{j}))-(d_{i}^{E}+\epsilon_{i})E_{i}(t) (i=1,2, . . . , n)$ , (1)

$\frac{dI_{i}(t)}{dt}=\epsilon_{i}E_{i}(t)-(d_{i}^{I}+\gamma_{i})I_{i}(t) (i=1,2, \ldots, n)$

ただしパラメータ $\Lambda_{i},$ $d_{i}^{S},$ $d_{i}^{E},$
$\epsilon_{i},$

$d_{i}^{I}$ , 筋の意味は通常の SEIR モデルと同じである．

この方程式の内部平衡点の安定性を考えるのであるが，内部平衡点が安定であるために

は，感染のネットワークにおいて感染経路から孤立しているグループがあると具合が悪い．

そのため，んに以下の仮定を課す．まず，グループ $i$ からグループ $j$ への感染経路が無い

場合は当然すべての非負実数亀，$I_{j}$ に対して $f_{ij}(S_{i}, I_{j})=0$ である．この感染経路があ

る場合には，すべての正の実数 $S_{i},$ $I_{j}$ に対してん $(S_{i}, I_{j})>0$ と仮定する．これにより，
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行列

$(\begin{array}{llll}f_{11}(S_{1},I_{1}) f_{12}(S_{1},I_{2}) \cdots f_{1n}(S_{1},I_{n})f_{21}(S_{2},I_{1}) f_{22}(S_{2},I_{2}) \cdots f_{2n}(S_{2},I_{n})\vdots \vdots . \vdots f_{nl}(S_{n},I_{1}) f_{n2}(S_{n},I_{2}) \cdots f_{nn}(S_{n},I_{n})\end{array})$ (2)

の既約性が定義できる．全グループにおいて endemic となるには，行列 (2) が既約である

と仮定するのが自然である．

2 遅れのないモデル

このセクションでは，Li and Shuai [5] による先行研究を紹介する．彼等は，遅れのない

SEIR モデル

$\frac{dS_{i}}{dt}=\Lambda_{i}-d_{i}^{S}S_{i}-\sum_{j=1}f_{ij}(S_{i}, I_{j}) (i=1,2, \ldots, n)$ ,

$\frac{dE_{i}}{dt}=\sum_{j=1}f_{ij}(S_{i}, I_{j})-(d_{i}^{E}+\epsilon_{i})E_{i}(i=1,2, \ldots, n)$ , (3)

$\frac{dI_{i}}{dt}=\epsilon_{i}E_{i}-(d_{i}^{I}+\gamma_{i})I_{i} (i=1,2, \ldots, n)$ .

の内部平衡点の安定性を示した．ここで，内部平衡点が安定になるためには，基礎再生産数
$R_{0}$ が 1より大きいという仮定が必要である．そこで，彼等は $0<S_{i}\leq S_{i}^{0}$ に対して

$0< \lim_{I_{j}arrow+0}\frac{f_{ij}(S_{i},I_{j})}{I_{j}}=C_{ij}(S_{i})<\infty$

$($ただし，$S_{j}^{0}=\Lambda_{j}/d_{j}^{S})$ と仮定した．このとき，基礎再生産数は行列

$M_{0}=( \frac{\epsilon_{i}C_{ij}(S_{i}^{0})}{(d_{i}^{E}+\epsilon_{i})(d_{i}^{S}+\gamma_{i})})$

のスペクトル半径

$R_{0}=\rho(M_{0})$

となり，1砺 $>1$ ならば (3) は内部平衡点を持つ [5]. この内部平衡点を $X^{*}=(S^{*}, E^{*}, I^{*})$

と書く．ただし，$S=(S_{1}, S_{2}, \ldots, S_{n})$ , $E=(E_{1}, E_{2}, \ldots, E_{n})$ , $I=(I_{1}, I_{2}, \ldots I_{n})$ ,

$X=(S, E, I)$ というベクトル記法を用いている．

次に，Lyapunov 関数の導関数の非正性のためのんに関する仮定を述べる．最初は単

調性である．すなわち，$i=1$ , 2, . . . , $n$ に対し，$S_{i}\neq$ ならば，

$(S_{i}-S_{i}^{*})(f_{ii}(S_{i}, I_{i}^{*})-f_{ii}(S_{i}^{*}, I_{i}^{*}))>0$ (4)
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とする．次の仮定は，各 $i,$ $j$ #こ対し，Si $>0,$ $I_{i}>0$ ならば，

$(f_{ij}(S_{i}, I_{j})f_{ii}(S_{i}^{*}, I_{i}^{*})-f_{ij}(S_{i}^{*}, I_{j}^{*})f_{ii}(S_{i}, I_{i}^{*}))$

$\cross(\frac{f_{ij}(S_{i},I_{j})f_{ii}(S_{i}^{*},I_{i}^{*})}{I_{j}}-\frac{f_{ij}(S_{i}^{*},I_{j}^{*})f_{ii}(S_{i},I_{i}^{*})}{I_{j}^{*}})\leqq 0$ (5)

というものである．条件 (5) は，

$\frac{f_{ij}(S_{i},I_{j})f_{ii}(S_{i}^{*},I_{i}^{*})}{f_{ij}(S_{i}^{*},I_{j}^{*})f_{ii}(S_{i},I_{i}^{*})}-1-\frac{I_{j}}{I_{j}^{*}}+\frac{I_{j}f_{ij}(S_{i}^{*},I_{j}^{*})f_{ii}(S_{i},I_{i}^{*})}{I_{j}^{*}f_{ij}(S_{i},I_{j})f_{ii}(S_{i}^{*},I_{i}^{*})}\leqq 0$ . (6)

の形で用いられる．

次に Lyapunov 関数について述べる．各 $i$ #こ対し

$V_{i}(X)=V(S_{i}, E_{i}, I_{i})= \int_{S_{i}^{*}}^{S_{i}}\frac{f_{ii}(\xi,I_{i}^{*})-f_{ii}(S_{i}^{*},I_{i}^{*})}{f_{ii}(\xi,I_{i}^{*})}d\xi$

$+(E_{i}-E_{i}^{*} \log E_{i})+\frac{\sum_{j=1}^{n}f_{ij}(S_{i}^{*},I_{j}^{*})}{\epsilon_{i}E_{i}^{*}}(I_{i}-I_{i}^{*}\log I_{i})$ (7)

とおくと，(3) の解に沿った微分は，

$\frac{dV_{i}(X(t))}{dt}=\nabla V_{i}(X)\cdot f(X)$ (8)

$=- \frac{d_{i}}{f_{ii}(S_{i},I_{i}^{*})}(S_{i}-S_{i}^{*})(f_{ii}(S_{i}, I_{i}^{*})-f_{ii}(S_{i}^{*}, I_{i}^{*}))$ (9)

$+ \sum_{j=1}^{n}f_{ij}(S_{i}^{*}, I_{j}^{*})(4-\frac{f_{ii}(S_{i}^{*},I_{i}^{*})}{f_{ii}(S_{i},I_{i}^{*})}-\frac{E_{i}^{*}f_{ij}(S_{i},I_{j})}{E_{i}f_{ij}(S_{i}^{*},I_{j}^{*})}-\frac{I_{i}^{*}E_{i}}{I_{i}E_{i}^{*}}$

$- \frac{I_{j}f_{ij}(S_{i}^{*},I_{j}^{*})f_{ii}(S_{i},I_{i}^{*})}{I_{j}^{*}f_{ij}(S_{i},I_{j})f_{ii}(S_{i}^{*},I_{i}^{*})})$ (10)

$+ \sum_{j=1}^{n}f_{ij}(S_{i}^{*}, I_{j}^{*})(\frac{I_{j}}{I_{j}^{*}}-\frac{I_{i}}{I_{i}^{*}})$ (11)

$+ \sum_{j=1}^{n}f_{ij}(S_{i}^{*}, I_{j}^{*})(\frac{f_{ii}(S_{i}^{*},I_{i}^{*})f_{ij}(S_{i},I_{j})}{f_{ii}(S_{i},I_{i}^{*})f_{ij}(S_{i}^{*},I_{j}^{*})}I_{j}^{*}f_{ij}(S_{i},I_{j})f_{ii}(S_{i}^{*},I_{i}^{*})^{-\frac{I_{j}}{I_{j}^{*}}-1)}I_{j}f_{ij}(S_{i}^{*},I_{j}^{*})f_{ii}(S_{i},I_{i}^{*})$ (12)

となる．(9), (12) は，それぞれ (4), (6) から非正になる．

ここで，正の数 $c_{1},$ $c_{2}$ , . . . , cn(これらは後で決定する) を用いて，$V= \sum_{i=1}^{n}c_{i}V_{i}$ とお

くと，解に沿った $V$ の微分は

$\nabla V\cdot f=\sum_{i=1}^{n}c_{i}\nabla V_{i}\cdot f$
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となり，これは，(9), (10), (11), (12) のそれぞれに，$c_{i}$ をかけて $i=1$ , 2, . . . , $n$ に対して

和をとった，4つの量の和である．以下に $\nabla V\cdot f\leqq 0$ を示すのであるが，前述したとおり
(9), (12) は非正の値であるから，後は (10), (11) に対応する項を考慮すればよい．

(11) に対応する項は

$\sum_{i=1}^{n}c_{i}\sum_{j=1}^{n}f_{ij}(S_{i}^{*}, I_{j}^{*})(\frac{I_{j}}{I_{j}^{*}}-\frac{I_{i}}{I_{i}^{*}})$

であるが，Kirchhoff の行列木定理を用いれば，これを $0$ にするような正の数 $c_{1},$ $c_{2}$ , . . . , $c_{n}$

が存在する [1, 5]. $c_{1},$ $c_{2}$ , . . . , $c_{n}$ をこのような数にとる．すると，残るは (12) に対応する

項，すなわち

$\sum_{i=1}^{n}c_{i}\sum_{j=1}^{n}f_{ij}(S_{i}^{*}, I_{j}^{*})(4-\frac{f_{ii}(S_{i}^{*},I_{i}^{*})}{f_{ii}(S_{i},I_{i}^{*})}-\frac{E_{i}^{*}f_{ij}(S_{i},I_{j})}{E_{i}f_{ij}(S_{i}^{*},I_{j}^{*})}-\frac{I_{i}^{*}E_{i}}{I_{i}E_{i}^{*}}$

$- \frac{I_{j}f_{ij}(S_{i}^{*},I_{j}^{*})f_{ii}(S_{i},I_{i}^{*})}{I_{j}^{*}f_{ij}(S_{i},I_{j})f_{ii}(S_{i}^{*},I_{i}^{*})}I$ (13)

が非正である事を示せば $V$ が Lyapunov 関数となる事が分かる．しかし，(13) の括弧内
は $I_{i}$ , 穿と $I_{j},$ $I_{j}^{*}$ がまじっていて，相加相乗不等式が使えない．Guo, Li, and Shuai [1]

は，この問題をグラフ理論を用いて解決した．彼らの手法を用いると，(13) は

$\sum_{Q\in \mathbb{Q}}w(Q)\sum_{(s,r)\in E(C_{Q})}(4-\frac{f_{ss}(S_{s}^{*},I_{s}^{*})}{f_{ss}(S_{s},I_{s}^{*})}-\frac{E_{s}^{*}f_{sr}(S_{s},I_{r})}{E_{s}f_{sr}(S_{s}^{*},I_{r}^{*})}-\frac{I_{s}^{*}E_{s}}{I_{s}E_{s}^{*}}$

$- \frac{I_{r}f_{sr}(S_{S}^{*},I_{r}^{*})f_{ss}(S_{s},I_{s}^{*})}{I_{r}^{*}f_{sr}(S_{s},I_{r})f_{s\mathcal{S}}(S_{s}^{*},I_{s}^{*})})$ (14)

と変形できる．ここで，$\mathbb{Q}$ は重みつきグラフの spanning unicyclic graph 全体の集合で，
$w(Q)$ は $Q$ の重みで正の数，$C_{Q}$ は $Q$ の向きつきのサイクル，$E(C_{Q})$ は $C_{Q}$ の弧からな

る集合である．$C_{Q}$ がサイクルなので，(14) において，和

$\sum_{(s,r)\in E(C_{Q})}(4-\frac{f_{ss}(S_{s}^{*},I_{s}^{*})}{f_{ss}(S_{s},I_{s}^{*})}-\frac{E_{s}^{*}f_{sr}(S_{s},I_{r})}{E_{s}f_{sr}(S_{s}^{*},I_{r}^{*})}-\frac{I_{s}^{*}E_{s}}{I_{s}E_{s}^{*}}-\frac{I_{r}f_{sr}(S_{s}^{*},I_{r}^{*})f_{ss}(S_{s},I_{s}^{*})}{I_{r}^{*}f_{sr}(S_{s},I_{r})f_{ss}(S_{s}^{*},I_{s}^{*})})$

の分数項は分母と分子がすべてキャンセルされ，相加相乗不等式を用いることができ，こ
れが非正である事が示される．よって (14) は非負である．以上より，$V$ が Lyapunov関

数である事が示された．
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3 遅れのあるモデル

このセクションでは，

$\frac{dS_{i}}{dt}=\Lambda_{i}-d_{i}^{S}S_{i}-\sum_{j=1}^{n}f_{ij}(S_{i}, I_{j})$ ,

$\frac{dE_{i}}{dt}=\sum_{j=1}^{n}f_{ij}(S_{i}(t-\tau_{i}), I_{j}(t-\tau_{i}))-(d_{i}^{E}+\epsilon_{i})E_{i}$ , (15)

$\frac{dI_{i}}{dt}=\epsilon_{i}E_{i}-(d_{i}^{I}+\gamma_{i})I_{i},$

の内部平衡点の安定性を考察する．

我々の目標は，(1) の内部平衡点の安定性であるが，(1) の解 $S_{i},$ $E_{i},$ $I_{i}$ に対して，

$S_{i}(t)=S_{i}(t+\tau)$ , $\mathcal{E}_{i}(t)=E_{i}(t)$ , $\mathcal{I}_{i}(t)=I_{i}(t)$ とおくと，$S_{i},$ $\mathcal{E}_{i},$ $\mathcal{I}_{i}$ は，(15) の解となる

ので，(15) の内部平衡点の安定性から (1) の内部平衡点の安定性が導かれる (この手法は

Huang and Takeuchi $[2|$ で用いられたものである).

セクション 2で用いた Lyapunov関数

$V_{i}(X)=V(S_{i}, E_{i}, I_{i})= \int_{S_{i}^{*}}^{S_{i}}\frac{f_{ii}(\xi,I_{i}^{*})-f_{ii}(S_{i}^{*},I_{i}^{*})}{f_{ii}(\xi,I_{i}^{*})}d\xi$

$+(E_{i}-E_{i}^{*} \log E_{i})+\frac{\sum_{j=1}^{n}f_{ij}(S_{i}^{*},I_{j}^{*})}{\epsilon_{i}E_{i}^{*}}(I_{i}-I_{i}^{*}\log I_{i})$ (7)

の (1) の解に沿った微分は，

$\frac{dV_{i}(X(t))}{dt}=\nabla V_{i}(X)\cdot f(X)$

$+(1- \frac{E_{i}^{*}}{E_{i}})(\sum_{j=1}^{n}f_{ij}(S_{i}(t-\tau), I_{j}(t-\tau))f_{ij}(S_{i}, I_{j}))$ (16)

となる．ただし，$f$ は常微分方程式系 (3) の定めるベクトル場で，$\nabla V_{i}(X)\cdot f(X)$ は (8)

で与えられたものである． $\nabla V_{i}(X)\cdot f(X)$ を構成する項 (9) から (12) のうち，(9) と

(12) は非正である事が分かつている．また，(11) はセクション 2で選んだ $c_{1},$ $c_{2}$ , . . . , $c_{n}$

を用いれば，$V= \sum_{i=1}^{n}c_{i}V_{i}$ において消える．したがって，考慮しなくてはならないのは，

(16) の最後の項と (10) である．
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(16) の最後の項と (10) の和は，

$\sum_{j=1}^{n}f_{ij}(S_{i}^{*}, I_{j}^{*})(4-\frac{f_{ii}(S_{i}^{*},I_{i}^{*}\backslash )}{f_{ii}(S_{i},I_{i}^{*})}-\frac{E_{i}^{*}f_{ij}(S_{i}(t-\tau),I_{j}(t-\tau))}{E_{i}f_{ij}(S_{i}^{*},I_{j}^{*})}$

$- \frac{I_{i}^{*}E_{i}}{I_{i}E_{i}^{*}}-\frac{I_{j}f_{ij}(S_{i}^{*},I_{j}^{*})f_{ii}(S_{i},I_{i}^{*})}{I_{j}^{*}f_{ij}(S_{i},I_{j})f_{ii}(S_{i}^{*},I_{i}^{*})}+\log\frac{f_{ij}(S_{i}(t-\tau),I_{j}(t-\tau))}{f_{ij}(S_{i},I_{j})})$ (17)

$+ \sum_{j=1}^{n}f_{ij}(S_{i}^{*}, I_{j}^{*})(\frac{f_{ij}(S_{i}(t-\tau),I_{j}(t-\tau))}{f_{ij}(S_{i}^{*},I_{j}^{*})}-\frac{f_{ij}(S_{i},I_{j})}{f_{ij}(S_{i}^{*},I_{j}^{*})}$

$- \log\frac{f_{ij}(S_{i}(t-\tau),I_{j}(t-\tau))}{f_{ij}(S_{i},I_{j})})$ (18)

と変形できる．

ここで，McCluskey [6] による方法を用いる．汎関数 $U_{ij}$ を

$U_{ij}(S_{t}, I_{t})= \int_{0}^{\tau}H(\frac{f_{ij}(S_{i}(t-\eta),I_{j}(t-\eta))}{f_{ij}(S_{i}^{*},I_{j}^{*})}Id\eta$

で定義すると，その時間微分は

$\frac{dU_{ij}(S_{t},I_{t})}{dt}=\frac{f_{ij}(S_{i},I_{j})}{f_{ij}(S_{i}^{*},I_{j}^{*})}-\frac{f_{ij}(S_{i}(t-\tau),I_{j}(t-\tau))}{f_{ij}(S_{i}^{*},I_{j}^{*})}+\log\frac{f_{ij}(S_{i}(t-\tau),I_{j}(t-\tau))}{f_{ij}(S_{i},I_{j})}$

となる [6, 4]. よって，$U_{i}= \sum_{j1}^{n}=f_{ij}(S_{i}^{*}, I_{j}^{*})U_{ij},$ $W_{i}=V_{i}+U_{i}$ とおくと，(1) の解に

沿っての $W_{i}$ の微分からは (18) の項が消えてくれる．

以上より，$W= \sum_{i=1}^{n}c_{i}W_{i}=V+\sum_{i=1}^{n}c_{i}U_{i}$ の (1) の解に沿った微分において考慮し

なくてはならないのは，(17) に対応する項のみとなった．この項は，セクション 2の (14)

と同様に

$\sum_{Q\in \mathbb{Q}}w(Q)\sum_{(s,r)\in E(C_{Q})}(4-\frac{f_{ii}(S_{i}^{*},I_{i}^{*})}{f_{ii}(S_{i},I_{i}^{*})}-\frac{E_{i}^{*}f_{ij}(S_{i}(t-\tau),I_{j}(t-\tau))}{E_{i}f_{ij}(S_{i}^{*},I_{j}^{*})}-\frac{I_{i}^{*}E_{i}}{I_{i}E_{i}^{*}}$

$- \frac{I_{j}f_{ij}(S_{i}^{*},I_{j}^{*})f_{ii}(S_{i},I_{i}^{*})}{I_{j}^{*}f_{ij}(S_{i},I_{j})f_{ii}(S_{i}^{*},I_{i}^{*})}+\log\frac{f_{ij}(S_{i}(t-\tau),I_{j}(t-\tau))}{f_{ij}(S_{i},I_{j})})$ (19)

となり，$C_{Q}$ がサイク y$\triangleright$であるから，

$\sum_{(s,r)\in E(C_{Q})}(4-\frac{f_{ii}(S_{i}^{*},I_{i}^{*})}{f_{ii}(S_{i},I_{i}^{*})}-\frac{E_{i}^{*}f_{ij}(S_{i}(t-\tau),I_{j}(t-\tau))}{E_{i}f_{ij}(S_{i}^{*},I_{j}^{*})}-\frac{I_{i}^{*}E_{i}}{I_{i}E_{i}^{*}}$

$- \frac{I_{j}f_{ij}(S_{i}^{*},I_{j}^{*})f_{ii}(S_{i},I_{i}^{*})}{I_{j}^{*}f_{ij}(S_{i},I_{j})f_{ii}(S_{i}^{*},I_{i}^{*})}+\log\frac{f_{ij}(S_{i}(t-\tau),I_{j}(t-\tau))}{f_{ij}(S_{i},I_{j})})$ (20)

193



に相加相乗不等式の拡張 [4]

$n- \sum_{i=1}^{n}x_{i}\leqq-\log\prod_{i=1}^{n}x_{i}$

を適用すれば，(20) が非正である事が分かり，よって (19) は非正である．

以上より，$W$ が Lyapunov 汎関数である事が分かり，ラサールの不変原理から内部平

衡点の大域漸近安定性を示すことが出来る．
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