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1 はじめに

次の微分方程式系を考える．

$\dot{x}=f(x)+\epsilon(b(x)\eta(t)+c(x)) , x\in \mathbb{R}^{n}$ (1)

ここで， $0<\epsilon\ll 1$ であり， $f,$ $b,$ $c:\mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}^{n}$ は $C^{N}$ 級 $(N\geq 2)$ で， $f(O)$ , $b(O)$ , $c(O)=0$ か
つ $Db(O)=0$ を満たすものとする．また， $\eta(t)$ は平均値 $0$ , 自己相関関数 $r:\mathbb{R}arrow \mathbb{R}$ のス

カラ一定常 Gauss過程とする :

$\mathbb{E}[\eta(t)]=0, \mathbb{E}[\eta(t)\eta(t+\tau)]=r(\tau)$

さらに， $r(\tau)$ は連続かつ， $(-\infty, \infty)$ 上で絶対積分可能であり，連続スペクトルを有する
ものとする．このとき，丸山の定理 [3, 10] にょり， $\eta(t)$ はエルゴード的であり，任意の可
測関数 $\phi$ : $\mathbb{R}arrow \mathbb{R}$ に対して

$\lim_{Tarrow\infty}\frac{1}{T}\int_{0}^{T}\phi(\eta(t))dt=\mathbb{E}[\phi(\eta(t))]$
$a$ . $s$ .

を満たす．このように，式 (1) は確定的な系

廊 $=f(x)$ (2)

が不規則な摂動を受ける場合を表す．また，一般性を失うことなしに $r(O)=1$ とし，非
摂動系 (2) において原点 $x=0$ は双曲型鞍点で，孤立したホモクリニック軌道を有するも
のとする．自己相関関数 $r(\tau)$ に対して， $\eta(t)$ が確率 1で H\"older連続となるような， $\tau=0$

における条件をさらに仮定する $($第 2節を参照せよ $)$ .
$\eta(t)$ が確定的な関数の場合，式 (1 ) の形の力学系に対しては非常に多くの研究がなされ
ている．特に，Melnikov の方法 $[$11$]$ と呼ばれる大域的な摂動法が応用あるいは拡張さ

$*$本研究は科研費 $($課題番号:21540124, 22540180, 25400168$)$ の助成を受けたものである．
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図 1: 仮定 (A4)

れ，カオス現象が調べられている．周期的な場合に対しては文献 [4, 11, 13], 準周期的な

場合に対しては文献 [16, 17], 一般的な非周期的な場合に対しては文献 [8, 15] を参照せよ．

各々の場合において，Melnikov関数あるいは積分と呼ばれる積分を計算することによっ

て，カオス軌道の存在する条件が求められている．さらに，類似のアプローチにより，特
別な有界および非有界の不規則な摂動を受ける 2次元系が，それぞれ，文献 [8] および [9]

において論じられている．後者は， $\triangle>0$ を小さな定数とし， $0<\epsilon/\sqrt{\triangle}\ll 1$ を $\epsilon$ に置き

換えて，式 (1) において

$r( \tau)=\max(1-\frac{|\tau|}{\triangle}, 0) , c(x)\equiv 0$

とした場合に対応する．

本報告では，式 (1) の形の一般的な不規則摂動系において確率 1でカオス現象が生じる
ことを示している，文献 [18] の結果を概括する．この結果は，摂動項において $b(x)\eta(t)$ の

影響が $c(x)$ に勝るときに限りカオス現象が起こる確定的な場合と非常に対照的である．採

用されているアプローチは文献 [9] のものと類似であるが，対応するMelnikov関数の有用

な確率的性質が示されて用いられている．詳細および証明については文献 [18] を参照せ

よ．また，上記のような事実には全く触れられず，取扱いも数学的な厳密さを欠くもので
あるが，式 (1) と類似の不規則摂動系がかなり以前に文献 [5, 14] で扱われている．

2 問題設定

第 1節で述べたように，まず次のことを仮定する．

(A1) $f(0)$ , $b(0)$ , $c(0)=0$ かつ $Db(O)=$ O.

(A2) $\eta(t)$ の自己相関関数 $r(\tau)$ は連続で， $(-\infty, \infty)$ 上絶対積分可能であり， $C,$ $\alpha>0$ を

ある定数として次式を満たす．

$1-r(\tau)\leq C|\tau|^{\alpha} (\tauarrow 0)$

特に， $r(0)=1$ である．
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仮定 (A1)は，任意の $\epsilon>0$ に対して $x=0$が式 (1) の定数解であることを意味する．仮定
(A2)によって， $\eta(t)$ は確率 1で H\"older 連続となる (文献 [2] の第 9.2節を参照せよ).
非摂動系 (2) に対して次のことを仮定する :

(A3) 原点 $x=0$ は双曲型鞍点で，ヤコビ行列 $Df(O)$ は実部負および正の固有値を，そ
れぞれ， $n_{s}$ および $n_{u}f$固 $(n_{s}+n_{?4}=n)$ 有する．

(A4) 平衡点 $x=0$ はホモクリニック軌道 $x^{h}(t)$ を有し， $\lim_{tarrow\pm\infty}x^{h}(t)=0$ が成立する
(図 1を参照せよ).

仮定 (A3) と (A4) は式 (2) において鞍点 $x=0$ が $n_{s}$ および $n_{u}$ 次元安定および不安定多様
体， $W_{0^{s}}$ および $W_{0}^{u}$ , を有し，それらがホモクリニック軌道 $x=x^{h}(t)$ に沿って交差するこ
とを意味する．

非摂動系 (2) に対する $x^{h}(t)$ まわりの変分方程式

$\dot{\xi}=Df(x^{h}(t))\xi, \xi\in \mathbb{R}^{n}$ (3)

を考える．明らかに， $\xi=\dot{x}^{h}(t)$ は式 (3) の有界な解で，

$\lim_{tarrow\pm\infty}\dot{x}^{h}(t)=0$

を満たす．変分方程式 (3) に対して次のことを仮定する．

(A5) 式 (3) において， $\xi=\dot{x}^{h}(t)$ と独立で有界な解は存在しない．

仮定 (A5)より， $x=x^{h}(t)$ は孤立したホモクリニック軌道で，それに沿って

$\dim(T_{x}W_{0}^{s}\cap T_{x}W_{0}^{u})=1$

となる．

次に，不規則摂動系 (1) を考え，いくつかの準備を与える．ここでの取扱いの一般的な
枠組みに対しては文献 [1] を参照せよ．
まず， $(\Omega, \mathscr{F}, \mathbb{P})$ によって， $\Omega=C(\mathbb{R}, \mathbb{R})$ を標本空間， $\mathscr{F}$ を $\Omega$ の Borel $\sigma$ 代数， $\mathbb{P}$ を $\eta(t)$

の有限次元分布で決定される確率測度とする確率空間と表す．標準的な取扱い [1] に従っ
て，式 (1) }こ対し， $\mathbb{P}$-保存測度流れ $\theta=\{\theta_{t}\}_{t\in \mathbb{R}},$ $\theta_{t}:\Omegaarrow\Omega$ , を次のように定義する．

$\theta_{t}\omega(\tau)=\omega(t+\tau)$

ここで， $\omega\in\Omega$ および $t,$ $\tau\in \mathbb{R}$である．直ちに

(i) $\theta_{0}=id$ ;

(ii) $\theta_{t}\theta_{\tau}=\theta_{t+\tau}$ for $t,$ $\tau\in \mathbb{R}$ ;

(iii) $\theta_{t}\mathbb{P}=\mathbb{P}$ for $t\in \mathbb{R}$
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が導かれる．ここで，id: $\Omegaarrow\Omega$ は恒等写像であり，測度 $\theta$

t
$\mathbb{P}$ は A $\in \mathscr{F}$ に対して $\theta_{t}\mathbb{P}(A)=$

$\mathbb{P}(\theta_{-t}A)$ によって定められる．

$D_{1}\subset D_{2}\subset \mathbb{R}^{n}$ をホモクリニツク軌道 $x^{h}(t)$ を含む領域，すなわち，

$D_{j}\supset\{x^{h}(t)|t\in \mathbb{R}\}\cup\{0\}, j=1, 2$ ,

とし， $\chi$ : $\mathbb{R}$
n $arrow \mathbb{R}$ を，任意の $x\in \mathbb{R}^{n}$ に対して $0\leq\chi(x)\leq 1$ かつ

$\chi(x)=\{\begin{array}{l}1 for x\in D_{1};0 for x\in \mathbb{R}^{n}\backslash D_{2}\end{array}$

を満たす $C^{\infty}$ 級の bump関数とする．

$\tilde{f}(x)=f(x)\chi(x) , \tilde{c}(x)=c(x)\chi(x) , \tilde{b}(x)=b(x)\chi(x)$

とおき，次の系を考える．

廊 $=\tilde{f}(x)+\epsilon(\tilde{b}(x)\eta(t)+\tilde{c}(x))$ (4)

式 (4) の軌道は，領域 $D_{1}$ に留まるならば，また式 (1) の軌道となる．

与えられた初期条件に対して，式 (4) は初期値について $C^{N}$ 級の大域解を唯一つ有する

[1]. $\omega\in\Omega$ に対して，初期条件 $x(O)=x_{0}\in \mathbb{R}^{n}$ を満たす唯一つの大域解を $x=\varphi_{\epsilon}(t, \omega)x_{0}$

と表し，コサイクル条件

(i) $\varphi_{\epsilon}(0, \omega)=id$ ;

(ii) $\varphi_{\epsilon}(t+\tau, \omega)=\varphi_{\epsilon}(t, \theta_{\tau}\omega)\varphi_{\epsilon}(\tau, \omega)$ for $t,$ $\tau\in \mathbb{R}$

を満たす， $\theta$ 上の $C^{N}$ 級の大域的不規則力学系 $\varphi_{\epsilon}(t, \omega)$ : $\mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}^{n}$ を定義する．一般に，

確率変数 $\overline{x}(\omega)$ が

$\varphi_{\epsilon}(t, \omega)\overline{x}(\omega)=\overline{x}(\theta_{t}\omega)$ as for $t\in \mathbb{R}$

を満たすとき， $\varphi_{\epsilon}(t, \omega)$ の定常解という．仮定 (A1) により $f(0)$ , $b(O)$ , $c(O)=0$であるから，

$\overline{x}(\omega)\equiv 0$ は定常解となる．

以下では確率 1の事象を $\Omega_{1}$ と記す．すなわち， $\Omega_{1}\in \mathscr{F}$ かつ $\mathbb{P}(\Omega_{1})=1$ である．

3 横断的ホモクリニック軌道の存在

$E_{0}^{s}$ および $E_{0}^{u}$ を，それぞれ，非摂動系 (2) の $x=0$ における線形化方程式

$\dot{\xi}=Df(0)\xi$

に対する安定および不安定部分空間とする．

命題 1. $\omega\in\Omega_{1}$ とする．任意の $T>0$ に対して無限列 $\{q_{j}(\omega)\}_{j=-\infty}^{\infty}$ が存在し，十分小さ

な $\epsilon>0$ に対して， $q\in[q_{j}(\omega)-T, qj(\omega)+T]$ のとき， $W_{0}^{s}$ および $W_{0}^{u}$ の $\theta(\epsilon)$ 近傍に，そ

れぞれ，次の条件を満たす $n_{s}$ および $n_{u}$ 次元 $C^{N}$ 多様体， $W_{\epsilon,q}^{s}(\omega)$ および $W_{\epsilon.q}^{u}(\omega)$ , が存在

する．
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(ia) $x\in W_{\epsilon,q}^{s}(\omega)$ に対して， $tarrow\infty$ のとき指数関数的に $\varphi_{\epsilon}(t, \theta_{q}\omega)xarrow 0$ ;

$(ib)x\in W_{\epsilon,q}^{u}(\omega)$ に対して， $tarrow-\infty$ のとき指数関数的に $\varphi_{\epsilon}(t, \theta_{q}\omega)xarrow 0$ ;

(ii) $W_{\epsilon,q}^{s,u}(\omega)$ は $q$ に関して連続;

(iiia) $t+q\in[q_{k}(\omega)-T, q_{k}(\omega)+T]$ のとき， $k\geq j$ に対して $\varphi_{\epsilon}(t, \theta_{q}\omega)W_{\epsilon,q}^{s}(\omega)\subset W_{\epsilon,q}^{s}(\theta_{t}\omega)$ ;

(iiib) $t+q\in[q_{k}(\omega)-T, q_{k}(\omega)+T]$ のとき，k $\leq$ j}こ対して $\varphi_{\epsilon}(t, \theta_{q}\omega)W_{\epsilon_{)}q}^{u}(\omega)\subset W_{\epsilon_{\}}q}^{u}(\theta_{t}\omega)$ ;

(iv) $\epsilon>0$ と $\omega\in\Omega_{1}$ に依存しないある定数 $\delta>0$に対して，$C^{N}$級関数 $h^{s}$ : $E_{0}^{s}\cross\Omega_{1}arrow E_{0}^{u}$
$\epsilon,q$

および $h_{\epsilon,q}^{u}$ : $E_{0}^{u}\cross\Omega_{1}arrow E_{0}^{s}$ が存在し，

$W_{\epsilon,q}^{s}(\omega)\cap B_{\delta}=\{(s, u)\in(E_{0}^{s}\cross E_{0}^{u})\cap B_{\delta}|u=h_{\epsilon,q}^{s}(s, \omega)\}$

および

$W_{\epsilon_{)}q}^{u}(\omega)\cap B_{\delta}=\{(\mathcal{S}, u) \in(E_{0}^{s}\cross E_{0}^{u})\cap B_{\delta}|s=h_{\epsilon,q}^{u}(u, \omega)\}$

となる．ここで，$B_{\delta}\subset \mathbb{R}^{n}$ は原点を中心とする半径 $\delta$ の $n$次元閉球を表し，$h^{s,u}(0, \omega)=$

$0$ かつ $D_{s}h_{\epsilon,q}^{s}(0, \omega)$ , $D_{u}h_{\epsilon,q}^{u}(0, \omega)=\mathscr{O}(\epsilon)$ である．さらに， $h_{\epsilon q}^{s}(s, \omega)$ および

$\epsilon$

,hqu $(u, \omega)$

は $q$ に関して連続かつ， $\epsilon$ と $s$ および $u$ に関して $C^{N}$ 級で， $\omega\in\Omega_{1}$ について’–q様有
界な $k$ 階偏導関数 $(k=1, \ldots, N)$ を有する．

命題 1の証明は文献 [18] を参照せよ．そこでは，Gauss過程の極値についての古典的な
結果 [12] が用いられている． $W_{\epsilon,q}^{s}(\omega)$ および $W_{\epsilon,q}^{u}(\omega)$ を，それぞれ，式 (1) }こ対する $t=q$

における安定および不安定多様体と呼ぶ．
$W_{\epsilon,q}^{s}(\omega)$ と $W_{\epsilon,q}^{u}(\omega)$ が点 $x\neq 0$ において交差するとき，式 (1) は定常解 $x=0$ に対するホ

モクリニック軌道 $x_{\epsilon}(t, \omega)$ を有する．すなゎち，

$\lim_{tarrow\pm\infty}x_{\epsilon}(t, \omega)=0$

となる． $W_{\epsilon,q}^{s}(\omega)$ と $W_{\epsilon,q}^{u}(\omega)$ の交差が横断的であるとき，ホモクリニツク軌道 $x_{\epsilon}(t, \omega)$ は横
断的であるという．

定理 1. $\omega\in\Omega_{1}$ および十分小さな $\epsilon>0$ に対して，式 (1) は無限個の横断的ホモクリニツ
ク軌道 $x_{\epsilon}^{j}(t, \omega)$ , $i\in \mathbb{Z}$ , を有し， $t_{j}(\omega)<t_{j+1}(\omega)$ , $\lim_{jarrow\pm\infty}t_{j}(\omega)=\pm\infty$ を満たす無限列
$\{t_{j}(\omega)\}_{j}^{\infty}=-\infty$ が存在して， $x_{\epsilon}^{j}(t, \omega)$ は $t=t_{j}(\omega)$ において $x^{h}(0)$ の $\mathscr{O}(\epsilon)$ 近傍を通過する．

再び，定理 1の証明は文献 [18] を参照せよ．そこでは，Melnikovの方法のアプローチ
と Gauss過程のレベル通過についての古典的な結果 [2, 7] が用いられてぃる．定理 1の無
限列 $\{t_{j}(\omega)\}_{j_{=-\infty}}^{\infty}$ を，任意の t $\in \mathbb{R}$ に対してち $(\theta_{t}\omega)=t_{j}(\omega)-t,$ $i\in \mathbb{Z}$ , を満たすように
選ぶ．
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4 カオス

命題 1のように $\delta>0$ を十分小さく取り，点 $x^{h}(0)$ を $\partial B_{\delta}$ からの距離が $\theta(1)$ となるよ

うに選ぶ． $T_{\delta}^{\pm}$ をある時刻で， $T_{\delta}^{-}<0<T_{\delta}^{+},$ $x^{h}(T_{\delta}^{\pm})\in\partial B_{\delta}$ かつ $t\not\in(T_{\delta}^{-}, T_{\delta}^{+})$ に対して

$x^{h}(t)\in B_{\delta}$ が成立するものとする．このとき

$|T_{\delta}^{\pm}|=\theta(|\log\delta|)$

となる．定理 1の無限列 $\{t_{j}(\omega)\}_{j=-\infty}^{\infty}$ から，

乃 $+$ 1
$(\omega)-\tau_{j}(\omega)>T_{\delta}^{+}-T_{\delta}^{-},$ $j\in \mathbb{Z}$

を満たすように部分列 $\{\mathcal{T}j(\omega)\}_{j=-\infty}^{\infty}$ を選ぶ．

$a=\{a_{j}\}_{j=-\infty}^{\infty}$ を $a_{j}=1$ あるいは 2, $j\in \mathbb{Z}$ , を満たす無限列とし，すべてのこのような

記号列全体の集合を $\Sigma_{2}$ によって表す． $\sigma$ : $\Sigma_{2}arrow\Sigma_{2}$ をシフト写像

$\sigma(a)_{j}=a_{j+1}, j\in \mathbb{Z}$

とし，拡張シフト写像 $\overline{\sigma}:\Sigma_{2}\cross \mathbb{Z}arrow\Sigma_{2}\cross \mathbb{Z}$ を

$\overline{\sigma}(a,j)=(\sigma(a),j+1)$

によって定義する． $P_{\epsilon,j}(\omega)=\varphi_{\epsilon}(\tau_{j+1}(\omega)-\tau_{j}(\omega), \theta_{\tau_{j}(\omega)}\omega)$ とおき，

$P_{\epsilon}(\omega):(x,j)\mapsto(P_{\epsilon,j}(\omega)(x)_{)}j+1)$

とする．

定理 2. $\omega\in\Omega_{1}$ と十分小さな $\epsilon>0$ に対して， $P_{j^{\epsilon}}(\omega)\Lambda_{j}(\omega)=\Lambda_{j+1}(\omega)$ を満たす集合の無

限列 $\Lambda_{j}(\omega)\subset \mathbb{R}^{n},$ $j\in \mathbb{Z}$ , が存在して，次の可換図式が成立する．

$\Lambda(\omega) arrow^{P^{\epsilon}} \Lambda(\omega)$

$h\downarrow h\downarrow$

$\Sigma_{2}\cross \mathbb{Z}arrow^{\sigma\overline{}}\Sigma_{2}\cross \mathbb{Z}$

ここで，各 $j\in \mathbb{Z}$ に対して $\Lambda_{j}(\omega)$ はカントール集合で，$\Lambda(\omega)=\bigcup_{j=-\infty}^{\infty}\Lambda_{j}(\omega)\cross\{j\}$ であ

り， $h_{j}(x)$ を， $h_{j}^{-1}$ が $j$ について一様に同程度連続となる， $\Lambda_{j}(\omega)$ から $\Sigma_{2}$ 上への同相写像

として， $h(x;j)=(h_{j}(x), j)$ である．

定理 2は標準的なホモクリニック定理 (例えば，文献 [6]) の写像列の場合に対する拡張

で，証明は文献 [18] を参照せよ． $t=\mathcal{T}j(\omega)$ において $\Lambda_{j}(\omega)$ を通過する軌道は不安定で，初

期条件に対して鋭敏に依存する．
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5例

上の理論の有用性を示すために，次の不規則な摂動を受ける 2重井戸型ポテンシャルの

Duffing振動子を考える．

廊 1 $=X_{2},$ $\dot{X}_{2}=X_{1}-x_{1}^{3}+\epsilon(x_{1}^{2}\eta(t)-\delta x_{2})$ (5)

ここで， $\delta>0$ は定数であり， $\eta(t)$ は平均値 $0$ かつ， $\gamma>0$ を定数として，自己相関関数

$r(\tau)=\exp(-\gamma|\tau|)$

を有する定常 Ornstein-Uhlenbeck過程とする．同様の系が文献 [8, 9] で調べられている．

$n=2,$ $n_{s}=n_{u}=1$ として仮定 $(A1)-(A5)$ が成立し，特に，非摂動ホモクリニック軌道は

次式で与えられる．

$x_{\pm}^{h}(t)=(\pm\sqrt{2}$ sech $t, \mp\sqrt{2}$ sech $t\tanh t)$

定理 1および 2を適用することによって，任意の $\delta>0$ に対して， $\epsilon>0$ が十分小さいと

き，式 (5) において無限個の横断的ホモクリニック軌道が存在し，確率 1でカオス現象が

起こることが示される．
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