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概要

本講究録では，不確実性を持つ数理計画問題に対する手法の一つであるロバスト最
適化について述べる．特に，近年筆者等によって示された不確実性を持つ準凸計画問題
に対する surrrogate双対定理とその制約想定について紹介する．

1 導入

本講究録では，次のような数理計画問題について考察する．

Minimize $f(x)$ ,

subject to $\forall i\in I,$ $g_{i}(x, v)\leq 0.$

ただし，$I=\{1, \cdots, m\},$ $g_{i}$ : $\mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}^{q}arrow \mathbb{R},$ $\mathcal{V}_{i}\subset \mathbb{R}^{q},$ $(i=1, \cdots,m)$ , $\mathcal{V}=\prod_{i=1}^{m}\mathcal{V}_{i},$ $f$ :
$\mathbb{R}^{n}arrow\overline{\mathbb{R}}$ とする．この問題において $v$ は制約関数の持つ不確実性を表しており，$\mathcal{V}$ の元であ

ること以外の情報はなく正確に決定することができない．実社会上において起こる問題に

対して最適化を用いた問題解決を行う場合，こうした不確実性がしばしば生じる．実際最適

化の手法を用いて問題を解決するためには，まず問題を数理モデル化するという作業が必

要となる．商品製造コストを最小化する問題の場合，原料価格の変動，需要量，為替レート
等予測の極めて難しい不確実性を持ったパラメータが多く存在する．このような問題に対

してどのように制約関数ないし目的関数を決定し数理モデル化するのが適切であるかとい

うことは非常に難しい問題である．また近年の研究においては，パラメータの値を少し変え
ただけで大きく制約を破ってしまう場合がある等 ([2]), 不確実性をどのようにとらえてい

くかということは喫緊の課題となっている．
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このような不確実性を持つ問題に対する手法として近年注目を集めているのが，ロバス
ト最適化である．ロバスト最適化においては次にあげるロバスト対応と呼ばれる問題を考
える:

Minimize $f(x)$ ,

subject to $\forall i\in I,$ $\forall v\in \mathcal{V},$ $g_{i}(x, v)\leq 0.$

すなわちロバスト対応とは全ての $v$ に対して制約を満たすような集合の上での最小化を行

う，という問題である．不確実な状況を可能な限り想定した上でその全ての場合において

制約を破らないような手の中から最適な解を得るという意味で，このような手法は 「worst

case approach$\rfloor$ とも呼ばれる．近年このような手法が注目を集めた理由としては，不確実

性の高まる時代においてより安定した解を得たいという実社会上の要請と，$\mathcal{V}$ に適切な仮

定を入れた場合に，不確実性を持つ最適化問題が二次錐計画問題，半正定値計画問題，半無
限計画問題等といった研究対象として扱いやすい問題に帰着されるということが挙げられ

る．不確実性を持つ問題に対する強固な解を与えるための手法として，ロバスト最適化にお
ける様々な結果が近年示されている [1, 2, 5, 7, 8, 16].

その中で，我々は [16] において不確実性を持つ準凸計画問題に関する研究を行った．そ

の際に用いたのが surrogate 双対性と呼ばれるものである．surrogate 双対性は 1965年，
Glover [3] によって 0-1整数計画問題に対する緩和問題として提案された．さらに 1968

年，Luenberger [9] によって準凸計画問題についても適用できることが示され，その後も
Greenberg, Pierskalla [4], Penot, Volle [10], 鈴木，黒岩 [14] 等，準凸計画問題に対する
surrogate双対定理に関する様々な結果が示されている．それらの結果を参考に，我々は [16]

において不確実性を持つ準凸計画問題に対する surrogate双対定理とその必要十分な制約想
定について研究を行った．

本講究録では [16] における surrogate双対定理とその制約想定について紹介し，その有用

性について考察する．

2 準備

本発表を通じて関数 $f\ovalbox{\tt\small REJECT} J\mathbb{R}^{n}$ から拡張実数 $\overline{\mathbb{R}}:=[\infty, \infty]$ への関数とする．$f$ が凸関数であ

るとは，任意の $x_{1},$ $x_{2}\in \mathbb{R}^{n},$ $\alpha\in(0,1)$ に対して，

$f((1-\alpha)x_{1}+\alpha x_{2})\leq(1-\alpha)f(x_{1})+\alpha f(x_{2})$

が成り立つときをいう．$f$ のエピグラフを次のように定義する:

epi$f=\{(x, r)\in \mathbb{R}^{n}x\mathbb{R}|f(x)\leq r\}.$

このとき，$f$ が凸関数であることと epif が凸集合であることは同値である．$f$ の Fenchel 共

役関数 $f^{*}$ を次のように定義する:

$f^{*}(v)= \sup\{\langle v, x\rangle-f(x)\}, \forall v\in \mathbb{R}^{n}.$

$x\in\pi n$
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よく知られた事実として，$f$ が下半連続真凸関数であることと，$f=f^{**}$ が成り立つことは

同値である．数理計画問題において，目的関数及び制約関数が凸関数であるとき，その問題

は凸計画問題と呼ばれる．

次に，$f$ が準凸関数であるとは，任意の $X_{1},$ $x_{2}\in \mathbb{R}^{n},$ $\alpha\in(0,1)$ に対して，

$f((1- \alpha)x_{1}+\alpha x_{2})\leq\max\{f(x_{1}), f(x_{2})\}$

が成り立つときをいう．次に，任意の $\alpha\in \mathbb{R}$ と $\overline{\mathbb{R}}$ 上の二項関係◇に対して関数 $f$ のレベル

集合を次のように定義する:

$L(f, ◇, \alpha)=\{x\in \mathbb{R}^{n}| f(x)$ ◇ $\alpha\}.$

このとき，$f$ が準凸関数であることと，任意の $\alpha\in \mathbb{R}$ に対して $L(f, \leq, \alpha)$ が凸集合であるこ

とは同値である．任意の凸関数は準凸関数であるが，その逆は一般には成り立たない．また，
凸計画問題と同様に，目的関数及び制約関数が準凸関数であるとき，その問題は準凸計画問
題と呼ばれる．

3不確実性を持つ準凸計画問題に対する surrogate双対定理

[16] において我々は，次のような定理を示した．

定理 1. [16] $I=\{1, , m\},$ $g_{i}:\mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}^{q}arrow \mathbb{R}$ , 連続，任意の $v_{i}\in \mathbb{R}^{q}$ に対して $g_{i}$ $v_{i}$ )

:凸関数，$\mathcal{V}_{i}\subset \mathbb{R}^{q},$ $(i=1, \cdots, m)$ , $\mathcal{V}=\prod_{i=1}^{m}\mathcal{V}_{i},$ $F=\{x\in \mathbb{R}^{n}|\forall i\in\{1, \cdots, m\},$ $\forall v_{i}\in$

$\mathcal{V}_{i},$ $g_{i}(x, v_{i})\leq 0\}\neq\emptyset$ とする．

このとき，次の二つの条件は同値:

(i) 次の錐 $K_{S}$ は閉凸である:

$K_{S}$

$:= \bigcup_{v\in \mathcal{V},\lambda\in \mathbb{R}_{+}^{m}}$

cl cone epi $( \sum_{i=1}^{m}\lambda_{i}g_{i}$
$v_{i}$ ) $)^{*}$

(ii) 任意の上半連続準凸関数 $f$ に対して，

$\inf\{f(x)|x\in F\}=\max_{v\in \mathcal{V},\lambda\in R_{+}^{m}}\inf\{f(x) \sum_{i=1}^{m}\lambda_{i}g_{i}(x, v_{i})\leq 0\}.$

定理 1は不確実性を持つ準凸計画問題に対する surrogate双対定理であり，また (i) の条

件がその必要十分な制約想定であることを示している．近年，このような必要十分な制約想
定に関する研究が盛んになされている ([6, 7, 8, 11, 12, 13, 14, 15 中でも Lagrange双対

定理に関する結果は数多く示されており，surrogate双対定理との関連も深い重要なもので

ある．ここでは特に，次に挙げる不確実性を持つ凸計画問題に対する Lagrange双対定理と，
定理 1との関連について述べる．
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定理 2. [7] $I=\{1, \cdots, m\},$ $g_{i}$ : $\mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}^{q}arrow \mathbb{R}$ , 連続，任意の $v_{i}\in \mathbb{R}^{q}$ に対して $g_{i}$ $v_{i}$):

凸関数，$\mathcal{V}_{i}\subset \mathbb{R}^{q},$ $(i=1, \cdots, m)$ , $\mathcal{V}=\prod_{i=1}^{m}\mathcal{V}_{i},$ $F=\{x\in \mathbb{R}^{n}|\forall i\in\{1, \cdots, m\},\forall v_{i}\in$

$\mathcal{V}_{i},$ $g_{i}(x, v_{i})\leq 0\}\neq\emptyset$ とする．

このとき，次の二つの条件は同値:

(i) 次の錐 $K_{L}$ は閉凸である:

$K_{L}:= \bigcup_{v\in \mathcal{V},\lambda\in \mathbb{R}_{+}^{m}}$

epi $( \sum_{i=1}^{m}\lambda_{i}g_{i}(\cdot, v_{i}))^{*}$

(ii) 任意の実数値凸関数 $f$ に対して，

$\inf\{f(x)|x\in F\}=\max_{\lambda\in}\inf_{v\in \mathcal{V},\pi_{+^{x\in \mathbb{R}^{n}}}^{m}}\{f(x)+\sum_{i=1}^{m}\lambda_{i}g_{i}(x, v_{i})\}.$

制約集合の包含に関する特徴付け ([16], Theorem 3) より次の二つの式が成り立つ:

$K_{L}\subset K_{S}\subset epi\delta_{F}^{*},$

clco$K_{L}=clcoK_{S}=epi\delta_{F}^{*}.$

上式から，$K_{L}$ が閉凸であるとき $K_{S}$ もまた閉凸となることが分かる．しかし，次の例が示す

ように，その逆は一般に成り立たない．

Example 1. $\mathcal{V}_{1}=\mathcal{V}_{2}=[1$ , 2$],$
$g_{1},$ $g_{2}$ を次のような関数とする:

$g_{1}(x, v)=\{\begin{array}{ll}\frac{v}{2}(x-v)^{2} x\geq v,0 x\leq v,\end{array}$

$g_{2}(x, v)=\{\begin{array}{ll}0 -v\leq x,\frac{v}{2}(x+v)^{2} x\leq-v.\end{array}$

$g_{1},$ $g_{2}$ の定義より，制約集合 $F$ は次のような集合となる．

$F=\{x\in \mathbb{R}^{n}|\forall i\in\{1, \cdots, m\}, \forall v_{i}\in \mathcal{V}_{i}, g_{i}(x, v_{i})\leq 0\}=[-1, 1].$

このとき，$(g_{1}(\cdot, v))^{*},$ $(g_{2}(\cdot, v))^{*}$ はそれぞれ次のような関数となる:

$(g_{1}(\cdot, v))^{*}(w)=\{\begin{array}{ll}\frac{w^{2}}{2v}-vw w\geq 0,\infty w<0.\end{array}$

$(g_{2}(_{)}v))^{*}(w)=\{$
$\frac{\infty w^{2}}{2v}+vw$

$w\leq 0w>0,.$
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よって，

$K_{S}=$ $\cup$ cl cone epi $(\lambda g(\cdot, v))^{*}=\{(x, \alpha)\in \mathbb{R}^{2}||x|\leq\alpha\}$

$v\in \mathcal{V},\lambda\geq 0$

となり，$K_{S}$ は閉凸集合となる．一方，

$K_{L}=$ $\cup$ epi $(\lambda g(\cdot, v))^{*}=\{(x, \alpha)\in \mathbb{R}^{2}||x|<\alpha\}\cup\{(0,O)\}$

$v\in \mathcal{V},\lambda\geq 0$

となり，$K_{L}$ は閉集合ではない．

よって，定理 1より，任意の上半連続準凸関数に対して surrogate双対性が成り立つが，定

理 2より，Lagrange双対定理が成り立たないような実数値凸関数が存在する．実際，実数値

凸関数として $f(x)=-x$ を取るとき，Lagrange双対性は成り立たない．$F=[-1, 1]$ より，

$\inf_{x\in F}f(x)=-1.$

一方，任意の $v\in \mathcal{V},$ $\lambda\in \mathbb{R}_{+}^{2}$ に対して，

$f(x)+ \sum_{i=1}^{2}\lambda_{i}g_{i}(x, v_{i})=\{\begin{array}{ll}-x+\lambda_{1}\frac{v_{1}}{2}(x-v_{1})^{2} x\geq v_{1},-x -v_{2}\leq x\leq v_{1},-x+\lambda_{2}\frac{v_{2}}{2}(x+v_{2})^{2} x\leq-v_{2}.\end{array}$

$v_{1}>1$ のとき，

$\inf_{x\in R^{\mathfrak{n}}}\{f(x)+\sum_{i=1}^{2}\lambda_{i}g_{i}(x, v_{i})\} \leq v\leq x\leq v_{1}\inf_{2}\{-x\}$

$= -v_{1}$

$< -1.$

また，$v_{1}=1,$ $\lambda_{1}>0$ のとき，

$\inf_{x\in \mathbb{R}^{n}}\{f(x)+\sum_{i=1}^{2}\lambda_{i}g_{i}(x, v_{i})\} \leq \inf_{x\geq 1}\{-x+\lambda_{1}\frac{1}{2}(x-1)^{2}\}$

$= \inf_{x\geq 1}\{\frac{\lambda_{1}}{2}(x-(1+\frac{1}{\lambda_{1}}))^{2}-\frac{2\lambda_{1}+1}{2\lambda_{1}}\}$

$= - \frac{2\lambda_{1}+1}{2\lambda_{1}}$

$< -1.$

最後に，$v_{1}=1,$ $\lambda_{1}=0$ のとき，

$\inf_{x\in R^{\mathfrak{n}}}\{f(x)+\sum_{i=1}^{2}\lambda_{i}g_{i}(x, v_{i})\} \leq \inf_{x\geq 1}\{-x+\lambda_{1}\frac{v_{1}}{2}(x-v_{1})^{2}\}$

$= \inf_{x\geq 1}\{-x\}$

$= -\infty$

$< -1.$
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よって，任意の $v\in \mathcal{V},$ $\lambda\in \mathbb{R}_{+}^{2}$ に対して，

$\inf\{f(x)|x\in F\}=-1>\inf_{x\in\pi}n\{f(x)+\sum_{i=1}^{2}\lambda_{i}g_{i}(x,v_{i})\}$

となり，Lagrange双対性は成り立たない．ただしこのとき，

$\inf\{f(x)|x\in F\}=\sup_{v\in \mathcal{V},\lambda\in\pi_{+}^{2}}\inf_{x\in \mathbb{R}^{n}}\{f(x)+\sum_{i=1}^{2}\lambda_{i}g_{i}(x, v_{i})\}$

は成立する．一般に分離可能凸関数に対しては上記のような等式が常に成立する．詳細は

[17] 等を参照のこと．

一方，$v_{1}=1,$ $v_{2}=1,$ $\lambda=(1.0)$ とするとき，

$\inf\{f(x)g_{1}(x, 1)\leq 0\}=-1$

となり，surrogate双対性が成り立つ．

例 1の示すように，制約集合の境界上で制約関数の微分が $0$ になるような場合，Lagrange

双対定理は成り立たない．一方で surrogate双対定理はその様な場合に対しても適用できる
場合が多く，その意味において surrogate双対定理は，準凸計画問題のみならず凸計画問題
に対しても有用であるということができる．
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