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概要

非分離型 2次元ウェーブレットを 2次元格子に構成する方法を述べる．結
晶構造の定式化をもとにした 1次元ウェーブレットの直接的な一般化を用い
て，3角形格子に 2次元リフティングを使って一連の双直交ウェーブレット
を構成する．画像処理における応用例を紹介し，格子上の直交 Haarウェーブ
レットについても触れる．

1 はじめに

非分離型 2次元ウェーブレット (two-dimensional nonseparable wavelets) [2, 14,

15, 16] とは，1次元ウェーブレットをテンソル積により 2次元へと拡張した分離型

ウェーブレットとは異なり，本質的な 2次元ウェーブレットを意味する．通常の離
散ウェーブレット変換は，ウェーブレットフィルタと呼ばれるある条件を満たす
フィルタの組 $\{h[k], g[k]\}_{k\in \mathbb{Z}}$ を信号に適用することであるが，分離型の方法ではこ
の (1次元の) フィルタをもとに 2次元フィルタを構成する [18]. つまり分離型の

2次元フィルタは 1次元の形に分解できるため，構造が簡単で扱いやすいという特
長がある．しかし逆にそれが制約となってフィルタの特性が均質的になってしま

い，たとえば画像の方向性解析など，2次元信号特有の状況に応じた複雑な処理に
は適していないといえる．

非分離型の場合は上のように分離できないため構造はいくらか複雑になるが，望
む性質を持ったフィルタを設計することができる．より自由度の高い多様なフィ
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ルタを設計できる利点の反面，フィルタ係数が複素数になるなど，その設計はや

さしくない．

本稿では 1次元ウェーブレットの直接的な一般化を用いた，極めて扱いやすい

非分離型 2次元ウェーブレットの構成法を紹介する．このアプローチでは，固体

物理学における結晶構造の定式化をもとにしており，さまざまな形の 2次元格子

に応じたウェーブレットの設計が考えられるが，ここでは主に 3角形格子の場合

に着目した 3角形ウエーブレット (triangular wavelet) [20, 10] を扱う．これは，六

方対称性 (hexagonal symmetry) をもつため，応用では等方的画像処理を可能とす

る特長がある．

本稿では主に双直交の場合を想定し，関数系よりもフィルタの性質にフオーカ

スする．このため，2節ではまず 1次元の双直交ウェーブレットフイルタとその周

辺の簡単なレビューからはじめる．3節では，リフティング (lifting) [23, 24] を格

子上に拡張して，一連の非分離型 2次元双直交ウェーブレットを構成する方法を

述べ，3角形格子の場合における理論を展開する．また，直交 Haarウエーブレッ

トの構成法にも触れ，最後に画像処理における応用と展望について述べる．

2 1次元双直交ウェーブレツト

2.1 ポリフエーズ表現

解像度 $2^{j},$ $j\in \mathbb{Z}$ の数列データ，または信号 $\{\mathcal{C}j[k]\}_{k\in \mathbb{Z}}$ のフーリエ変換を

$\hat{c}_{j}(\omega)=\sum_{k\in \mathbb{Z}}c[k]e^{-i\omega k}, \omega\in \mathbb{R}$

とし， $c_{j}[k]$ を偶数番地 $c_{j}[2k]$ と奇数番地 $c_{j}[2k+1]$ からなる独立な成分

$\hat{c}_{j,e}(\omega)=\sum_{k\in Z}c_{i}[2k]e^{-i\omega k}, \hat{c}_{j,0}(\omega)=\sum_{k\in Z}c_{i}[2k+1]e^{-i\omega k}$ (2.1)

として定義する．同様に信号のフーリエ変換も偶数と奇数にわけると

$\hat{c}_{j}(\omega)=\sum_{k}c_{j}[k]e^{-i\omega k}=\sum_{k}c_{j}[2k]e^{-i\omega 2k}+\sum_{k}c_{j}[2k+1]e^{-i\omega(2k+1)}$

$= \sum_{k}c$ノ $[2k]e^{-i2\omega k}+e^{-i\omega} \sum_{k}c_{j}[2k+1]e^{-i2\omega k}$

となり，上の定義から次式を得る．

$\hat{c}_{j}(\omega)=\hat{c}_{j,e}(2\omega)+e^{-i\omega}\hat{c}_{j,0}(2\omega)$ (2.2)
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これを $\hat{C}j(\omega)$ のポリフエーズ表現 (polyphase representation) と呼び，この場合は

信号を $\hat{c}_{j,e}(\omega)$ と $\hat{c}_{j_{0}},(\omega)$ の 2つのポリフェーズ成分で扱うことになる． $\hat{c}_{j}(\omega)$ の周期

性を利用して両辺に $\omegaarrow\omega+\pi$ を代入し，これらを逆に解けば関係式

$\hat{c}_{j,e}(2\omega)=\frac{\hat{c}_{j}(\omega)+\hat{c}_{j}(\omega+\pi)}{2}, \hat{c}_{j.0}(2\omega)=\frac{\hat{c}_{j}(\omega)-\hat{c}_{j}(\omega+\pi)}{2e^{-i\omega}}$ (2.3)

を得る． $\hat{\mathcal{C}}j(\omega+\pi)$ の項は信号を偶数と奇数にわけた際，つまり 2でダウンサンプ

リングした際に生じるエイリアス成分である．

ウェーブレット変換はポリフェーズ表現を用いて次のように定義される．

$(\begin{array}{l}\hat{c}_{j- 1}(\omega)\hat{d}_{j- 1}(\omega)\end{array})=\overline{P}(\omega)^{\dagger}(\begin{array}{l}\hat{c}_{j,e}(\omega)\hat{c}_{j,o}(\omega)\end{array})$

ここで， $\hat{P}(\omega)^{\uparrow}$ はポリフェーズ行列 $\hat{P}(\omega)$ のエルミート共役を表す．もともと $\hat{c}_{j,e}(\omega)$

と $\hat{c}_{j,0}(\omega)$ はそれぞれ原信号の半分の長さの成分しか含んでいないことから，この

変換は信号 $c_{j}[k]$ を解像度が半分の近似成分 $c_{j-1}[k]$ と詳細成分 $d_{j-1}[k]$ に分解する

ことを意味する．

ここで，ポリフェーズ行列 $\overline{P}(\omega)$ はローパスフィルタ $\{h[k]\}_{k\in \mathbb{Z}}$ とハイパスフィノレ

タ $\{g[k]\}_{k\in \mathbb{Z}}$ のポリフエーズ表現から

$\overline{P}(\omega)=(\begin{array}{ll}\hat{h}_{e}(\omega) \hat{g}_{e}(\omega)\hat{h}_{o}(\omega) \hat{g}_{o}(\omega)\end{array})$ (2.4)

と定める．もとの信号を再構成するためには，上記の双対フイルタ (dual filters)

$\{\tilde{h}[k], \tilde{g}[k]\}_{k\in \mathbb{Z}}$ から構成される双対ポリフェーズ行列

$\wedge\overline{P}(\omega)=(\begin{array}{ll}\hat{\tilde{h}}_{e}(\omega) \hat{\tilde{g}}_{e}(\omega)\hat{\tilde{h}}_{o}(\omega) \hat{\tilde{g}}_{o}(\omega)\end{array})$

を用いて

$(\begin{array}{l}\hat{c}_{j,e}(\omega)\hat{c}_{j,o}(\omega)\end{array})=\overline{\overline{P}}(\omega)(\begin{array}{l}\hat{c}_{j- 1}(\omega)\hat{d}_{j- 1}(\omega)\end{array})$

とすればよいが，フィルタは完全再構成条件 (perfect reconstruction condision)

$\overline{\overline{P}}(\omega)\hat{P}(\omega)^{\dagger}=I$ (2.5)

を満たさなければならない． $I$ は 2次の単位行列である．これは双直交条件として

も知られており，関係式 (2.3) を用いて

$\hat{h}^{*}(\omega)\hat{\tilde{h}}(\omega)+\hat{g}^{*}(\omega)\hat{\tilde{g}}(\omega)=2$

(2.6)
$\hat{h}^{*}(\omega+\pi)\hat{\tilde{h}}(\omega)+\hat{g}^{*}(\omega+\pi)\hat{\tilde{g}}(\omega)=0$
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とも表現できる． $\hat{h}^{*}$ は複素数値関数 $\hat{h}$ の複素共役である．一行目はフィルタ処理

からの信号の完全再構成を保証し，2行目は信号を偶数と奇数にわける (ダウンサ

ンプリングする) ことにより生じるエイリアス成分をキャンセルする条件である．

この条件を満たすフィルタは通常次のような関係で結ばれている．

$\hat{g}(\omega)=e^{-i\omega}\hat{\tilde{h}}^{*}(\omega+\pi) , \hat{\tilde{g}}(\omega)=e^{-i\omega}\hat{h}^{*}(\omega+\pi)$ (2.7)

このような性質を持つフィルタを双直交フィルタ，あるいは完全再構成フイルタと

呼び， $\{h[k-2\ell], g[k-2\ell]\}_{t\in Z}$ , および $\{h\sim[k- 2\ell], \tilde{g}[k-2\ell]\}_{t\in Z}$ は $\ell^{2}(\mathbb{Z})$ の双直交基底

となることが知られている．ウェーブレット理論ではスケーリング関数

$\phi(t)=\sum_{k\in \mathbb{Z}}\sqrt{2}h[k]\phi(2t-k) , \tilde{\phi}(t)=\sum_{k\in Z}\sqrt{2}h[k]\tilde{\phi}(2t-k)$
,

とウェーブレット

$\psi(t)=\sum_{k\epsilon Z}\sqrt{2}g[k]\phi(2t-k) , \tilde{\psi}(t)=\sum_{k\in Z}\sqrt{2}\tilde{g}[k]\tilde{\phi}(2t-k)$

が各フィルタから生成され，それぞれ伸張方程式 (dilation equation) とウェーブ

レット方程式 (wavelet equation) で定義される．これらは $L^{2}(R)$ の双直交基底と

なる．

2.2 リフティング

双直交ウェーブレットを作るのに便利なリフティングは次の 4ステップで記述

できる [25].

1. スプリット (Split) :まずは信号 $c_{j}[k]$ を偶数番地 $c_{j,e}[k]$ と奇数番地 $c_{j,0}[k]$ に

わけて扱う．

$c_{j,e}[k]:=c_{j}[2k]$

(2.8)
$c_{j,0}[k]:=c_{j}[2k+1]$

2. 予測 (Predict) :次に予測作用素 (prediction operator) $P$ により $c_{j,e}[k]$ を用い

て $c$
あ
$0[k]$ を予測することを考える．その予測誤差 (prediction error) を詳細成

分 $d_{j-1}[k]$ として， $c_{j,e}[k]$ と置き換える．

$c_{j,0}[k]arrow d_{j-1}[k]=c_{j,0}[k]-p(c_{j,e})[k]$

3. アップデート (Update) :アップデート作用素 (update operator) $u$ により予

測誤差の結果 $d_{ノ-1}[k]$ を使って $c_{j,e}[k]$ をスムースな $c_{j-1}[k]$ として置き換える．

$c_{j,e}[k]arrow c_{j-1}[k]=c_{j,e}[k]+u(d_{j-1})[k]$
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4. スケーリング (Scaling) :最後に必要であれば変換前後でエネルギー等が変
わらないよう定数 $K$ で正規化する．

$c_{j-1}[k]=Kc_{j-1}[k]$

$d_{j-1}[k]=1/Kd_{j-1}[k]$

ここで，予測を主リフティング (primal lifting), アップデートを双対リフティン
グ (dual lifting) と呼ぶ場合もある (文献により逆の場合もあるので注意). 各リ

フティングステップは構造上，逆変換が容易に可能である．

$c$
沸$e[k]=c_{j-1}[k]-u(d_{j-1})[k]$

$c_{j,0}[k]=d_{j-1}[k]+p(c_{j,e})[k]$

リフティングを先ほどのポリフェーズ領域で考えてみよう．まずスプリットとい

う操作は本質的にはポリフェーズ領域で信号を偶数と奇数にわけて扱う (2.1) に他

ならないことがすぐにわかる．さらに，リフティングのスケーリング アップデー

ト，予測の各ステップは $\overline{P}(\omega)^{\uparrow}$ を次の形に分解することに対応する [5].

$\hat{P}(\omega)^{\dagger}=(\begin{array}{ll}K 00 1/K\end{array})(\begin{array}{ll}1 \hat{u}(\omega)0 l\end{array})(\begin{array}{ll}1 0-\hat{p}(\omega) 1\end{array})$ (2.9)

たとえば簡単に

$\hat{p}(\omega)=],$ $\hat{u}(\omega)=\frac{1}{2},$ $K=$ 亟

とすれば Haarフィルタ

$\hat{h}(\omega)=\frac{1+e^{-i\omega}}{\sqrt{2}}, \hat{g}(\omega)\frac{-1+e^{-i\omega}}{\sqrt{2}}$

が得られる．ここで関係式 (2.2) を使った．Haarフィルタは $h=\tilde{h},$ $g=\tilde{g}$ となる直

交フイルタである 1. $K$ はそのままにして線形予測 (linear prediction)

$\hat{p}(\omega)=\frac{1+e^{i\omega}}{2}, \hat{u}(\omega)=\frac{1+e^{-i\omega}}{4}$

を用いれば，2次の双直交ウェーブレットフィルタ

$\hat{h}(\omega)=\frac{-e^{i2\omega}+2e6+2e^{-i\omega}-e^{-i2\omega}}{\sqrt{2}},$ $\hat{g}(\omega)=\frac{-1+2e^{-i\omega}-e^{-i2\omega}}{2\sqrt{2}}$ (2.10)

が得られる．これは CDF $(2,2)$ 双直交ウェーブレットフィルタ $2[3]$ と呼ばれ，双対
フィルタ $\hat{\tilde{h}}(\omega)$

, $\hat{\tilde{g}}(\omega)$ は (2.9) の逆行列を用いて次のように与えられる．

$\wedge\overline{P}(\omega)=\overline{P}(\omega)^{\dagger^{-1}}=(\begin{array}{ll}1 0\hat{p}(\omega) 1\end{array})(\begin{array}{ll}1 -\hat{u}(\omega)0 1\end{array})(\begin{array}{ll}1/K 00 K\end{array})$

$1K=1$ とすれば双直交 (非正規形) Haar フィルタが得られる
$2(N,\overline{N})$ は $g$ と $\tilde{g}$ の次数 ( $\omega=0$ での零点) を表し，各ウェーブレットのモーメント消滅個数に

対応する．また 5/3 ウェーブレットフィルタと呼ぶ場合もある．この場合は各フィルタ係数の個数
を表す．

67



ポリフェーズ行列のリフテイング表現 (2.9) では逆行列が存在することは自明で

あり，このような形で導かれたフイルタは必ず完全再構成条件 (2.5) を満たす．ま

た，各リフティングステップの行列式は常に 1であることも明らかである．もと
もと，(双) 直交ウエーブレットのポリフエーズ行列は $\det\overline{P}(\omega)=1$ であることか

ら，リフティングは $\det\hat{P}(\omega)$ を変えない変換であることがわかる．このことから，

予測作用素 $\hat{p}$ とアップデート作用素 $\hat{u}$ を任意に決めることにより，様々な性質を

持った完全再構成フイルタを導出できる．三角多項式を選ぶと有限インパルス応
答を持つ FIR (finite impulse response) フイルタが得られる．

たとえば，線形予測により得られたフイルタは 2次の次数を持つが，さらに次
数の高い $N$次のフイルタはラグランジュ補間 (Lagrange interpolation) [19] をもと

に次のように $p$ を決定し，

$(-1)^{k+L-1} \prod(L+1/2-n)2L$

$p^{N}[k]= \frac{n=1}{(L-k)!(L-1+k)!(k-1/2)}, L\geq 1, -L<k\leq L$ (2.11)

この結果を $u$ に利用して

$u^{\overline{N}}[k]= \frac{\overline{p}^{\overline{N}}[k]}{2}, \overline{N}\leqN$

と定めることで算出できる．なお $\overline{p}[k]=p[-k],$ $N=2L$である．このラグランジュ

補間をもとにしたリフテイングの予測 (2. 11) を補間予測 (interpolaing prediction) と

呼ぶこととする．この方式から得られるフイルタは $N$次の Deslauriers-Dubuc フィ

ルタ [6, 7] と呼ばれ， $\hat{\tilde{h}}(\omega)$ はハーフバンド条件 (halfband condition)

$\hat{\tilde{h}}(\omega)+\hat{\tilde{h}}(\omega+\pi)=1$ (2.12)

を満たすラグランジュハーフバンドフィルタ (Lagrange halfband filter) [11と等価

となる．さらに，
$\hat{\tilde{h}}(\omega)=\backslash (-\omega)$ (2.13)

となる対称性も持っており，関連するスケーリング関数 $\tilde{\phi}(t)$ は $N-1$ 次の多項式を

復元する補間スケーリング関数 (interpolating scaling function)である．

補間予測 (2.11) において任意の補間次数 $L$ を選べば，(2.12) と (2.13) を満たす

$2N$次の補間フィルタを設計することができる．たとえば $N=\overline{N}=4$ のときは

$\hat{p}^{4}(\omega)=\frac{-e^{i\omega}+9+9e^{-i\omega}-e^{i2\omega}}{16}$

として，以下を得る．

$\hat{h}(\omega)=\frac{348+144e^{\pm i\omega}-63e^{\pm i2\omega}-16e^{\pm i3\omega}+18e^{\pm i4\omega}-e^{\pm i6\omega}}{256}$

$\hat{g}(\omega)=\frac{e^{i\omega}-9+e^{-i\omega}-9e^{-i2\omega}+e^{-i4\omega}}{16}$

なお $N=\overline{N}=2$ の場合は CDF$(2,2)$ フィルタ (2.10) に帰着する．

68



3 非分離型 2次元ウェーブレツト

3.1 ブラベー格子

固体物理学では，一部の結晶は 3つの基本並進ベクトル (primitive translation

vectors) により生成されるブラベー格子 (Bravais lattice) として分類される [13].

これは，結晶構造を系統的に記述する優れた方法として知られている．この方法

を利用して格子空間内に非分離型 3次元ウェーブレット [17] を構成することがで

きるが，ここではこの結晶構造の定式化を 2次元信号に応用することを考える．

まず 2つの基本並進ベクトル $t_{1},$ $t_{2}\in \mathbb{R}^{2}$ を定義する．これらは線形独立ではあ

るが，互いに直交する必要はない．ブラベー格子 $\Lambda$ は基本並進ベクトルの線形結

合により次のように生成される．

$\Lambda=\{t=n_{1}t_{1}+n_{2}t_{2}|(n_{1}, n_{2})\in \mathbb{Z}^{2}\}$

ふつうの 2次元格子は $t_{1}=(10)^{T},$ $t_{2}=(01)^{T}$ としたときであり，一般的なディジ

タル画像は格子上の各点 $t\in\Lambda$ に画素値が与えられていると考えればよい．画像

のピクセルに相当するのは，ウィグナーザイツ胞 (Wigner-Seitz cell)3と呼ばれる

領域で，これが平面を埋め尽くす．

ブラベー格子には逆格子 (reciprocal lattice) が存在する．2つの逆格子ベクトル

(reciprocal lattice vectors) $\lambda_{1},$ $\lambda_{2}$ を

$\lambda_{k}\cdot t_{k}=0, k=1, 2$ (3.1)

となるように定めると，逆格子は次のように与えられる．

$\overline{\Lambda}=\{2\pi(\lambda=m_{1}\lambda_{1}+m_{2}\lambda_{2})|(m_{1},m_{2})\in \mathbb{Z}^{2}\}$

ブラベー格子 $\Lambda$ 上に定義される信号 $\{c_{j}[t]\}_{t\in\Lambda}$ のフーリエ変換を

$\hat{c}_{j}(\omega)=\sum_{t\in\Lambda}c_{j}[t]e^{-i\omega\cdot t}, \omega\in \mathbb{R}^{2}$

で定めると， $\hat{c}_{j}(\omega)$ は

$�_{}j(\omega)=\hat{c}_{j}(\omega+2\pi\lambda)$ ,
$\lambda\in\overline{\Lambda}$

の二重周期構造を持つ．逆格子はブラベー格子のフーリエ領域に対応しており，ブ

リルアンゾーン $\mathcal{B}$ (Brillouin zone) と呼ばれる領域が定義される．これはフィル

タの基本領域となり，ナイキスト周波数 $(1次元の場合の区間 [-\pi, \pi])$ に対応し

ている．特に， $\omega=\pi$ に相当する点は $\omega=\pi\lambda_{1},$ $\pi\lambda_{2}$ であり，二重周期性のため 2つ

あることに注意しよう．

3文献 よって ボロノイセ (Voronoi Cell) と呼ぶ場合もある．
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$\downarrow$

(a) 正方格子 (b) 3角形格子

図 1: ブラベー格子 $\Lambda$ , 基本並進ベクトル $t_{1},$ $t_{2}$ , ウィグナーザイツ胞．

いま基本並進ベクトルを

$t[=(\begin{array}{l}10\end{array}), t_{2}=(^{\frac{1}{\frac{\sqrt{3}2}{2}}})$ (3.2)

と定義すると，図 1のような 3角形ブラベー格子が生成される．この 3角形格子 $\Lambda$

の場合のウィグナーザイツ胞は 6角形の領域となる．

逆格子ベクトルは

$\lambda_{1}=(\begin{array}{l}0\frac{2}{\sqrt{3}}\end{array}), \lambda_{2}=(\begin{array}{l}1\frac{1}{\sqrt{3}}\end{array})$

とする．したがってブリルアンゾーンも 6角形の領域である (図 2を参照). ここ

で $t_{3}=-t_{1}-t_{2},$ $\lambda_{3}=\lambda_{1}-\lambda_{2}$ とすれば格子上でのポリフェーズ表現を考える上で後

に便利なことがわかる．また $to=\lambda_{0}=0$ であり，

$e^{-i\pi n\lambda_{i}\cdot t_{j}}=\{\begin{array}{l}1, i=j,i, j=1, 2, 3, n\in \mathbb{Z}(-1)^{n}, i\neq j,\end{array}$ (3.3)

である．

3.2 格子上でのポリフエーズ表現

以下では，3角形ブラベー格子において 1次元ウェーブレットの直接的な一般

化について述べる．まず，ブラベー格子 $\Lambda$ は 4つの独立な部分格子 (sublattices)

$\Lambda_{m},$ $m=0$, 1, 2, 3に分解することができる．

$\Lambda=\sum_{m=0}^{3}\Lambda_{m}, \Lambda_{m}=\{2t+t_{m}|t\in\Lambda\}$ (3.4)
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図 2: 図 1(b) の $\omega=(\xi, \eta)$ 空間における逆格子 $\overline{\Lambda}$ , 逆格子ベクトル $2\pi\lambda_{1},$ $2\pi\lambda_{2}$ , ブリ

ルアンゾーン．

逆格子についても同様である．

$\hat{\Lambda}=\sum_{m=0}^{3}\hat{\Lambda}_{m}, \hat{\Lambda}_{m}=\{2\pi(2\lambda+\lambda_{m})|2\pi\lambda\in\hat{\Lambda}\}$ (3.5)

各部分格子におけるすべての格子点を集めれば，もとの格子が復元される．これ

はブラベー格子のポリフェーズ分解に他ならない．つまり，部分格子の各格子点

の選択には 4つの組み合わせ

$\Lambda_{0}=\{2t+0|t\in\Lambda\}$ , (even, even)

$\Lambda_{1}=\{2t+t_{1}|t\in\Lambda\}$ , (even, odd)
(3.6)

$\Lambda_{2}=\{2t+t_{2}|t\in\Lambda\}$ , (odd, even)

$\Lambda_{3}=\{2t+t_{3}|t\in\Lambda\}$ , (odd, odd)

が考えられる．

この事情に関連して，信号 $\{c_{j}[t]\}_{t\in\Lambda}$ は各部分格子 $\Lambda_{m}$ 上の独立な点として

$�_{}m,j(\omega)=\sum_{t\in\Lambda}c_{j}[2t+t_{m}]e^{-i\omega\cdot t}, m=0, 1,2, 3$ (3.7)

のようにフーリエ領域において 4つのポリフェーズ成分で表される．これは (2.1)

の一般化であり，1次元では信号を偶数と奇数にわけて扱うことに相当する．した
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がって $\{c_{j}[t]\}_{t\in\Lambda}$ のフーリエ変換も 4つにわけることで，ポリフェーズ表現は

$�_{}j(\omega)=\sum_{t\in\Lambda}c_{j}[t]e^{-i\omega\cdot t}=\sum_{m=0}^{3}\sum_{t\in\Lambda_{m}}c_{j}[t]e^{-i\omega\cdot t}$

$= \sum_{m=0}^{3}\sum_{t\in\Lambda}c_{j}[2t+t_{m}]e^{-i\omega\cdot(2t+t_{n})}$

$= \sum_{m=0}^{3}e^{-i\omega\cdot t_{m}}\sum_{t\in\Lambda}c_{j}[2t+t_{m}]e^{-i2\omega\cdot t}$

$= \sum_{m=0}^{3}e^{-i\omega\cdot t_{m}}\hat{c}_{m,j}(2\omega)$

で与えられる． $\hat{\mathcal{C}}j(\omega)$ が 2$\pi\lambda$周期であることから，1次元の場合に倣って上の式に

$\omegaarrow\omega+\pi\lambda_{k},$ $k=1$ , 2, 3を代入すると

$\hat{c}_{j}(\omega+\pi\lambda_{k})=\sum_{m=0}^{3}e^{-i(\omega+\pi\lambda_{k})\cdot t_{m}}\hat{c}_{m,j}(2\omega)$

を得る．行列形では

$(\begin{array}{l}\hat{c}_{j}(\omega)\hat{c}_{j}(\omega+\pi\lambda_{1})\hat{c}_{j}(\omega+\pi\lambda_{2})\hat{c}_{j}(\omega+\pi\lambda_{3})\end{array})=\hat{U}(\omega)(\begin{array}{l}\hat{c}_{0,j}(2\omega)\hat{c}_{1,j}(2\omega)\hat{c}_{2,j}(2\omega)\hat{c}_{3,j}(2\omega)\end{array}),$
$\hat{U}(\omega)=(\begin{array}{llll}l e^{-i\omega\cdot t_{1}} e^{-i\omega\cdot t_{2}} e^{-i\omega\cdot t_{3}}l e^{- i\omega\cdot t_{l}} -e^{- i\omega\cdot t_{2}} -e^{- i\omega\cdot t_{3}}1 -e^{-i\omega\cdot t_{1}} e^{- i\omega\cdot t_{2}} -e^{-i\omega\cdot t_{3}}1 -e^{-i\omega\cdot t_{l}} -e^{- i\omega\cdot t_{2}} e^{- i\omega\cdot t_{3}}\end{array})$ (3.8)

となるから

$(\begin{array}{l}\hat{c}_{0,j}(2\omega)\hat{c}_{1,j}(2\omega)\hat{c}_{2,j}(2\omega)\hat{c}_{3,j}(2\omega)\end{array})=\hat{U}(\omega)^{-1}(\begin{array}{l}\hat{c}_{j}(\omega)\hat{c}_{j}(\omega+\pi\lambda_{l})\hat{c}_{j}(\omega+\pi\lambda_{2})\hat{c}_{j}(\omega+\pi\lambda_{3})\end{array})$

という関係が導かれる．位相因子からなる行列 $\hat{U}(\omega)$ の計算には関係式 (3.3) を

使った．

3.3 格子上でのウェーブレット変換

ブラベー格子での部分格子 $\Lambda_{m}$ の組み合わせ (3.6) に倣えば，信号 $\{c_{j}[t]\}_{t\in\Lambda}$ は偶

数成分 $�_{}0_{\dot{J}}$，と 3つの奇数成分 $\hat{c}_{k,j},$ $k=1$ , 2, 3として独立に表現できる．そこで，信
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号を対応する各成分にわけ，ブラベー格子 $\Lambda$ 上でのウエーブレット変換は

$(\begin{array}{l}\hat{c}_{j- 1}(\omega)\hat{d}_{1,j- 1}(\omega)\hat{d}_{2,j- 1}(\omega)\hat{d}_{3,j- l}(\omega)\end{array})=\overline{P}(\omega)^{\dagger}(\begin{array}{l}\hat{c}_{0,j}(\omega)\hat{c}_{1,j}(\omega)\hat{c}_{2,j}(\omega)\hat{c}_{3,j}(\omega)\end{array})$

で与えられるとする．これより，信号 $c[t]$ は解像度が半分の近似成分 $\mathcal{C}j-1[t]$ と 3

つの詳細成分 $d_{k,j-1}[t],$ $k=1$ , 2, 3に分解されるが，この分解には 4つの独立なフイ

ルタの組が必要であることが示唆されている．ここでポリフェーズ行列 $\hat{P}(\omega)^{\uparrow}$ は

(2.4) を一般化して，ポリフエーズ形式のローパスフィルタ $\hat{h}_{m}(\omega)$ , $m=0$, 1, 2, 3と

3つの独立なハイパスフィルタ $\hat{g}_{k,m}(\omega)$ から

$\overline{P}(\omega)=(\begin{array}{llll}\hat{h}_{0}(\omega) \hat{g}_{l,0}(\omega) \hat{g}_{2,0}(\omega) \hat{g}_{3,0}(\omega)\hat{h}_{1}(\omega) \hat{g}_{1,1}(\omega) \hat{g}_{2,1}(\omega) \hat{g}_{3,1}(\omega)\hat{h}_{2}(\omega) \hat{g}_{1,2}(\omega) \hat{g}_{2,2}(\omega) \hat{g}_{3,2}(\omega)\hat{h}_{3}(\omega) \hat{g}_{1,3}(\omega) \hat{g}_{2,3}(\omega) \hat{g}_{3,3}(\omega)\end{array})$

と構成される．ここで

$\hat{h}_{m}(\omega)=\sum_{t\in\Lambda}h[2t+t_{m}]e^{-i\omega\cdot t},$

$m=0, 1, 2, 3$

$\hat{g}_{k,m}(\omega)=\sum_{t\in\Lambda}g_{k}[2t+t_{m}]e^{-i\omega\cdot t},$

である．

逆変換は同様に構成された双対ポリフェーズ行列 $\wedge\overline{P}(\omega)$ を使つて

$(\begin{array}{l}\hat{c}_{0,j}(\omega)\hat{c}_{1,j}(\omega)\hat{c}_{2,j}(\omega)\hat{c}_{3,j}(\omega)\end{array})=\overline{P}(\omega)\wedge(\begin{array}{l}\hat{c}_{j- l}(\omega)\hat{d}_{1,j- 1}(\omega)\hat{d}_{2,j- 1}(\omega)\hat{d}_{3,j- 1}(\omega)\end{array})$

と定められ，完全再構成条件は

$\overline{\overline{P}}(\omega)\hat{P}(\omega)^{\dagger}=I$ (3.9)

と一般化される． $I$ は 4次の単位行列である．この条件より，双直交条件 (2.6) も
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2次元に拡張することができる．

$\hat{\tilde{h}}(\omega)\hat{h}^{*}(\omega)+\sum_{k=1}^{3}\hat{\tilde{g}}_{k}(\omega)\hat{g}_{k}^{*}(\omega)=4$

$\hat{\tilde{h}}(\omega)\hat{h}^{*}(\omega+\pi\lambda_{1})+\sum_{k=1}^{3}\hat{\tilde{g}}_{k}(\omega)\hat{g}_{k}^{*}(\omega+\pi\lambda_{1})=0$

(3.10)

$\hat{\tilde{h}}(\omega)\hat{h}^{*}(\omega+\pi\lambda_{2})+\sum_{k=1}^{3}\hat{\tilde{g}}_{k}(\omega)\hat{g}_{k}^{*}(\omega+\pi\lambda_{2})=0$

$\hat{\tilde{h}}(\omega)\hat{h}^{*}(\omega+\pi\lambda_{3})+\sum_{k=1}^{3}\hat{\tilde{g}}_{k}(\omega)\hat{g}_{k}^{*}(\omega+\pi\lambda_{3})=0$

3.4 2次元リフテイング

1次元の場合に倣って，リフティングを 2次元に拡張すれば， $\hat{P}(\omega)^{\uparrow}$ は

$\hat{P}(\omega)^{\uparrow}=(\begin{array}{lll}K 0 000 \frac{1}{K} 000 0 \frac{l}{K}00 0 \frac{1}{K}0\end{array})[_{0}^{1}00\hat{u}_{1}(\omega)\hat{u}_{2}(\omega)010010\hat{u}_{3}(0\omega)01)(\begin{array}{lll}01 0 0-\hat{p}_{1}(\omega)1 0 0-\hat{p}_{2}(\omega)0 1 0-\hat{p}_{3}(\omega)0 0 1\end{array})$ (3.11)

と分解できる．直接的な一般化を用いているため，各行列の行列式は 1のままで

あり，どのような三角多項式 $\hat{p}_{k}$ と $\hat{u}_{k},$ $k=1$ , 2, 3を設定しても $\hat{P}(\omega)^{\dagger^{-1}}$ が存在する

ことは明らかである．各行列のブラベー格子における意味，つまりは格子上にお

けるリフティングは次のように解釈することができる．

まず， $c[t]$ のポリフェーズ分解で観測したように，格子上に与えられた信号 $c_{j}[t]$

は偶数成分 $\mathcal{C}j[2t]$ と 3つの奇数成分 $c_{j}[2t+t_{k}]$ に分割できることから，スプリッ

トを

$c_{0,j}[t]:=c_{j}[2t]$

$c_{k,j}[t]:=c_{j}[2t+t_{k}], k=1, 2, 3$

と定める．予測誤差 $d_{k,j-1}[t]$ の計算は 3つの奇数成分 $c_{k,j}[t]$ に対してそれぞれ行わ

れ，偶数成分 $c_{0,j}[t]$ に予測作用素 $p_{k}$ を適用することで

$c_{k,j}[t]arrow d_{k,j-1}[t]=c_{k,j}[t]-p_{k}(c_{0,j})[t], k=1, 2, 3$ (3.12)

と表される．ここで，予測作用素久が 3つあることに注意しよう．次にこの結果
を用いて $c_{0,j}[t]$ は $c$

ノ-1
$[t]$ へとアツプデートされる．

$c_{0,j}[t]arrow C_{j-1[t]=c_{0,j}[t]+\sum_{k=1}^{3}u_{k}(d_{k,j-1})[t]}$ (3. 13)
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最後に必要であれば正規化を行う．この変換を任意のレベル $J$ まで繰り返せば，次

のような階層構造を有する展開係数が得られる．

$c_{j}[t]arrow\{d_{k,j-1}[t], d_{k,j-2}[t], \cdots, d_{k,J}[t], c_{J}[t]\}, k=1,2, 3$

なお

$\overline{P}(\omega)^{\dagger}arrow\hat{P}(\omega)^{\dagger}(\begin{array}{llll}1 0 0 0 0-1 1 1 01 -1 1 01 1 -1\end{array})$

とする Twist リフティング [9] もあるが，以下では通常の (3.11) を使って双直交フイ

ルタを構成する．Twist型を用いれば 3角形直交 Haar フイルタが得られるが，そ

の詳しい導出過程は付録を参照されたい．

3.5 3角形双直交ウェーブレット

3角形格子 $\Lambda$ に定義される最も簡単な非分離型ウエーブレットフイルタは 3角形

双直交 Haar フイルタ [20] と呼ばれ，2次元リフテイング (3.11) において

$\hat{p}_{k}(\omega)=1, \hat{u}_{k}(\omega)=\frac{1}{4}, K=2, k=1, 2, 3$

としたとき関係式 (3.8) を使って

$\hat{h}(\omega)=\frac{1+e^{-i\omega\cdot t_{1}}+e^{-i\omega\cdot t_{2}}+e^{-i\omega\cdot t_{3}}}{2}$

(3.14)

$\hat{g}_{k}(\omega)=\frac{-1+e^{-i\omega\cdot t_{k}}}{2}, k=1, 2, 3$

で与えられる．

図 3にブリルアンゾーン内における $|\hat{h}(\omega)|$ の特性を示す．双対フィルタ $\hat{h}(\omega)$ , $\hat{\tilde{g}}_{k}(\omega)$

は 1次元の場合と同様に，式 (3.11) の性質から $\overline{P}(\omega)=\hat{P}(\omega)^{\uparrow-1}$ とすることで算出

でき，これらのフィルタは完全再構成条件 (3.9) を満足する．

この条件を満たす 3角形格子上の完全再構成フィルタは他にもいくつかあるが

[4, 21, 22], いずれも数値計算を用いて構成している．3角形ウエーブレットは一

般化されたリフティングスキームを用いて構成される．実際，補間予測をもとに

した $p_{k}$ の決定方法も直接的に一般化でき，(2.11) に $karrow\ell,$ $\ell\in \mathbb{Z}$ を代入して

$p_{k}^{N}[\ell t_{k}]=p^{N}[\ell], k=1, 2, 3$ (3.15)

と定めれば，これをもとに $u_{k}$ を

$u_{k}^{\overline{N}}[t]= \frac{\overline{p}_{k}^{\overline{N}}[t]}{4}, \overline{N}\leq N, k=1, 2, 3$ (3.16)
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図 3: ブリルアンゾーンにおける 3角形双直交 Haarフイルタの周波数特性 $(|\hat{h}(\omega)|^{2})$ .

とすることで任意の次数の $(N,\overline{N})$ 双直交フイルタが算出できる [10].

$N=\overline{N}=2$ のときの線形予測の場合は

$\hat{p}_{k}^{2}(\omega)=\frac{1+e^{i\omega\cdot t_{k}}}{2}, \hat{u}_{k}^{2}(\omega)=\frac{1+e^{-i\omega\cdot t_{k}}}{8}, k=1, 2, 3$

となり，2次の 3角形双直交フイルタ

$\hat{h}(\omega)=\frac{1}{8}(10+2e^{\pm i\omega} -e^{\pm i2\omega} +2e^{\pm i\omega} -e^{\pm i2\omega} +2e^{\pm i\omega} -e^{\pm i2\omega}$

$\hat{g}_{k}(\omega)=\frac{1}{4}(-1+2e^{-i\omega\cdot t_{k}}-e^{-i2\omega\cdot t_{k}}) , k=1, 2, 3$

が得られる．これは (2.10) の CDF$(2,2)$ フイルタの一般化である．双対フィルタ
$\hat{\tilde{h}}$

は一般化されたハーフバンド条件

$\hat{\tilde{h}}(\omega)+\sum_{k=1}^{3}\hat{\tilde{h}}(\omega+\pi\lambda_{k})=2$ (3.17)

を満たす格子上に定義されるラグランジュハーフバンドフイルタである．

ここで，3角形双直交フィルタの性質について考察する．図 4に Haarと線形予
測フィルタの逆格子における密度プロットを示す．図 3に示したローパスフィル

タの六方対称性がより明らかになっていることが確認できる．なお Haarの場合は
$\hat{h}=\hat{\tilde{h}}$ となることに注意しよう．この対称性により，ローパスフイルタ $\hat{h}(\omega)$ ,

$\hat{\tilde{h}}(\omega)$

は各逆格子ベクトル煽，$m=1$ , 2, 3の方向において同じ構造を持っていることが

予想される．実際，等式 (3.17) において各 $\omega$煽方向における 1次元特性を見れば，
$\hat{\tilde{h}}(\omega)$ は

$\hat{\tilde{h}}(\omega\lambda_{k})+\hat{\tilde{h}}(\omega\lambda_{m}+\pi\lambda_{m})=2, k, m=1, 2, 3$

というハーフバンド特性を有していることがわかる．さらに，双直交条件 (3.10)

より

$\hat{h}^{*}(\omega\lambda_{k})\hat{\tilde{h}}(\omega\lambda_{k})+\hat{h}^{*}(\omega\lambda_{m}+\pi\lambda_{m})\hat{\tilde{h}}(\omega\lambda_{m}+\pi\lambda_{m})=4$
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$|\hat{h}(\omega)|$ $|\hat{\tilde{h}}(\omega)|$
$|\hat{\tilde{g}}_{2}(\omega)|$
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$\langle^{:} \xi f \backslash ^{\fbox{Error::0x0000}}$

($d$) $N=\overline{N}=6$

図 4: 3角形双直交ウェーブレットフィルタの周波数特性と $\pi\lambda_{m},$ $m=1$ , 2, 3.
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表 1: 3角形双直交ウエーブレットフイルタの零点

が成り立つ．興味深いことに， $\hat{h}(\omega\lambda_{m})$ と h($\omega\lambda$のの特性は 1次元のそれと等価とな

るっている． $\hat{g}_{k}(\omega\lambda_{m})$ と $\hat{\tilde{g}}_{k}(\omega\lambda_{m})$ , $k\neq m$ についても正規化は異なるが同様のことが

いえる．つまりハイパスフィルタにおいても，煽方向に対する 1次元特性を用い
て，式 (2.7) のような関係式が成り立つ．

$\hat{g}_{k}(\omega\lambda_{m})=\{\begin{array}{ll}0, k=m\frac{1}{2}e^{-i\omega t_{k}\cdot\lambda_{m}}\hat{\tilde{h}}(\omega\lambda_{m}+\pi\lambda_{m}) , k\neq m\end{array}$

$\hat{\tilde{g}}_{k}(\omega\lambda_{m})=\{\begin{array}{ll}\hat{\tilde{h}}(\omega\lambda_{m}+\pi\lambda_{m}) , k=me^{-i\omega t_{k}\cdot\lambda_{m}}\hat{h}(\omega\lambda_{m}+\pi\lambda_{m}) , k\neq m\end{array}$

図 4ではハイパスフィルタは $k=2$ のみ描いているが， $\hat{g}_{1}$ と $\hat{g}_{3}$ は逆格子にお

いて $\hat{g}_{2}$ を $\pm 2\pi/3$ だけ回転することにより得ることができる．ハイパスフィルタ

$\hat{g}_{k}(\omega\lambda_{m})$ , $\hat{\tilde{g}}_{k}(\omega\lambda_{m})$ , $m=1$ , 2, 3はそれぞれ $\omega=0$ において $(N, N-)$個の零点をもつ．同

様に， $\hat{h}(\omega\lambda_{m})$ と $\hat{\tilde{h}}(\omega\lambda_{m})$ はエイリアスポイントに対応する $\omega=\pi\lambda_{m}$ , つまり $\omega=\pi$

において $(N, N)$ 個の零点をもつ．この事情をまとめると各フィルタの零点は表 1

のようになる．

次にスケーリング関数とウエーブレットの性質についても観察してみよう．図 5

に Haar のスケーリング関数

$\phi(r)=\sum_{t\in\Lambda}2h[t]\phi(2r-t) , \tilde{\phi}(r)=\sum_{t\in\Lambda}2\tilde{h}[t]\tilde{\phi}(2r-t)$

とウェーブレット

$\psi_{k}(r)=\sum_{t\in\Lambda}2g_{k}[t]\phi(2r-t)$
, $\tilde{\psi}_{k}(r)=\sum_{t\in\Lambda}2\tilde{g}_{k}[t]\tilde{\phi}(2r-t)$

, $k=1$ , 2, 3

を示す．図 4と同様に，Haar の場合は $\phi=\tilde{\phi}$ となる．ここで， $\phi=\tilde{\phi}$ の場合は白が

1で黒が $0$ の値を表し，他の吸，$\tilde{\psi}_{k}$ については白が 1, グレーが $0$ , 黒が $-1$ となつ

ている．

図より，スケーリング関数 $\phi,$
$\tilde{\phi}$ とウエーブレット戦，$\tilde{\psi}_{k}$ のすべてにおいてフラク

タルな形状が確認できる．これは 1次元の場合と同様の Haarの不連続性から生じ
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$\phi(r)=\tilde{\phi}(r)$

$\psi_{1}(r) \psi_{2}(r) \psi_{3}(r)$
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$\tilde{\psi}_{1}(r) \tilde{\psi}_{2}(r) \tilde{\psi}_{3}(r)$

$-05 0 1D -05 05 1D$$x$

図 5: 3角形双直交 Haarウェーブレット．
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$\phi(r)$ $\psi_{2}(r)$ $\tilde{\psi}_{2}(r)$

”

($b$) $N=\overline{N}=2$

$($’

( $c$ ) $N=\overline{N}=4$

( $d$ ) $N=\overline{N}=6$

図 6: 3角形双直交ウェーブレット．

るものと考えられるが，この構造はシェルピンスキーのギャスケット (Sierpinski

gasket) のそれと酷似していることがわかる．文献 [12] では同様の性質を持つグラ

フが $\mathbb{R}$2の self-similar tilings として，正方格子の場合において描かれている．図 6

に補間フィルタをもとにした場合の $\{\phi, \psi_{2}, \tilde{\phi}, \tilde{\psi}_{2}\}$ を示すが，次数が上がると，この

フラクタル性は見られなくなる．さらにはサポートも広がり，6角形を基本領域と

した特性をもつことが確認できる．

80



4 まとめと画像処理への応用

本論文で紹介した格子上のウェーブレット変換の手順をまとめると，以下のよ

うになる．

1. 基本並進ベクトル $t_{1},$ $t_{2}$ を決め，ブラベー格子 $\Lambda$ を構成する

2. ブラベー格子 $\Lambda$ の部分格子への分解 (3.4) が成り立つように $t_{3}$ を定める．

3. 2次元リフティングにおける予測作用素蘇とアップデート作用素晦を各 $t_{k},$ $k=$

$1$ , 2, 3方向に設定する．

4. 予測 (3.12) とその結果を使ったアップデート (3.13) を用いて詳細成分 (予測

誤差) $d_{k,j-1}[t]$ と近似成分 $Cj-1[t]$ を計算する．

5. $c$
ノ-1

$[t]$ を新たな信号として上の変換を任意のレベルまで繰り返す．

手順 3. における各作用素の設定には，ポリフェーズ行列の分解形 (3.11) の構造

から明らかなように，どのようなものを用いても完全再構成フィルタが得られる

が，ラグランジュの補間法に基づき久を補間予測 (3.15) で定め， $u_{k}$ を (3.16) のよ

うに設定すると任意の次数 $N$ の補間フィルタが得られる．

また勲を設計することは，格子上の各復方向に対する指向性を持ったハイパス
フイルタ $g_{k}[t]$ を (3.8) によって構成することと等価となる．このため，この構成法

では，解析対象である信号の方向特性に応じた娠を定義し，そこから生成される

任意の格子において久を設計できる自由度があるといえる．本稿では 3角形格子
$\Lambda$ において $120^{o}$ 毎に配置された各娠方向に $p_{k}$ をそれぞれ等しく設計しているた

め，等方的なフィルタ $g_{k}[t],$ $\tilde{g}_{k}[t]$ および詳細成分 $d_{k,j}[t]$ を得ることが可能となる．

なおこの選択は図 4に示したように $h[t],$ $h[t]$ には六方対称性を与える．

こうして得られた 3角形ウェーブレットフィルタは，画像の等方性を保ったエッ

ジ検出，特徴量抽出，非線形近似［101や，キーポイント解析 [8］などへと応用する

ことができるが，ここでは基本となる等方的な画像分解を紹介する．図 7は画像を

$\{c_{j}[t]\}_{t\in\Lambda},$ $j=9$ とし，従来のテンソル形式による Haar ウエーブレットを用いた画

像分解と，3角形 Haar ウェーブレットのそれとを比較した結果である．分解画像

は，左上から時計回りの順に $c_{8}[t],$ $d_{1,8}[t],$ $d_{3,8}[t],$ $d_{2,8}[t]$ が配置されている．なお，

3角形ウェーブレットを標準画像に適用するには画像をブラベー格子 $\Lambda$ 上の点と

してリサンプルする必要があるが，ここでは簡単なため，画像のピクセルがあら

かじめ格子点に対応していると仮定する．

図より， $d_{k,j}$ は娠方向 (横縦・斜) の詳細成分であることから，各方向のエッ

ジ成分が均一に得られていることがわかる．よって，3角形ウエーブレットは従来

のテンソル形式の方法よりも高い等方性をもつといえる．この特性を利用すれば，

例えば図 8のように， $c_{8}[t]=0$ と置いて詳細成分 $d_{k,8}[t],$ $k=1$ , 2, 3からのみ画像を

再構成したエッジ抽出において，優位な結果を得ることができる．
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図 7: 3角形 Haar (左) とテンソル Haar (右) による画像分解例．

図 8: 詳細成分からのエッジ抽出結果．原画像 (左), 3角形 Haar(中央), テンソ

ル Haar (右).

付録 3角形直交 Haarウェーブレット

以下では 1次元における直交ウェーブレットの直接的な一般化により，3角形ブ

ラベー格子上に非分離型 2次元直交 Haarウェーブレットを構成する．リフティン

グを拡張する直感的な方法 [9] もあるが，ここでは 3角形格子 $\Lambda$ に定義される正規

直交スケーリング関数 $\phi(r)\in L^{2}(\mathbb{R}^{2})$ の性質を調べることからはじめる．

まず，スケーリング関数が満たす伸張方程式を

$\phi(r)=\sum_{t\in\Lambda}2h[t]\phi(2r-t)$ ,
$r\in \mathbb{R}^{2}$ (A.1)
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とする．フーリエ領域では

$\hat{\phi}(\omega)=\frac{1}{2}\hat{h}(\frac{\omega}{2})\hat{\phi}(\frac{\omega}{2})$ (A.2)

である．あるいは，1次元の場合に倣って，ローパスフィルタ $\{h[t]\}_{t\in\Lambda}$ のフーリエ

変換を用いて

$\hat{\phi}(\omega)=\prod_{j=1}^{\infty}\frac{1}{2}\hat{h}(\frac{\omega}{2^{j}})$

と表現できる．なお

$\hat{\phi}(0)=\int\int_{\mathbb{R}^{2}}\phi(r)d^{2}r=1$

であると仮定する．このとき，スケーリング関数 $\phi(r)$ の正規直交条件は

$\langle\phi|\phi(\cdot-t)\rangle=\iint_{\mathbb{R}^{2}}\phi^{*}(r)\phi(r-t)dr$

$= \frac{1}{|\Delta(T)|(2\pi)^{2}}\int\int_{\mathbb{R}^{2}}e^{-i\omega\cdot t}|\hat{\phi}(\omega)|^{2}d^{2}\omega$

$=\delta[t]$

で与えられる．ここで，

$\delta[t]=\{\begin{array}{ll}1, t=00, t\neq 0\end{array}$

は Kronecker のデルタである．また， $\Delta(T)$ は $T=(t_{1}t_{2})$ における行列式の値であ

り， $|\Delta(T)|(2\pi)^{2}$ はブリルアンゾーン $\mathcal{B}$ の領域の面積を表している．1次元では区

問 $2\pi$ に対応する．ふつうの正方格子 $(t_{1}=(10)^{T}, t_{2}=(01)^{T})$ では $|\Delta(T)|=1$ で

あることに注意しよう．

この直交条件は，ブリルァンゾーン $\mathcal{B}$ の周期的なタイリングにより $\omega\in \mathbb{R}^{2}$ 平面

を分割し， $e^{-i\omega\cdot t}$ の周期性を利用して

$\frac{1}{|\Delta(T)|(2\pi)^{2}}\int\int_{R^{2}}e^{-i\omega\cdot t}|\hat{\phi}(\omega)|^{2}d^{2}\omega=\frac{1}{|\Delta(T)|(2\pi)^{2}}\sum_{2\pi\lambda\in\overline{\Lambda}}\int\int_{\mathcal{B}}e^{-i(\omega+2\pi\lambda)\cdot t}|\hat{\phi}(\omega+2\pi\lambda)|^{2}d^{2}\omega$

$= \frac{1}{|\Delta(T)|(2\pi)^{2}}\int\int_{\mathcal{B}}e^{-i\omega\cdot t}\sum_{2\pi\lambda\in\overline{\Lambda}}|\hat{\phi}(\omega+2\pi\lambda)|^{2}d^{2}\omega$

$= \frac{1}{|\Delta(T)|(2\pi)^{2}}\int\int_{\mathcal{B}}e^{-i\omega}.td^{2}\omega$

と展開できる．したがって， $\phi$ の直交性に関する次の等式を得る．

$\sum_{2\pi\lambda\in\overline{\Lambda}}|\hat{\phi}(\omega+2\pi\lambda)|^{2}=1$
($A$ .3)
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ここで，さらに伸張方程式 (A.2) とブラベー格子
$\hat{}\Lambda$ のポリフエーズ分解 (3.5) を

適用すれば

$\sum_{2\pi\lambda\in\overline{\Lambda}}\int\int_{\mathcal{B}}e^{-i\omega\cdot t}|\hat{\phi}(\omega+2\pi\lambda)|^{2}d^{2}\omega$

$= \frac{1}{|\Delta(T)|(2\pi)^{2}}\sum_{2\pi\lambda\in\overline{\Lambda}}\int\int_{\mathcal{B}}e^{-i\omega\cdot t}\frac{1}{4}|\hat{h}(\frac{\omega+2\pi\lambda}{2})|^{2}|\hat{\phi}(\frac{\omega+2\pi\lambda}{2})|^{2}d^{2}\omega$

$= \frac{1}{|\Delta(T)|(2\pi)^{2}}\sum_{m=0}^{3}\sum_{2\pi\lambda\in\overline{\Lambda}_{m}}\int\int_{\mathcal{B}}e^{-i\omega\cdot t}\frac{1}{4}|\hat{h}(\frac{\omega+2\pi\lambda}{2})|^{2}|\hat{\phi}(\frac{\omega+2\pi\lambda}{2})|^{2}d^{2}\omega$

$= \frac{1}{|\Delta(T)|(2\pi)^{2}}\sum_{m=0}^{3}\sum_{2\pi\lambda\in\overline{\Lambda}}\int\int_{\mathcal{B}}e^{-i\omega\cdot t}\frac{1}{4}|\hat{h}(\frac{\omega+2\pi(2\lambda+\lambda_{m})}{2})|^{2}|\hat{\phi}(\frac{\omega+2\pi(2\lambda+\lambda_{m})}{2})|^{2}d^{2}\omega$

$= \frac{1}{|\Delta(T)|(2\pi)^{2}}\int\int_{\mathcal{B}}e^{-i\omega\cdot t}\sum_{m=0}^{3}\frac{1}{4}|\hat{h}(\frac{\omega}{2}+\pi\lambda_{m})|^{2}d^{2}\omega$

となるから

$| \hat{h}(\omega)|^{2}+\sum_{k=1}^{3}|\hat{h}(\omega+\pi\lambda_{k})|^{2}=4$ (A.4)

が得られる．これは，逆格子において一般化された直交 $\ovalbox{\tt\small REJECT}\searrow-$ フバンド条件であり，

$\omega\in \mathbb{R}^{2}$ 空間は $|\hat{h}(\omega)|^{2}$ とその平行移動 $\omegaarrow\omega+\pi\lambda_{k}$ によって隙間なく埋め尽くされ

ることを意味する．ブラベー格子における上の等式は

$\sum_{t\in\Lambda}h^{*}[t]h[t+2s]=\delta[s], s\in\Lambda$

と表現できるが，これより

$\sum_{t\in\Lambda}|h[t]|^{2}=1$

が成り立ち，伸張方程式 (A. 1) よりフィルタの総和則 (sum rule)

$\hat{h}(0)=\sum_{t\in\Lambda}h[t]=2$

が導かれる．またハーフバンド条件 (A.4) によりエイリアスポイントでは

$\hat{h}(\pi\lambda_{1})=\hat{h}(\pi\lambda_{2})=0$

となっていることがわかる．

以上の観察より，ブラベー格子における直交ウエーブレットフィルタを導くた

めには， $|\hat{h}(0)|^{2}=4$ でかつ $\hat{h}(\pi\lambda_{k})=0,$ $k=1$ , 2となるローパスフイルタ
$\hat{h}$ を探すと
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$(a)|\hat{h}(\omega)|^{2},$ $2\pi\lambda_{m}$ $(b)|\hat{g}_{1}(\omega)|^{2},$ $\pi\lambda_{1}$ $(b)|\hat{g}_{2}(\omega)|^{2},$ $\pi\lambda_{2}$ (b) $|\hat{g}_{3}(\omega)|^{2},$ $\pi\lambda_{3}$

図 9: 逆格子における 3角形直交 Haarフイルタの周波数特性．

いう問題になる．3つのハイパスフィルタ $\hat{g}_{k},$ $k=1$ , 2, 3はハーフバンド条件 (A.4)

より， $\hat{h}(\omega)$ をもとに

$\hat{g}_{k}(\omega)=-\hat{h}(\omega+\pi\lambda_{k})$ , $k=1$ , 2, 3 ($A$ .5)

とすることで得られる．

最も簡単な解は

$h[t_{0}]=h[t_{1}]=h[t_{2}]=h[t_{3}]= \frac{1}{2}$ (A.6)

としたときで，そのフーリエ変換は

$\hat{h}(\omega)=\frac{1+e^{-i\omega\cdot t_{1}}+e^{-i\omega\cdot t_{2}}+e^{-i\omega\cdot t_{3}}}{2}$ (A.7)

である．これを 3角形直交 Haarフィルタと呼ぶが，h
$\hat{}$

.のフィルタ係数は双直交 Haar

フィルタ (3.14) のそれと全く同じである．しかし， $\hat{g}_{k}$ に関しては，(A.5) を使って

全く異なるフィルタが導かれる．まとめると，3角形直交 Haarフイルタは

$(\begin{array}{l}\hat{h}(\omega)\hat{g}_{1}(\omega)\hat{g}_{2}(\omega)\hat{g}_{3}(\omega)\end{array})=(_{\hat{\tilde{g}}_{3}(\omega)}^{\hat{\tilde{h}}(\omega)}\hat{\tilde{g}}_{2}(\omega)\hat{\tilde{g}}_{1}(\omega)]=\frac{1}{2}(\begin{array}{lll}11 1 1-1-1 1 1-11 -1 1-11 1 -1\end{array}) (\begin{array}{l}1e^{- i\omega\cdot t_{l}}e^{- i\omega\cdot t_{2}}e^{- i\omega\cdot t_{3}}\end{array})$ ($A$ .8)

で与えられることになる．この $\pm 1$ からなる係数行列は，各行と列が互いに直交す

る形になっており，4次のアダマール行列 (Hadamard matrix) [11] $\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ等しい．各

フィルタの非ゼロ要素は格子において娠方向に対称的に配置されることから，す

べてのフィルタが六方対称性を有することがわかる (図 9) また， $\hat{g}_{k}(\omega)$ は $\hat{h}(\omega)$

をもとに $\omegaarrow\pi$燕だけ各逆格子ベクトルの方向にシフトした形になっている．

関連するウェーブレットを図 10に示す．双直交の場合よりもサポートが広がって

いることがわかるが，Haarの不連続性から生じるフラクタルな形には変わりない．
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$\psi_{1}(r)$ $\psi_{2}(r)$ $\psi_{3}(r)$

図 10: 3角形直交 Haarウェーブレット
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