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Abstract

本稿では，行列多項式に対する Horner法 ( 行列 Horner法) の並列化の実装について述べる．我々は，
行列 Horner 法の主要部分の計算量を見積もった上で，行列積の演算を並列化することにし，2種類の異
なる並列化法を試みた．実験の結果，我々が行った実装の範囲では，CPU (中央処理装置) のコア数に合

わせて行列を行ブロックに分割し，行列の乗算を並列化することにより，並列化の効果が最も高まったこ
とを示す．

1 はじめに

本稿では，主に整数を要素とする $n$ 次正方行列 $A,$ $n$ 次正方行列 $M$ もしくは $n$ 次列ベクトル $v$ , 整係数

$m$次 1変数多項式 $g(\lambda)$ が与えられたときに，行列 $g(A)M$もしくは列ベクトル $g(A)v$ を効率的に計算する

方法について論ずる．

我々は，これまで，レゾルベントの留数解析に基づいて，与えられた行列に対し，スペクトル分解 [12],

最小消去多項式候補 最小消去多項式やこれらを用いた最小多項式の計算 ([14], [15]), 固有ベクトルの計算

[10] などを効率的に行う算法を提案しているが，多項式 $g(\lambda)$ の変数 $\lambda$ に行列を代入した評価，すなわち行

列多項式の評価は，これらの算法において中心的に用いられる計算のーっであり，行列多項式の評価を効率

化することは，算法全体の効率化において重要である．
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我々は，1変数多項式に数値を代入して評価する効率的算法として古くから知られている Horner法を行

列多項式に用いる算法，すなわち行列 Horner法を扱ってきたが，これまでに，逐次計算の下で行列 Horner

法を拡張し，効率化する算法の提案を行った [13]. 我々が提案した算法は，Homer法をある次数 ( “分割次

数” と呼ぶ) で分割して行列の乗算回数を抑えることにより，算法全体の効率化を図るものである．我々が

提案した算法を実装して計算機実験を行った結果，適切な分割次数のもとで，計算時間のみならず，メモリ

使用量も減少した．さらに，多倍長整数上の行列 Homer法のみならず，固定精度 (IEEE倍精度) の浮動

小数上の行列 Horner 法でも，算法の効率化による効果が得られた．

しかしながら，行列の成分や多項式の係数が多倍長整数で，かつ行列の次元や多項式の次数が数百次程度

に達すると，逐次計算の下では，計算時間の増加が顕著になる．一方で，昨今では，安価に入手可能なパソ

コン等においても，CPU (中央処理装置) が，マルチ CPUやマルチコアといったように複数の演算器を搭

載し，並列計算が可能な計算機環境が普及している．

そこで，本稿では，行列 Horner 法の並列化の実装を試みる．Homer 法 [6, Sec. 4.6.4] は，もともと逐次

的な算法として知られているが，計算機が発達する中で，Horner法を並列化することにより，複数の演算

装置を用いて計算を並列化することによる効率化が提案されてきた ([3], [4], [7], [8], [16]). しかしながら，

行列 Horner法は，これまで Homer法が主な対象としていたように，数値を変数に代入するのではなく，行

列を変数に代入するので，我々が目指す並列化は先行研究の対象とはやや異なる．

本稿では，行列どうしの乗算法として古典的な算法 ( 詳細は第 3.1節を参照) を用いる仮定の下，行列

Horner法の計算量を見積もった上で，行列積の演算の並列化が最も並列化の効果が期待できると判断し，2

種類の異なる並列化法を試みた．並列計算の実装には，数式処理システム Risa$/$Asir と，小原 [9] による並

列計算フレームワーク $oh_{-P}$ を用いた．実験の結果，我々が行った実装の範囲では，CPU (中央処理装置)

のコア数に合わせて行列を行ブロックに分割し，行列の乗算を並列化することにより，並列化の効果が最も

高まったことを示す．

以下，本稿の構成は次の通りである．第 2章では，行列 Horner法の効率化を復習する．第 3章では，並

列化の実装箇所と実装方法について検討する．第 4章では，計算機実験により，いくつかの異なる並列化

の実装方法による効果の違いを検証する．

2行列 Horner法の効率化

本章では，我々がこれまでに行った，行列 Horner法の効率化について，その概要を説明する (詳細は我々

による別稿 [13] を参照されたい).

$A,$ $M$ を体 $K$ 上の $n$ 次正方行列， $v$ を $K$ 上 $n$ 次列ベクトルとし， $g(\lambda)$ を $K$ 上 $m$ 次 1変数多項式とす

る．我々が取り上げるのは， $g(A)M$もしくは $g(A)v$ の Horner 法による計算 (行列 Horner 法) である．

行列 Homer法における効率化のアイデアは，Horner法を分割して計算することにより，行列どうしの乗算

回数を抑えることである．一般の場合， $n$ 次正方行列 $A,$ $M$および $m$次多項式 $g(\lambda)=a_{m}\lambda^{m}+a_{\mathfrak{m}-1}\lambda^{m-1}+$

. . . $+a_{1}\lambda+a_{0}$ に対し， $g(A)M$ の計算手順は， $d=2^{b}$ 次 $($ ただし $d<m)$ ごとに分割した Horner 法によ

り，以下のアルゴリズム 1にまとめられる．

アルゴリズム 1(効率化した行列 Horner法)

[Step 1] あらかじめ $A^{d-1}M,$ $A^{d-2}M$, . . . , $AM$ を計算し，これらに $M$を加えた $d$個の行列を用意しておく．

[Step 2] $A^{d}=A^{2^{b}}=(\cdots(A^{2})^{2}\cdots)^{2}$ も，あらかじめ計算して用意しておく．
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[Step 3] Horner 法を以下の通り $d$次ごとに分割して加える．

$g(A)M=A^{d}\{\cdots\{A^{d}(a_{m}A^{r}M+\cdots+a_{qd+1}AM+a_{qd}M)\}$

$+(a_{qd-1}A^{d-1}M+\cdots+a_{(q-1)d+1}AM+a_{(q-1)d}M)\}$

(1)
$+\cdots$

$+(a_{d-1}A^{d-1}M+\cdots+a_{1}AM+a_{0}M)$ ,

ここに $q$ および $r$ はそれぞれ $m$ を $d$ で割った商および剰余を表す．I

アルゴリズム 1の各ステップに現われる行列どうしの乗算回数を $T(b, d, m)$ で表すと，Steplが $d-1$

回，Step 2が $b$ 回，Step 3が $\lfloor m/d\rfloor$ 回より

$T(b, d, m)=b+d+\lfloor m/d\rfloor-1$

となる． $d=2^{b}$ を用いると

$T(b, m)=b+2^{b}+\lfloor m/2^{b}\rfloor-1$ (2)

と表される．

式 (2) の $T(b, m)$ が最も小さくなるような $b$ の値は，以下のように見積もることができる． $T(b, m)$ の大

きさに影響を与える項は $2^{b}$ および $\lfloor m/2^{b}\rfloor$ である．相加 相乗平均の関係より，これら 2つの項が等しい

ときに $T(b, m)$ が最小値をとる．実際には， $2^{b}$ は自然数である一方， $\lfloor m/2^{b}\rfloor$ は一般に自然数とは限らない

ので，与えられた $m$ に対し，これら 2つの項が等しくなるような $b$ が常に存在するとは限らないが， $2^{b}$ と

$\lfloor m/2^{b}\rfloor$ の差が最も小さくなるような $b$ の値を考えると， $2^{b}$ が $\sqrt{m}$程度の大きさのときに $T(b,m)$ の大きさ

が最も小さくなると見積もられる．

3行列 Horner法の並列化

3.1 並列化の実装箇所の検討

前章の行列 Horner 法の計算量の見積もりに基づき，我々はまず，行列 Horner 法の計算のどの部分を並

列化させるかの検討を行う．なお，行列どうしの乗算法として，本稿では $n$ 次正方行列に対する時間計算

量が $O(n^{3})$ [ $5$ , Chap. 12] の古典的算法を用いる点に注意する (より効率的な算法については B\"urgisser $et$

al. [2, Chap. 15], von zur Gathen and Gerhard [5, Chap. 12] 等を参照). また，以下で行う計算量の見積

もりは， $K$ の元 (数) の四則演算の回数 [1] の見積もりである点に注意する．

アルゴリズム 1の各ステップの中で，本来の Horner法の計算を行っている部分は Step3であるので，ま

ず Step 3を並列化の対象とする．Step 3は，さらに以下の部分ステップの計算に分けることができる．

[Step $3a$] $j=1$ , . . . , $q+1$ に対し， $R_{j}$ を以下の通り計算する．

$R_{j}=a_{jd-1}A^{d-1}M+\cdots+a_{(j-1)d+1}AM+a_{(j-1)d}M,$ $j=1$ , .. . , $q,$

(3)
$R_{q+1}=a_{m}A^{r}M+\cdots+a_{qd+1}AM+a_{qd}M.$

[Step $3b$] 式 (3) を用いて， $g(A)M$ を以下の Horner 法で計算する．

$9(A)M=A^{d}\{\cdots\{A^{d}\{A^{d}R_{q+1}+R_{q}\}+R_{q-1}\}+\cdots\}+R_{1}$ . (4)
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ここで，上記の Step $3a$ , Step $3b$ の計算量を見積もる．まず，Step $3a$の計算量は以下の通り見積られる．

各 $R_{j}$ の計算において， $A^{d-1}M$ , . .., $AM$ は Step 1であらかじめ計算されて用意されているので，R
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

の計

算は行列-スカラ積の和の計算であり， $O(dn^{2})$ , これを $O(q)$ 個計算するので，Step $3a$ の計算量は $O(qdn^{2})$

と見積もられる．前章の議論より，行列積の回数を最小にする $q$ や $d$ の値は $q\simeq d\simeq\sqrt{m}$ であるので，こ

の場合の Step $3a$ の計算量は $O(mn^{2})$ と見積られる．

一方，Step $3b$ の計算量は以下の通り見積もられる． $A^{d}$ は Step 2であらかじめ計算されて用意されて

おり，本ステップで行われる計算は $A^{d}R_{j+1}+R_{j}(j=q, \ldots, 1)$ の計算の繰り返しである．この中で計算

量を支配するのは行列積 $A^{d}R_{j+1}$ であり，その計算量は $O(n^{3})$ と見積もられる．これを $q$ 回繰り返すので，

Step $3b$ の計算量は $O(qn^{3})$ と見積もられる．前章の議論より，行列積の回数を最小にする $q$ や $d$ の値は

$q\simeq d\simeq\sqrt{m}$であるので，この場合の Step $3b$ の計算量は $O(\sqrt{m}n^{3})$ と見積もられる．

以上を比較し，本稿では $\sqrt{m}n^{3}>mn^{2}$ , すなわち

$n>\sqrt{m}$ (5)

を仮定した 1) 上で，Step 3$b$ に現われる行列-行列の乗算を並列化することにした．

3.2 並列化の実装方法と手順

我々は，本稿において，上記の並列化を実装する環境として，我々がこれまで行列 Horner法の実装を行っ

てきた数式処理システム Risa/Asir を用いる．さらに Risa/Asir 上の並列計算実装環境として，小原 [9] に

よる並列計算フレームワーク $oh_{-P}$ を用いる． $oh_{-P}$ は以下の特徴をもつ ( 詳細は小原 [9] を参照).

1. OpenXM プロトコル上に Asir (言語) で実装された Asir (言語) 用のソフトウェアパッケージで

ある (OpenXM は，同一もしくは異なる計算機上のプロセス間で，数式処理をはじめとする数学情

報を扱い，情報のやりとりや計算の制御を行うための手順 (プロトコル) である．)

2. OpenXM がプロセス単位での並列計算に対応することから， $oh_{-P}$ もプロセス単位での並列計算を

行う．

3. oh-pにおける並列計算の単位は，1個の client と $l$ 個の server により構成される．

4. 並列計算の際は，clhent からジョブの集合の要素を各 server に投入して計算させ，計算結果を client

に集める．ジョブの各要素間の依存性にも対応した処理が可能である．

次に，並列化の手順を述べる． $A,$ $B$ を $n$ 次実正方行列とし， $A$ を適当に分割することにより，積 $AB$ の

計算を並列化する手順として，本稿では以下の異なる 2種類の並列化を考える．

［並列化 1］ $A$を行ベクトノレに分割する．$A=t(a_{1}, \ldots, a_{n})$ , $a_{j}\in \mathbb{R}^{n}(j=1, \ldots, n)$ とし，$AB=t(^{t}Ba_{1}, \ldots,tBa_{n})$

により $AB$ を求める． $tBa_{j}$ の計算を各 server に割り振ることで並列化する． $A$ の列数が server の個

数を上回るときは， $t_{Ba_{1}}$ から順次 (計算が終わつて) 空いている server に計算を割り振る．

［並列化 2］ $A$ を行ブロックに分割する． $n$ を $l$ で割った商を $q$ , 剰余を $r$ とするとき

$A=t$ $(A_{1}$ $A_{2}$ . . . $A_{l-1}$ $A\iota)$ , $A_{j}\in\{\begin{array}{l}\mathbb{R}^{nxq} j=1, .. . , l-1\mathbb{R}^{nxr} j=l\end{array}$

1)我々が本算法の適用範囲として想定している多項式は，行列の特性多項式や，それを割り切るような多項式 (特性多項式の既約
因子の積) であるため， $n\geq m$ をみたすとしてよい．その点において，式 (5) の仮定は妥当なものである．
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(すなわち， $A$ を $l$ 行毎の行ブロックに分割し，最後のブロックを $A$ の下から $r$ 行からなるブロック

とする) とし，

$AB=t(tBA_{1}$ $tBA_{2}$ . . $tBA_{l-1}$ $tBA)$

により $AB$ を求める． $tBA_{j}$ の計算を各 server に割り振ることで並列化する． $A$ のブロック分割数

が server の個数を上回るときは， $tBA_{1}$ から順次 (計算が終わって) 空いている server に計算を割り
振る．

4 実験

本章では，前章に述べた行列 Homer法の並列化の実装による効果を確かめるために行った実験の結果を

示す．

各算法の実装は数式処理システム Risa$/$Asir 上で行い，実験を行った．実験環境は以下の通り :Intel(R)

Xeon(R) E5607 (4 cores) $\cross 2$ at 2.27 GHz, RAM $64GB$ , Linux 2.6.32-5-amd64 (SMP).

本章の各実験は，以下の問題に対して行った．

$\bullet$ 行列 $A,$ $M$ は 64次正方行列 $(n=64)$ とし，各要素は長さ 64 ビットの整数で無作為に与えた．

$\bullet$ 多項式 $g(\lambda)$ の次数は 64次 $(m=64)$ とし，係数は長さ 64 ビットの整数で無作為に与えた．

$\bullet$ 以上の $A,$ $M,$ $g(\lambda)$ に対し， $g(A)M$ を行列 Horner 法で計算し，計算時間を測定した．

$-$ Horner 法の分割次数 $d$ は，我々の先行研究の実験結果から，上で与えた問題に対する最適値と

して 8に設定した．

一行列 $A$ として異なるものを 10個用意し，$g(A)M$ の計算を，各分割数あたり 1回ずつ，計 10回

行い，計算時間とメモリ使用量の平均値を計算した．これらの計算において，行列 $M$ は同じも

のを用いた．

以上の要領で与えた問題に対し，各実験では oh-p において起動する serverの個数 (すなわち並列度) を 1

(逐次処理), 2, 4, 8と変化させ，それぞれの場合の計算時間を比較した．

そして，行列どうしの乗算に対し，前章に述べたように異なる手順による並列化を行い，それぞれの場合

における計算効率の比較を行った．

4.1 実験 1: 行ベクトル単位の並列化の場合

本実験では，前章の［並列化 1］$\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ従い，行列の乗算を行ベクトル単位で並列化した．

実験結果を表 1および図 1に示す．表 1において，“‘$\#$ Cores (CPU)” は起動した serverの個数 (用い

た CPU のコア数) を表す．“Time (preprocessing)”, “Time (Horner)” および “Time (total)” Iは，それぞ

れ，Horner 法の前処理 (アルゴリズム 1の [Step 1] および [Step 2]) の時間，行列 Horner 法 ( アルゴリ

ズム 1の [Step 3]) の時間，および両者の合計を秒単位で，小数第 3位で四捨五入して表したものである．

図 1は表 1を棒グラフで表したものである． $x$ 軸は計算時間 (秒) を表し， $y$ 軸は用いた CPU のコア数を

表す．グラフのうち，網かけの部分および塗りつぶしの部分は，それぞれ表 1の “‘Time (preprocessing)” ,

“Time (Horner)” を表す．ここで，“Time (preprocessing)” の部分 (棒グラフの斜線部) に対応する算法の

ステップは並列化を行っていないので，その計算時間は用いた CPU コアの個数に依存せず，ほぼ一定であ

る点に注意する．
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実験結果を見ると，用いる CPU のコア数がより大きくなるのに対し，“Time (Horner)” の部分 (棒グラ

フの塗りつぶしの部分) の値がより小さくなることから，並列化の効果がある程度は現われていることが

わかる．しかしながら，コア数が 1から 2. 2から 4, . . . と 2倍になっても，行列 Horner法の計算時間が

半分になっているわけではない．すなわち，CPU の並列度に相当する計算の効率化が達成されていないこ

とが見てとれる．

この理由を考察すると，本実装では行列 $A$ を 1行ずつ分割して serverに計算を割り振ることから，計算

前後の client と server 間のデータ転送が $A$ の行数分 (本実験では各 64回) 発生することによる通信コスト

が大きくなっていることが考えられる．

4.2 実験 2: 行ブロック単位の並列化の場合

本実験では，並列処理における通信コストの削減を目指し，前章の［並列化 2］に従い，行列の乗算を行プ
ロック単位で並列化した．なお，本実験においても，“Time (preprocessing)” の部分 (棒グラフの斜線部)

に対応する算法のステップは並列化を行っていないので，その計算時間は用いた CPUコアの個数に依存せ
ず．ほぼ一定である点に注意する．

実験結果を表 2および図 2に示す．以下，表およびグラフの要領は実験 1の場合と同様である．計算時
間のうち，“Time (Horner)” で表される行列 Homer 法の計算時間は，実験 1の場合と比較すると，より

CPU のコア数の増加に対して反比例に近い割合で減少している．この結果から，行列の乗算を行プロック

単位で並列化した実装は，並列化の効果がより大きいことがわかる．

4.3 実験 3: 実験 2に加えて，Horner法の前処理も並列化した場合

本実験では，前節の実験 2で行った［並列化 2］による [Step $3b$] (4) の並列化に加え，アルゴリズム 1の

[Step 1] および [Step 2] の部分についても ［並列化 2］による並列化を行った．
実験結果を表 3および図 3に示す．“Time (Homer)” の部分 (棒グラフの塗りつぶしの部分) の計算時

間は，実験 2の結果とほぼ同様である．これに対し，(Time (preprocessing)”の部分 (棒グラフの斜線部)

の計算時間が，実験 2の結果に比べて減少していることに注意する．特に，CPU の並列度 (コア数) が 8

コアの場合の計算時間は，実験 3では実験 1の計算時間の約半分まで抑えられている．

5 まとめ

本稿では，行列 Horner 法の並列化の実装方法について議論し，いくつかの実装方法について，計算機実

験により，実際の効率を比較した．

行列 Horner 法の並列化にあたっては，計算量の見積もりから，行列の乗算を並列化することにし，その

結果、 計算機実験においてもその効果が確かめられた．

行列の乗算の並列化法においては，行列を $1$ ) $1$ 行毎に分割する並列化，2) CPU のコア数に応じた行プ

ロックに分割する並列化，の 2通りの実装を比較した結果，2) の行ブロックに分割する並列化がより効率

的であるとの実験結果を得た．並列処理においては，計算の粒度 (並列に実行させるタスクの大きさ) を適

切に設定することが重要である [11, p. 399] とされるが，本稿の実装においては，より粒度が粗い 2) の実

装の方が並列化の効果がより大きいといえる．

今後は，本稿で比較した実装も用いながら，我々が行ってきた行列の最小消去多項式や固有ベクトルの算

法に応用し，それぞれの算法の効率化を行っていきたいと考えている．
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表 1: 実験 1の計算時間．詳細は第 4.1章を参照．

図 1: 表 1のグラフ．詳細は第 4.1章を参照．

表 2: 実験 2の計算時間．詳細は第 4.2章を参照．

図 2: 表 2のグラフ．詳細は第 4.2章を参照．
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表 3: 実験 3の計算時間．詳細は第 4.3章を参照．

図 3: 表 3のグラフ．詳細は第 4.3章を参照．
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