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1. リーマン面の退化族

リーマン函の退化族とは 2次元複素多様体 $M$ からリーマン面 $\langle$ 1次元複
素多様体) への固有で全射な正則写像 $\pi:Marrow R$ で、 $R$ のほとんどすべて
の点 2のファイバー (一般ファイバー) $\pi^{-1}(z)$ が双曲型リーマン面になって
いるものである。以下では $\pi$ は局所非自明、つま 9 $R$ の任意の点 $p$ の円板
近傍 $U$ において $\pi^{arrow 1}(U)$ が直積 $\pi^{rightarrow 1}$ ) $xU$ と双正期でないと仮定する。 $R$

から $M$ への正則写像 $\epsilon$ : $Rarrow M$ が $\pi$ の正則切断であるとは、 $\pi os\approx$ 嘱龍
を満たすものとする。 $\pi$ の正則切断全体を $S$ とすると、 $S$ は有限集合になる
ことが知られている (関数体上のMordellの定理 I1,31)。以下では $R$ がトー

ラスで一般ファイバーが $n$ 次巡回群の自己同型を持つ種数 $n$ のりーマン面に

なるような退化族を具体的に構成し ([2])、その特異ファイバーや正則切断を
決定する。

2. シグマ函数

$\Omega$ を $C$ の格子都分群とする。 $\Omega$ は $C$ に平行移動で作用する。次の無限積
で定義される関数を Weierstrass のシグマ函数という。

$\sigma\langle z):=z\prod_{w\epsilon\Omega-\{\mathfrak{o})}(1-\frac{z}{w})\exp\langle\frac{z}{w}+\frac{z^{2}}{a_{t^{l}}})$

$Weierstr\theta$ のぺー函数

$\mathcal{P}(z):=\frac{1}{z^{2}}+\sum_{w\epsilon\Omega-\{0\}}(\frac{1}{(z-\omega)^{2}}-\frac{1}{\omega^{2}})$

の原始関数である Weierstr面のゼータ函数

$\zeta(z\rangle:=-\int \mathcal{P}(z)dz=\frac{1}{z}+ \sum (\frac{1}{z-\omega}+\frac{1}{\omega}+\frac{z}{z^{2}})$

$\omega\in\Omega-\{0\}$

との閥に、 シグマ函数は次のような対数徽分の関係がある。

$\frac{d}{dz}\iota oe\sigma(z\rangle=\frac{\sigma’(z)}{\sigma(z\rangle}=\zeta\langle z)$

シグマ函数の基本的な性質を以下にまとめておく。

Proposition 1. (1) $\sigma(z)$ は整関数かつ奇関数である。
$(l\}\sigma(z)$ は格子 $\Omega$ 上にのみ 1位の零点を持つ。
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(S)格子 $\Omega$ の自由 $Z$ 加群としての生成元 $\omega_{1},\iota*$ を $Im(\infty/\omega_{1}\rangle>0$ を

満たすよう $\eta_{1}:=\Sigma\iota_{\zeta(\omega_{1})},$ $W:=l1\zeta(w)$ とする． $\Omega$ の元
$\omega=\mu\iota+$ 争内 $(p,q\in Z)$ に $\mathfrak{B}$ し

$\tau$ $\eta:=p\eta_{1}+q\hslash$ とするとき、閤数
$f:Cx\Omegaarrow C$ を

$f(z, \omega):=(-1\rangle^{n+p+q}\exp(\eta(z+\frac{w}{2}))$

と定義すると、 $f$ は零点を取らない整関数で $\sigma(z)$ は $\omega\in\Omega$ による平
行移励の作用に関して次のような保型性を持つ。

$\sigma(z+w)=f(z,\omega)\sigma(z)$

(4)次の関係式が成り立つ。

$\frac{\sigma(u)\sigma(u-2z\rangle}{(\sigma(z)\sigma(u-z\rangle)^{2}}=\mathcal{P}(z)-\mathcal{P}(u-z)$

このようにシグマ函数は格子 $\Omega$ に関する 2重周期関数、すなわち楕円欄数で
はないが、 $\Omega$ の $C$ への平行移鋤の作用による商空聞であるトーラス $R:=C/\Omega$

上の正則魔線東の正則切断として解釈できる。以下このことを説明する。
$\omega\epsilon\Omega$ に対 $LC^{2}$ の自己同型写像を

$(z,\zeta)\mapsto(z+\omega,f(u,\omega)\zeta)$

と定養する．このときmdre の闘係式 $\eta_{1}w_{2}-m\omega_{1}=2\pi i$ により $\Omega$ は $C^{2}$

に作用している。 この作用が誘導する商写像 $C^{2}/\Omegaarrow R$ はトーラス $R$ 上

の正則直線束を定める。 この正則直線束を $L$ とすると、次で定義される写像
$\sigma:Rarrow L$

$\sigma(Z):=(z,\sigma(z\rangle)$

は $L$ の正則切漸である．

3. 退化族の構成

一般ファイバーがトーラスの 2点分岐 $n$ 重被覆で得られるリーマン面にな
るような遇化族を構成する．そのためにまずトーラス $R$ のコピー $T$ を用慧

してそれらの直積 $RxT$ を考える。そして $R$ から $T$ へ 2つの写像を用意し、
それらのグラフで $RxT$ の $n$ 重分岐被覆を取ればよい．そこでまず $RxT$

上の正期直線東 $\pi_{1}:L_{1}arrow RxT$ とその正則切断 $\sigma\iota$ : $RxTarrow L_{1}$ で、零切
断 $g_{CL_{1}}$ の $\sigma_{1}$ による逆像が $RxT$ の $R$ 方向の射影に関するファイバーと
(一般に $\rangle$ 2点で交わるものを構成する。そして L1 $=$ L整となる正則直線東
$\pi r:harrow RxT$ を構成し、 $\sigma_{1}(RxT)cL_{1}$ を $L_{2}$ に引き戻すと、零切断 $\Phi$

でのみ分岐する $\sigma_{1}(RxT).CL_{1}$ の $n$ 巡回分岐被口が得られ、 $R$ 方向の射影
を考えると求める写像 $\pi:Marrow R$ が得られる。ただし $M$ は特輿点を持つ解

析曲薗なので、特異点を解消して退化族脅: $\hat{M}arrow R$ が得られる。以下この

アイデアを異体的に実行する。
まず第 Iの正剣竃線東 $L_{1}$ を定義する。

$P\omega po\iota$itkn 2. (1) $(w_{l},\omega_{u})\in\Omega^{2}$ に対しの自己岡型写像を

$\langle z,u,\zeta)\mapsto(z+w_{l},u+\omega_{u}, f(u,\omega_{u})^{n-1}f(u-nz,\omega_{u}-|u\nu_{l})\zeta)$

と定義すると、 $\Omega^{2}$ の $C$’への作用になっている。
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($\ovalbox{\tt\small REJECT}$りこの作用が誘導する商写像 $C^{3}/\Omega^{2}arrow RxT=C^{2}/\Omega^{2}$ は $RxT$ 上の
正則直線東を定める。

(S)この正則直線束を $\pi_{1}$ : $L_{1}arrow RxT$ とすると、次で定義される写像
$\sigma_{1}:RxTarrow L_{1}$

$\sigma_{1}(\overline{(z,u)}):=\overline{(z,u,\sigma(u)^{n-1}\sigma(u-nz))}$

は $L_{1}$ の正鋼切断である。

07し
$\angle 2$

$R$

次に第 2の正則直線東玩を定義する。

Proposition 3. (J) $(w_{z},w_{u})\in\Omega^{2}$ に双し $C^{3}$ の自己同型写像を

$(z,u,\zeta)\mapsto(z+\omega_{z},u+\omega_{l},f(z,w_{z})^{n-1}f(u-z,w_{u}-\omega_{z})\zeta\rangle$

と定義すると、 $\Omega^{2}$ の $C^{3}$ への作用になっている。
御この作用が誘導する写像 $C^{3}/\Omega^{2}arrow RxT=C^{2}/\Omega^{2}$ は $RxT$ 上の正

則直線東を定める。
(S)この正期画眼東を玩とすると、次で定義される写像 $\rho_{1}$ : $L_{2}arrow L_{1}$

$\rho_{1}(\overline{(z,u,\zeta)})=\overline{(z,u,び)}$

は $weti-d\epsilon find.$

Remark 1. つまりシグマ函数の満たす関係式

$\frac{\sigma\langle u)\sigma(u-2z)}{\langle\sigma(z)\sigma(u-z)\rangle^{2}}=\mathcal{P}(z)-\mathcal{P}(u-z)$

が種数 2の場合の退化族の構成に利用されていて、種数 $n$ の場合は

$\sigma(u)^{n-1}\sigma(u-nz)$

$\langle\sigma\langle z\rangle^{n-1}\sigma(u-z\rangle)^{n}$

が楕円関数でかけて、その関係式が種数 $n$ の場合の退化俵の構成に利用され
ている。
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そこで $M:=\rho_{1}^{1}(\sigma_{1}(RxT))$ とすると $\pi_{1}\circ\rho_{1}$ : $Marrow RxT$ は因子 $\sigma_{1}^{-1}(\omega$

で分岐する $n$ 重巡回分岐被覆になっている。
よって實 $:=\pi n^{o}\pi_{1}\circ\rho_{1}:Marrow R$ とすると、 $R$ の点 2が $n$ 等分点でなけ

れば、 フブイバー $\pi^{-1}(Z)$ は $T$ の 2点 $\Phi$ と酊でのみ $n$ 重に分岐する櫨数
のリーマン面になる。 しかし $M$ 自身は特異点を持つ解析曲薦なので特異点
を解消する必璽がある．

$R$ から $T$ への写橡竃 $=\varpi_{\overline{u}=\overline{n}Z}$ の $RxT$ 内のグラフをそれぞれ $r_{\Phi},r_{n}$

とすると、因子 $\sigma_{\tilde{\iota}^{1}\mathfrak{G}}$ は $\sigma_{1}^{-1}O$) � $(n-\backslash 1)\Gamma_{0}+r_{n}$ と表せる。 よって $M$ は

$\Gamma_{\theta}$ 上で局所的に $x^{n-\iota}y=z^{n}$ と表され $x=z=0$ で特員点を持つ。 よって
$x=z\neq 0$ に沿ってブローアップ $\hslash$ : $\hat{M}arrow M$ すると特異点が解消される。

以上から得られる $\hat{\pi}:=\pi 0\mu:.\hat{M}arrow R$ がリーマン面の退化族になる。 その

際 $n$ 等分点 $\not\subset n$ のファイバー $\hat{\pi}^{-1}(_{n}$ ) にはブローアップの際に屍れた例外因

子の一部である例外曲線が境れることに注意する。

$\llcorner \mathfrak{i} Ll$

$v_{l} \downarrow$

$R$

Theorun $l$ . 退化族 $\hat{\pi}$ : $\hat{M}arrow R$ の特異フアイバーは $n$ 等分点 En のファ
イバー $\#^{-1}$〈重〉で、顧数 $0$ のリーマン面と $n$ 側の種数 1のリーマン画から
なる。

$P|\alpha f$. まず $\pi$ : $Marrow R$ による $n$ 等分点讐のファイバー $\pi^{arrow\iota}(_{1l}^{E}$) を計算

すると

$\pi^{-1}(\frac{\overline {}w}{n}) = \rho_{\overline{1}}^{1_{O}}\sigma_{1}(\overline{(\frac{\omega}{n},u)})$

$= \rho_{1}^{-\iota_{o}}\overline{(\frac{\omega}{n},u,\sigma\langle u)^{n-1}\sigma\langle u-n\cdot\frac{w}{n}))}$

–
$= \rho_{\overline{\iota}^{1}}\circ(-,u,\sigma(u\rangle^{n-1}\sigma(u-\omega)\rangle$

$n$

$= \rho_{\overline{1}}^{1_{O}}\overline{\langle\frac{\omega}{n},u,f(u,-w\rangle\sigma(u\rangle^{n})}$
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よって $T$ からの $n$ 個の写像 $\sqrt[n]{f(u,\sim\omega\rangle}\sigma(u)$ の像として、 $\pi^{-1}(\frac{w}{n}\rangle$ は $n$ 個の

トーラスが 1点 $\rho_{1}^{-1}\circ(_{n}^{\alpha},O,O$) で交わっていることが分かる。 この点は $M$ の

特興点でもあるのでプローアップにより例外曲線に敢り替わる。 $0$

退化族膏: $\hat{M}arrow R$ に対しその正則切断の全体を $\mathcal{S}$ とする．

$S:=\{\epsilon:Rarrow\hat{M}[s$ は正嗣で $\dot{\pi}\circ s=d_{R}$}
$M$ は $RxT$ の $n$ 次巡回分岐被覆なので、各ファイバーに $n$ 次巡圃群として
作用する自己岡型 $J:Marrow M$ が存在し、自己同型 $\hat{J}:\hat{M}arrow\hat{M}$ を誘導する。
また $\epsilon \mathcal{S}$ に対し、 $j_{\ell:=}J_{oS\in}$ となる。 このときファイバーの分岐点を
対応させる写像

$\epsilon o(z):=\overline{(z,\mathfrak{o},o)}, s_{n}(z):=\overline{(z,nz,0\rangle}$

は $S$ の元であり、 自明な正則切断と解ぶ。 これは $\hat{J}$ の $\mathcal{S}$ への作用の固定点
でもある。

$R$ から $T$ への正期写像の全体を $Hd(R,T\rangle とすると S から Hd(\ T)$ へ

の次のような写像を考える。

$\Phi:Sarrow Hd(R,T\rangle, srightarrow\pi\tau^{os}$

Proposition 4. (l). 自明でない正期切断 $s,s’\in S-\{\epsilon 0,s_{n}\}$ に対し、
$\Phi(s)=l(s’)$ となるための必要十分条件は、 ある $k\in N$ が存在して

$\acute{}$

$d=\hat{J}^{k_{S}}$ となることである。
$(の自明でない正則切断 s\in \mathcal{S}-\{\epsilon_{O},\epsilon_{n}\} に対し、 \Phi\langle\epsilon)$ $:Rarrow T$ は不分
岐被覆写像である。

以下 $\Phi(S\rangle$ を決定することを目標とする．その候補として次のような $Hd\langle R_{\eta}T\rangle$

の部分集舎 $\mathcal{H}$ を考える。

$\mathcal{H}:=\{g\in Hd(R,T)|g$ は不分岐被覆写像で $r_{9}\{\rceil(r_{0}ur_{n})c\Gamma \mathfrak{g}$

ここで $r_{l}$ は写像 $g:Rarrow T$ の $RxT$ 内でのグラフとする。 このとき
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Proposttion $. $l(S)\subset \mathcal{H}.$

さらに

Propesitton 6. アファィン写像 $Az+B$ が $\mathcal{H}$ の元を誘導するための必嬰十
分条件は以下の通り。

$A\Omega\subset\Omega, n\Omega\subset A\Omega, n\Omega\subset(A-n\rangle\Omega$

Corol $l$ . 格子 $\Omega$ が虚数乗法を持たない、つま 9 $A\Omega\subset\Omega$ を満たす複

素数 4は整数のみと仮定する。 このとき $\mathcal{H}$ の元を騰導するアファイン写像
$Az+B$ は、 $n$ が脊数ならば存:在せず、偶数ならば

$\frac{n}{2}(z+\frac{w}{n})$

となる。

$Th\infty reml.$ $\Phi(S)\Rightarrow_{:}\cdot \mathcal{H}$ . つまり $n$ が偶数のとき、アファイン写像 $\#\langle z+_{n}^{u}$ )
が誘導する不分岐被覆写像 9: $Rarrow T$ はある正則切断による $\Phi$ の像である

Proof.
$\epsilon(z\rangle=\sigma_{1}(z,\frac{n}{2}(z+\frac{\omega}{n})) = (z, \frac{n}{2}(z+\frac{w}{n}\rangle,\sigma\langle\frac{n}{2}(z+\frac{\omega}{n}))^{n-1}\sigma\langle\frac{n}{2}\langle z+\frac{w}{n}\rangle-nz))$

$= \langle z, \frac{n}{2}(z+\frac{w}{n}),\sigma(\frac{n}{2}(z+\frac{w}{n})\rangle^{n-1}\sigma\langle-\frac{n}{2}(z+\frac{w}{n}\rangle+w))$

$= \langle z, \frac{n}{2}(z+\frac{w}{n}),-f(\frac{n}{2}\langle z+\frac{\omega}{n}\rangle, -w)\sigma(\frac{n}{2}(z+\frac{w}{n}\rangle)^{n})$

$= (z, \frac{n}{2}(z+\frac{w}{n}), (\sqrt[*]{-f\langle\frac{n}{2}(z+\frac{\omega}{n}\rangle,-w)}\sigma(\frac{n}{2}(z+\frac{w}{n}\rangle)\rangle’.)$

$o$

$Co\infty 1$lary 2. 格子 $\Omega$ が虚数乗法を持たないとする。 このとき正則切断の個
数は、 $n$ が奇数ならば自明な正則切斯のみの 2個で、偶数ならば 個
である。
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