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1 はじめに

全域木混雑度とは，Ostrovskii[5] が定義したグラ

フパラメータである．無向グラフ $H$ は連結とし，

$H$ の全域木を $T$ とする．各 $\{u, v\}\in E(H)$ に対

し， $T$ 上の $u-v$ パスを迂回路と呼ぶ． $e\in E(T)$

の混雑度を $e$ を含む迂回路の本数とし， $cng_{T}(e)$ で

表す． $T$ の $H$ での混雑度を $T$ の全ての辺の混雑

度の最大値と定義し， $cng_{H}(T)$ で表す．すなわち，

$cng_{H}(T)=\max_{e\in E(T)}cng_{T}(e)$ とする． $H$ の全域木

混雑度を $H$ の全ての全域木のうち，最小の混雑度で

定義し， $stc(H)$ で表す．すなわち，

$stc(H)=\min\{cng_{H}(T)|T$ は $H$ の全域木 $\}$

とする．全域木混雑度問題とは，グラフ $H$ と正整

数 $k$ が与えられたとき，$stc(H)$ が $k$ 以下かどうかを

判定する問題である．また， $cng_{G}(T^{*})=stc(G)$ を

満たす全域木 $\tau*$ を $G$ の最小混雑全域木 (minimal

congestion spanning tree) と言う．

$v\in V(H)$ の $H$ での隣接頂点の集合を $N_{H}(v)$ で表

す． $v$ の $H$ での次数を $d_{H}(v)$ で表す．頂点の部分集

合 $S\subseteq V(H)$ で誘導される $H$ の部分グラフを $H[S]$

と表す． $e\in H$ に対して， $H-e$ を $H$ から $e$ を除い

て得られるグラフとする． $A,$ $B\subseteq V(H)$ に対して，

$E(A, B)=\{\{u, v\}\in E(H)|u\in A, v\in B\}$ と定義

する．$S\subseteq V(H)$ に対して，$\theta_{H}(S)=E(S, V(H)\backslash S)$

と定義する． $T$ を連結な木とする． $e\in E(T)$ に対し

て， $T-e$ の 2つの連結成分の 1つを $A_{T}(e)$ とする．

$B_{T}(e)=V(T)\backslash A_{T}(e)$ とする． $cng_{T}(e)$ に対して成

り立つ事実を以下に観察としてまとめる．

観察 1.1. ([4]) $H$ を連結無向グラフとし， $T$ を $H$

の全域木とする．以下が成り立つ．

$cng_{T}(e)=|\theta_{H}(A_{T}(e))|$

$= \sum_{v\in A_{T}(e)}d_{G}(v)-2|E(H[A_{T}(e)])|.$

全域木混雑度問題については様々な結果が報告さ

れている [1, 2, 4]. 特に，岡本ら [4] は splitグラフ

や chain グラフなどの比較的単純な構造のグラフに

対してさえ全域木混雑度問題が NP 完全であること

を示した．split グラフの NP 完全性から，グラフの

直径が 3以下に制限される密なグラフに限定しても，

全域木混雑度問題は NP 完全であることがわかる．

本研究では直径が 3以下のグラフ上の全域木混雑

度問題を扱う．2章で任意のグラフに対する全域木

混雑度の下界と，本研究で扱うグラフクラスを導入

する．3章では split グラフ上の近似アルゴリズムを

設計する．4章で co-chain グラフ上の多項式時間ア

ルゴリズムを述べる．

2 準備

2.1 最小混雑木

本節では全域木混雑度問題の実行可能領域を緩和

した問題である最小混雑木を導入する．最小混雑木

は 3章の近似アルゴリズムの設計の際に，全域木混

雑度の下界を達成する木として用いる．
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$H$ の木混雑度 (tree congestion) を

$tc(H)=\min\{cng_{H}(T)|T$ は $V(H)$ 上の木 $\}$

と定義する． $cng_{H}(T^{*})=tc(H)$ を満たす木 $T^{*}$ を

$H$ の最小混雑木 (minimal congestion tree) と

いう．最小混雑木の各枝は $G$ の辺とは限らないこ

とに注意されたい． $a,$ $b\in V(H)$ に対し， $\mu_{H}(a, b)$

を $H$ での辺素 $a-b$ パスの最大本数とし， $\mu_{H}=$

$\max_{a.b\in V(H)}\mu_{H}(a, b)$ とする．Ostrovskii[5] の結果

の一部を次の定理にまとめる．

定理 2.1. ([5]) 任意のグラフ $H$ に対して，

1. $stc(H)\geq\mu_{H}=tc(H)$ .

2. 次数が $\mu_{H}$ 以下の頂点が葉であるような $H$ の最

小混雑木が存在する．

2.2 グラフクラス

本研究で扱うグラフクラスを導入する．グラフ $G$

の頂点集合 $V(G)$ がクリーク $C$ と独立集合 $I$ に分割

できるとき， $G$ は split グラフであるという．すなわ

ち $V(G)=C\cup I$ である．

chain グラフとは，2部グラフ $H=(P, Q;E)$ で，

かつ $P$ 上に隣接頂点集合に関する線形順序 $<p$ が定

義できるグラフである．ここでの線形順序 $<P$ とは，

任意の $u,$ $v\in P$ に対して， $u<pv$ ならば $N_{H}(u)\subseteq$

$N_{H}(v)$ が成り立つものと定義する．co-chain グラフ

とは chain グラフの補グラフ $G=(P, Q;\overline{E})$ である．

split グラフ，co-chain グラフともにグラフの直径

は高々3である．

3 split グラフ上の近似アルゴリズ

ム

本章では split グラフ上の近似アルゴリズムにつ

いて述べる． $L_{T}$ を $T$ の葉の集合とする． $\alpha(T)=$

$2 \frac{|V(T)|-1}{|L_{T}|}$ とする．次の定理が成り立つ．

定理 3.1. split グラフ上の全域木混雑度問題に対す

る $\alpha(T[C])+2$ 近似アルゴリズムが存在する．

本稿では定理 3.1の証明は省略する．Algorithml

に本章のアルゴリズムを与える．アルゴリズムの概

要は以下の通りである．まず splitグラフ上の最小混

雑木を求める．次に最小混雑木から全域木を求める

問題を整数計画問題として定式化する．これを LP

緩和し，反復丸め法 [3] を用いて近似解を得る．

まず split グラフ上の最小混雑木について述べる．

以下の補題が成り立つ．

補題 3.2. $G$ を split グラフとする．任意の独立集合

の頂点が葉であるような $G$ の最小混雑木が存在する．

証明．任意の $u\in I$ に対して， $d_{G}(u)\leq|C|$ である．

また，次数が 2以上である独立集合の頂点が存在す

るとき， $\mu c\geq|C|$ が成り立つ． $d_{G}(u)\leq\mu c$ なので，

定理 2.1の 2より，任意の独立集合の頂点が葉であ

るような $G$ の最小混雑全域木が存在する．口

次に最小混雑木から全域木を求める問題を定式化す

る．補題 3.2を満たす最小混雑木を $T$ とする．このと

き，明らかに T\’iC] は連結である． $T$ から全域木を得

るために独立集合の各頂点を $G$ の辺で接続しなおす

必要がある．この問題を整数計画問題へ定式化する．

定式化のために記号を導入する． $F=E(C, I)$ とす

る．split グラフ上の全域木 $T$ と $e\in E(T)$ に対して，

$C_{A_{T}(e)}=A_{T}(e)\cap C,$ $C_{B_{T}(e)}=B_{T}(e)\cap C,$ $I_{A_{T}(e)}=$

$A_{T}(e)\cap I,$ $I_{B_{T}(e)}=B_{T}(e)\cap I$ とする． $\Gamma(i, e;T)$ を

$\Gamma(i, e;T)=\{\begin{array}{l}N_{G}(i)\cap C_{A_{T}(e)} i\in I_{B_{T}(e)},N_{G}(i)\cap C_{B_{T}(e)} i\in I_{A_{T}(e)}.\end{array}$

と定義する． $e$ $\in$ $T[C]$ に対して， $B_{e}$ $=$

$\sum_{u\in I}|\Gamma(u, e_{\rangle}\cdot T)|$ とする．変数 f $\in$ F{こ対して， $x_{f}$

を

$x_{f}=\{\begin{array}{l}1 f\in T’0 otherwise\end{array}$
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と定義すると，定式化は以下のようになる．

(IP)

subject to.

$\sum_{v\in N_{G}(u)}x_{\{u,v\}}=1$

$\forall u\in I$ , (1)

$\sum_{u\in I_{B_{T}(e)}}\sum_{v\in C_{A_{T}(e)}}(d_{G}(u)-2|\Gamma(u, e;T)|)x_{\{u,v\}}$

$+ \sum_{u\in I_{A_{T}}(e)}\sum_{v\in C_{B_{T}(e)}}(d_{G}(u)-2|\Gamma(u, e;T)|)x_{\{u,v\}}$

$\leq B_{e}$ $\forall e\in T(C)$ , (2)

$x_{f}\in\{0$ , 1 $\}$ $\forall f\in F$ . (3)

便宜のため，$I’:=I,$ $C’:=C\backslash \{v_{1}\},$ $F’:=\{\{u, v\}\in$

$F|u\in$ I’and $v\in C’$ } として，(IP) を LP 緩和す

ると，以下の線形計画問題を得る．

(LP) $[I\prime, C’;F’;B’]$

subject to.

$\sum_{v\in N_{G}(u)}x_{\{u,v\}}=1$

$\forall u\in I$ , (4)

$\sum_{u\in I_{B_{T}(e)}}\sum_{v\in C_{A_{T}(e)}}(d_{G}(u)-2|\Gamma(u, e;T)|)x_{\{u,v\}}$

$+ \sum_{u\in I_{A_{T}}(e)}\sum_{v\in C_{B_{T}(e)}}(d_{G}(u)-2|\Gamma(u, e;T)|)x_{\{u,v\}}$

$\leq B_{e}$ $\forall e\in T(C)$ , (5)

$x_{f}\geq$ $\forall f\in F$ . (6)

補題 3.3. (LP) $[I, C;F;B]$ は実行可能解を持つ．

証明．任意の $u\in I$ と任意の $v\in N_{G}(u)$ に対して，

$x_{\{u,v\}}= \frac{1}{d_{G}(u)}$と置く．口

$v\in C$ に対して $d_{F}(v)=|N_{G}(v)\cap I|$ とする．以

下の補題が成り立つ．

補題 3.4. $x$ を全ての要素が小数値であるような (LP)

の端点解とする．このとき， $d_{F’}(v)\leq\alpha(T[C’])$ を満

たす頂点 $v\in L_{\tau[C’]}$ が存在する．

補題 3.4から，Algorithml は多項式時間で停止

する．

$\frac{A1gorithm1反復丸め}{1:E(T):=E(T)\cap E(G),e=\{v_{i},v_{j}\}\in E(T[C])}$

とし， $v_{i}\in A_{T}(e)$ とする．

2$\cdot$. LP: $=(LP)$ とする．表記の便宜のため， $I’:=I,$

$F’:=F,$ $C’:=C$ とする．

3: while $I’\neq\emptyset$ do

4: $LP[I’, C’;F’;B’]$ を解き，その端点解を $x$ と

する．

解 $x$ に従って，LP を以下の要領で更新する．

5: $E(T’):=E(T’)\cup\{\{u, v\}\in F’|x_{\{u,v\}}=$

$1, u\in I’, v\in C$

6: for $\{u, v\}\in F’s.t.$ $x_{\{u,v\}}=1$ do

7: $I’:=1’\backslash \{u\}$

8: 任意の $e\in E(T[C])$ に対して，

$u$ $\in$ $A_{T}(e)$ , $v$ $\in$ $B_{T}(e)$ または $u$ $\in$

$B_{T}(e)$ , $v\in A_{T}(e)$ ならば，

$B_{e}’$ $:=B_{e}’-(d_{G}(u)-2\Gamma(e, u, T))$ と更新

する．

9: end for

10: $F’:=\{f\in F’|0<x_{f}<1\}$ と更新する．

11: 便宜のため，

$C”:=$ {$v\in C’|$ 補題 3.4の条件を満たす},
$I”:= \bigcup_{v\in C’},N_{F’}(v)$ と表す．

12: for $v\in C"$ do

13: $E(T’):=E(T’)\cup\{\{u, v\}\in F’|u\in$

$N_{F’}(v)\}, C’:=C’\backslash \{v\},$

$I’ :=I’\backslash N_{F’}(v) , F’ :=F’\backslash \{\{u, v\}\in F’|$

$u\in N_{F’}(v)\}$ と更新する．

14: end for

15: end while

16: return $T’$
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4 co-chainグラフ上の多項式時間

アルゴリズム

本章では co-chain グラフ上の多項式時間アルゴリ

ズムについて述べる．まず co-chain グラフ上の最小

混雑全域木に対して成り立つ補題を述べる．次にア

ルゴリズムを述べ，最後にアルゴリズムの正当性の

証明を行う．

4.1 co-chain グラフ上の最小混雑全域木

の性質

以下の補題を述べる．$p^{m\infty}=[argmax]\{d_{G}(p)|p\in$

$P\},$ $q^{\max}=[argmax]\{d_{G}(q)|q\in Q\}$ とする．

補題 4.1. $G=(P;Q, E)$ を $co$-chainグラフとする．

$G$ の最小混雑全域木のなかで，以下の条件のうち少

なくとも一方を満たすような木 $\tau*$ が存在する．

1. $\tau*[P]$ が $p^{\max}$ を除いて葉で，かつ任意の $p\in$

$P\backslash \{p^{m\infty}\}$ に対して $\{p, p^{m\infty}\}\in E(T^{*})$ .

2. $T^{*}[Q]$ が $q^{mR}$ を除いて葉で，かつ任意の $q\in$

$Q\backslash \{q^{m} \}$ に対して $\{q, q^{m\infty}\}\in E(T^{*})$ .

証明の方針．まず次の補題を示す．

補題 4.2. $G=(P;Q, E)$ を co-bipartite グラフと

する． $T$ を $G$ の最小混雑全域木とする．このとき，
$T$ から $T^{*}[P]$ が連結，または $T^{*}[Q]$ が連結であるよ

うな $G$ の最小混雑全域木 $T^{*}$ に変形できる．

次に co-chain グラフでは補題 4.2から補題 4.1を

満たす全域木へ変形できることを示す．口

以降の議論では最小混雑全域木は補題 4.1の 1を

満たすと仮定する．

4.2 アルゴリズムと正当性

本節では co-chain グラフ上のアルゴリズムについ

て述べる．アルゴリズムの方針は最小混雑全域木の

候補となる全域木を全て列挙し，最も混雑度の低い

木を出力する，というものである． $Q^{P}=\{q\in Q|$

$N_{G}(q)\cap P\neq\emptyset\},$ $|Q^{P}|=l$ とし， $Q^{P}$ の各頂点 $q^{P}$

に次数の降順で添宇をつける．すなわち $d_{G}(q_{1}^{P})\geq$

$d_{G}(q_{2}^{P})\geq\cdots\geq d_{G}(q_{l}^{P})$ とする．具体的なアルゴリ

ズムを Algorithm2で述べている．Algorithm2が最

$\overline{\frac{A1gorithm2co-chain(G)}{1:E(T_{1})arrow\bigcup_{r\in P\backslashp^{\max}}\{\{p^{\max},p\}\}\cup}}$

$\bigcup_{q\in Q\backslash \{q_{1}^{P}\}}\{\{q_{1}^{P}, q\}\}\cup\{\{q_{1}^{P},p^{\max}\}\}.$

2: $Q_{1}^{T_{1}}arrow Q.$

3: for $j=2$ , . . . , $l$ do

4: $Q_{j}^{T_{j}}arrow Q_{j-1}^{T_{j-1}}\backslash \{q_{j-1}^{P}\}$

5: E(乃) $arrow$ $E(T_{j-1}[P])$ $\cup$

$\{\{q_{j}^{P},p^{\max}\}, \{q_{j-1}^{P},p^{m} \}\}$ $\cup$

$\bigcup_{q\in Q_{j}^{T_{j}}\backslash \{q_{j}^{P}\}}\{\{q_{j}^{P}, q\}\}$

6: end for

7: $E(T_{l+1}) arrow\bigcup_{r\in N_{G}(p^{\max})}\{\{p^{\max}, r\}\}$

8: 任意の $q_{i}^{P}\in Q^{P}$ に対して， $Q_{i}^{T_{t+1}}arrow\{q_{i}^{P}\}$ と

する．

9: for $\forall q\in Q\backslash Q^{P}$ do

10: $q_{i}^{P}= \arg\min_{q_{i}^{P}\in Q^{P}}\max_{q:\in Q^{P}}|\theta_{G}(Q_{i}^{T_{l+1}}\cup\{q\})|$

$11$ : $E(T_{l+1})arrow E(T_{l+1})\cup\{\{q_{i}^{P}, q\}\}$

12: $Q_{i}^{T_{l+1}}.arrow Q_{i}^{T_{l+1}}.\cup\{q\}$

13: end for

$-4:T_{\min}= \arg\min_{T}.cng_{G}(T_{i})$

15: return $T_{\min}$

小混雑全域木を出力することを証明する．すなわち，

以下の定理を証明する．

定理 4.3. Algorithm2は $co$ -chainグラフ上の全域木

混雑度問題に対する多項式時間アルゴリズムである．

Algorithm2が多項式時間で停止することは明らか

である．よって Algorithm2の出力 $T_{\min}$ が最小混雑

全域木であることを証明する．co-chain グラフ上の

全域木 $T$ に対して， $h$ を $T[Q]$ の連結成分の数とし，

$Q_{1}^{T},$ $Q_{2}^{T}$ , . . . , $Q_{h}^{T}$ を $T[Q]$ の各連結成分とする．定理

4.3の証明のために co-chain グラフ上の最小混雑全

域木に対するいくつかの補題を導入する．
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補題 4.4. 補題 4.1の条件を満たす最小混雑全域木の

中で， $|Q_{i}^{T^{*}}\cap Q^{P}|\geq 2$ を満たす $Q_{i}^{T^{*}}$ が高々 1つしか

存在せず，さらにそのような $Q_{i}^{T}$ に対して， $|Q_{i}^{T}|>$

$\frac{|Q|}{2}$ であるような木 $\tau*$ が存在する．

補題 4$\cdot$5. $\tau*$ を補題 4.1,4.4の条件を満たす $G$ の最

小混雑全域木とする． $Q_{1}^{T^{*}}$ は $|Q_{1}^{T}\cap Q^{P}|\geq 2$ を満

たす $Q$ の部分集合とする．このとき $Q\backslash Q^{P}\subseteq Q_{1}^{T}$

を満たす $G$ の最小混雑全域木 $T^{*}$ が存在する．

補題 4.6. 補題 4.14.44.5を満たす最小混雑木の中
で，任意の $q\in Q_{1}^{T}\cap Q^{P}$ と任意の $q’\in Q^{P}\backslash Q_{1}^{T}$

に対して $d_{G}(q)\leq d_{G}(q’)$ を満たす $G$ の最小混雑全

域木 $\tau*$ が存在する．

補題 4.7. $T^{*}= \arg\min\{cng_{G}(T_{l}), cng_{G}(T_{l-1})\}$ と

する． $\tau*$ は [$p^{\max}$ から出ている辺を全て枝に持つ]
という条件のもとで; 最適な木である．

定理 4.3の証明．$\tau*$ を補題 4.1の条件を満たす最小

混雑全域木とする．条件 1を満たすと仮定する．
$|Q_{i}^{T}\cap Q^{P}|\geq 2$ を満たす $Q_{i}^{T^{*}}$ が存在するとき，

補題 4.4より，そのような $Q_{i}^{T}$ はただ 1つのみであ

る．これを $Q_{1}^{T}$ とする．補題 4.5,4.6より，任意の
$q’\in Q^{P}\backslash Q_{1}^{T}$ は $T^{*}$ において葉であり，かつ任意

の $q\in Q_{1}^{T}\cap Q^{P}$ に対して $d_{G}(q)\leq d_{G}(q’)$ が成り立

つ．この条件を満たす全域木はアルゴリズムの 2 $\sim$4
行目で列挙している．

$|Q_{i}^{T}\cap Q^{P}|\geq 2$ を満たす $Q_{i}^{T}$ が存在しないとき，

補題 4.7より，アルゴリズムの 5行目以降で最適解
を出力している．

以上から $T_{\min}$ は co-chain グラフに対する最小混

雑全域木である．口

5 おわりに

本稿では直径の小さなグラフ上の全域木混雑度問

題を扱った．まず，splitグラフに対して反復丸め法を

用いた近似アルゴリズムを設計した．次に co-chain

グラフに対して多項式時間の厳密アルゴリズムを設
計した．

今後の課題は co-bipartite グラフや，直径 2のグ

ラフ上の全域木混雑度問題について計算複雑性の解

明や，近似アルゴリズムの設計を行うことである．
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