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Abstract

本稿では，入力多項式の組が悪条件の場合 (微小主係数の近似共通因子を持つ場合) にそれらが持つ

近似 GCD の次数を見積もる方法を提案する．Bezout行列を異なった方法で計算するとき，一方は数値
的安定に構成可能，もう一方の方法では大きな計算誤差 (桁落ち誤差) が発生するが，桁落ちが規則的に
発生することを利用して次数を見積もる．ランク落ちなど数学的性質を利用するのではなく，数値的不安
定といった有限精度で計算するために発生する誤差を利用する．

1 はじめに

本稿では，浮動小数係数全体の集合 $\mathbb{F}$ を係数に持つ多項式環を $\mathbb{F}[x]$ で表す． $\deg(f)$ を多項式 $f$ の次数，

$||f||$ を $f$ の多項式ノルム (係数の絶対値の最大値) とする． $GCD$ . 近似 GCD (後述) を計算したい多項

式 $f$ と $g$ は $n=\deg(f)>\deg(g)$ と仮定する $(\deg(f)=\deg(g)$ のときは，頭項消去を行いその結果を $g$ と

置き直す).

近似 GCD は次で定義される．

定義 1(近似 GCD)

入力多項式 $f$ と $g\in \mathbb{F}[x]$ が $f=c\tilde{f}+\Delta_{f}$ と $g=c\tilde{g}+\triangle_{g}$ と多項式の積和で表現され， $\triangle_{f}$ と $\triangle_{g}$ がそれぞ

れ $f$ と $g$ に比べ小さいとする．このとき， $c$ を $f$ と $g$ の近似共通因子と呼び，次数最大の $c$ を近似 GCD と

呼ぶ．1

多項式の係数は浮動小数係数で与えられ，摂動 $\Delta_{f},$ $\Delta_{g}$ は $0$ でなく実際に含まれる微小な項である．浮動小

数 GCD [Sch\"onhage85] ではなく近似 GCD であることを強調する．

近似 GCD の計算アルゴリズムは数多く提案されている．互除法 [SN89, SS07] および QR法 [CWZO4] を

基にする算法以外は，入力に近似 GCD の次数を必要とする．これらの算法を見ると，低い次数から徐々

に次数を増やして良さそうなものを調べる方法 (rank-revealing) [YZ05], 特異値分解によって次数を定める

方法 $[Zen04a]$ , 高速 LU 分解によって計算する方法 [BB07], 既に次数に関する情報が入手済みである方法，
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に大きく分けられる．高速 LU 分解に基づく方法は近似 GCD を計算する過程で次数を見積もるため実際に

は 1つのアルゴリズムとみなすことができる．その他の方法については，算法の過程とは別に次数を決め

る必要がある．しかしながら，次数そのものを見積もる研究はあまりなく，Winkler-Lao[WLII] による方

法など限られた研究があるが，ベースは特異値による方法であるため計算量が大きく，実際に GCD をしら

みつづしに計算してしまった方が良いなど実用的である次数の見積もる研究はほとんどされてない．

一方，近似 GCD の悪条件性に関する研究もほとんどされていない．微小主係数の近似共通因子を持つと

きに問題が算法が不安定になることが知られており [CWZ04, SS07], それぞれの著者は良条件にするため

の方法を提案している．また近似代数に限らず，悪条件の問題が現れたらそれを良条件化する方法を考える

のが通常であるが，悪条件の場合においては，決まった振る舞いで計算が不安定になることが多い．それ

故，利用する価値はあると考える．

本稿では，悪条件性 (不安定) に注目した高速に次数を見積もる方法を提案する．それゆえ，悪条件，す

なわち，微小主係数をもつ近似共通因子という条件のもと議論をすすめる．Sylvester行列，Bezout行列，

Bezout-Hankel 行列は入力多項式から構成できる行列であり GCD 計算のためよく利用される [DG02]. ま

た，行列から別の行列への変換も知られており，多項式の性質を知るため利用される．しかし，この変換は

数値的に安定しない場合があり，その性質を本稿では利用する．

2章では，利用する Bezout 行列と Bezout-Hankel 行列およびその間の関係式 (A) について復習をする．

3章では，微小主係数の近似共通因子を持つ場合の関係式 (A) の振る舞いについて，いくつかの例を示し近

似 GCD の次数を見積もる方法を提案する．4章では，提案した次数を見積もる方法の計算量を簡単に見積

もる．5章では，本稿をまとめる．

本稿で述べる方法はアイデアを述べているに過ぎず改良が必要であるが，整数係数の多項式の GCD につ

いても適応可能である．

2 アイデア

最初に，多項式 $f(x)$ と $g(x)$ に関する Bezout 行列と Bezout-Hankel行列を定義する．

定義 2(Bezout 行列)

$f(x)$ と $g(x)$ から構成される Bezout 行列 Bmat$(f, 9)$ は次で定義される．

Bmat $(f,g)=(\begin{array}{lll}b_{0,0} \cdots b_{0,n-1}\vdots \ddots \vdots b_{n-1,0} \cdots b_{n-1,n-1}\end{array})\in \mathbb{F}^{nxn}$ . (1)

ここで， $(i,j)$ 要素 $b_{i-1,j-1}$ は多項式 $\frac{f(x)g(y)-f(y)g(x)}{x-y}=\sum_{0\leq i,j\leq n-1}b_{i,j}x^{i}y^{j}\in \mathbb{F}[x, y]$ の $x^{i-1}y^{j-1}$ 係数

である．1

特に，Bmat $(f, 1)\ovalbox{\tt\small REJECT} gf(x)$ の係数から構成される次の行列である．

Bmat $(f, 1)=(f_{n}f_{1}f_{2}$

$f_{2}.$

$f_{n})\in \mathbb{F}^{n\cross n}$ . (2)
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定義 3 (Bezout-Hankel 行列)

$f(x)$ と $g(x)$ から構成される Bezout-Hankel 行列 Han$(f, g)$ は次で定義される．

$Han(f,g)=(\begin{array}{llll} \end{array})\in \mathbb{F}^{n\cross n}$ , (3)

ここで，各要素 $h_{i}$ は $\frac{g}{f}$ を無限遠点上 $(x=\infty)$ で Taylor 展開したときの $x^{-i}$ 次の係数である :

$\frac{g(x)}{f(x)}=h_{1}x^{-1}+h_{2}x^{-2}+h_{3}x^{-3}+\ldots.$

1

Bmat $(f, g)$ は対称行列，Bmat $(f, 1)$ と $Han(f, g)$ は Hankel 行列である :行列 $M=(m_{i,j})$ が $m_{i,j}=$

$m_{i+1,j-1}$ をみたすとき，行列 $M$ は Henkel 行列であるという．

Bezout 行列 Bmat $(f, g)$ と Bezout-Hankel 行列 $Han(f, g)$ の間に，次の関係式がある [HFS9].

Bmat$(f, g)=Bmat(f, 1)Han(f, g)Bmat(f, 1)$ . (4)

ここで，各行列を生成する際に桁落ち誤差が生じないことを保証する必要があり，次が成り立つ．

補題 4(Bezout 行列の生成 :)

微小主係数な近似共通因子を持つ $f(x)$ と $9(x)$ が与えられた時，Bezout行列 Bmat $(f, g)$ の構成において，

桁落ち誤差は発生しない．I

補題 5(Bezout-Hankel 行列の生成)

微小主係数な近似共通因子を持っ $f(x)$ と $9(x)$ が与えられた時，Bezout-Hankel行列 $Han(f, 9)$ の構成にお

いて，桁落ち誤差は発生しない．I

3 微小主係数の近似共通因子を持つ場合の振る舞い

Bmat $(f, g)=Bmat(f, 1)Han(f, g)Bmat(f, 1)$ において，悪条件の場合にどうような振る舞いをするか例

を 2つあげる．例 1では良条件の場合，例 2では悪条件，すなわち微小主係数の近似共通因子を持つ場合

の振る舞いについてである．

例 1(近似共通因子の主係数が小ざくない)

$f$ と $g$ は次で与える．

$f(x)$ $=$ $(3x^{3}+x^{2}-x+1)(x^{4}+3x^{2}-3x+4)+0.001x^{5}-0.00001x^{3}$ –0.0004,

$g(x) = (3x^{3}+x^{2}-x+1)(x^{3}-3x^{2}-3x+4)+0.001x^{4}+0.00001x^{2}.$
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次の行列は Bmat $(f, g)$ と Bmat$(f, 1)Han(f, g)Bmat(f, 1)$ をそれぞれ計算後に差を計算した結果である．

Bmat$(f, g)-Bmat(f, 1)Han(f, g)Bmat(f, 1)$

$= (-8411221\cross\cross\cross\cross\cross\cross\cross 10^{-7}10^{-7}10^{-8}10^{-7}10^{-6}10^{-6}10^{-7} -1-699211\cross\cross\cross\cross\cross\cross\cross 10^{-8}10^{-7}10^{-7}10^{-7}10^{-7}10^{-6}10^{-6} -2-1-69921\cross\cross\cross\cross\cross\cross\cross 1010_{-8}^{-7}10^{-7}10^{-7}10^{-7}10^{-7}10^{-6} -2_{\cross 10^{-14}}^{\cross 10^{-7}}-1\cross 10^{-7}-8\cross 10^{-7}1^{9\cross 10^{-8}}9\cross 10^{-7}1_{\cross 10^{-9}} 7\cross 10^{-15}2\cross 10^{-9}9\cross 10^{-8}4\cross 10^{-8}9\cross 10_{0.0}^{-7}1\cross 10^{-7} -2911\cross\cross\cross\cross 10_{0.0}^{-9}10_{0.0}^{-7}10^{-7}10_{0.0}^{-7} -2\cross 10_{00}^{-8}1\cross 10^{-14}9\cross 10_{0.0}^{-8}1\cross 10_{0.0}^{-7})$ .

差を見ると，各要素のノルムの大きさは $O(10^{-6})$ と入力多項式と同程度であり，計算は精度よく行われ

ていることがわかる．

例 2(近似共通因子の主係数が小ざい)

$f$ と $g$ を次で与える．

$f(x)$ $=$ $(0.01x^{3}+x^{2}-x+1)(x^{4}+3x^{2}-3x+4)+0.001x^{5}-0.00001x^{3}$ –0.0004,

$g(x) = (0.01x^{3}+x^{2}-x+1)(x^{3}-3x^{2}-3x+4)+0.001x^{4}+0.00001x^{2}.$

次の行列は Bmat$(f, g)$ と Bmat$(f, 1)Han(f, g)Bmat(f, 1)$ をそれぞれ計算後に差を計算した結果である．

Bmat$(f, g)-Bmat(f, 1)Han(f, g)Bmat(f, 1)$

$=$ $(-8\cross 10^{-15}-5\cross^{\cross}10^{-7}-6^{\cross^{78}}10^{5}910^{-4}6780.69$ $-9^{-6\cross 10^{5}}-5_{\cross}\cross 10^{-7}9x_{10_{0.0}^{-16}}^{78}10^{-4}0.69$ $-9\cross 10^{-16}-7_{\cross 10^{-18}}^{-6\cross 10^{5}}-5\cross 10^{-7}7^{\cross 10^{-15}}9\cross 10^{-4}0.69$
$-5\cross 10^{-7}-5\cross 10_{0.0}^{-7}2\cross 10^{-16}7\cross 10^{-15}9\cross 10_{0.0}^{-4}$ $-2\cross 10^{-16}-2\cross 10^{-15}-1\cross 10^{-14}-5\cross 10_{0.0}^{-7}-6\cross 10^{-5}7\cross 10^{-18}$ $-5\cross 10^{-7}4\cross 10^{-16}4\cross 10^{-15}0.00.00.00.0$ $-57\cross\cross 10_{0.0}^{-18}10^{-15}0.00.00.\cdot 000)$ .

$(1,1)$ , $(1,2),(1,3)$ , $(2,1)$ , $(2,2)$ , $(3,1)$ 要素にて，大きな桁落ちが起きた．上部分 $3\cross 3$ 行列の上三角行列部

のみ桁落ちがおきた．部分行列のサイズは近似 $GCD$ の次数 $k=3$ に一致している．

例 2においてなぜ大きな桁落ちが起きたか考える．まず， $\tilde{g}/\tilde{f}$ と $(cg^{\sim})/(c\tilde{f})$ の無限遠点上での Taylor展

開は同じであることに注意する．

入力多項式から Bezout 行列 Bmat$(f, g)$ が桁落ちなく生成できることを補題 4で指摘した．このため，注

目するのは Bmat$(f, 1)Han(f, g)Bmat(f, g)$ であり，積を計算する前の各行列は精度よく生成される．

旦は無限遠点上で次のようにべき級数展開される．

$\frac{c(x)\tilde{g}(x)+\Delta_{g}}{c(x)f^{\sim}(x)+\Delta_{f}} = \frac{c(x)\tilde{g}(x)+\Delta_{g}}{c(x)f^{\sim}(x)(1+\frac{\Delta_{f}}{c(x)\overline{f}(x)})}$

$= \frac{\tilde{g}(x)}{f^{\sim}(x)}-\frac{\tilde{g}(x)\cdot\Delta_{f}}{c(x)f^{\sim}(x)^{2}}+\frac{\Delta_{g}}{c(x)f^{\sim}(x)}+\ldots$ . (5)
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ここで，

$\frac{g(x)}{f(x)} = \frac{g_{n-1}}{f_{n}x^{1}}+\ldots,$

$\frac{1}{c(x)} = \frac{1}{c_{k}x^{k}}-\frac{c_{k-1}}{c_{k^{2_{X}k+1}}}+\frac{-c_{k}c_{k-2}+c_{k-1^{2}}}{c_{k^{3_{X}k+2}}}+\ldots.$

より， $|c_{k}|$ が小さい時， $g/f$ と $\tilde{g}/$ の無限遠点上でのべき級数展開において $1/x^{k+1},$ $1/x^{k+2}$ , . . . の係数の
大きさは大きく異なり， $\gamma=|c_{k}|$ を用いて次のように見積もることができる．

命題 6

$\gamma=|c_{k}|\ll 1$ とする． $\tilde{g}/\tilde{f}$ の無限遠点上でのべき級数展開を $\tilde{h}_{1}x^{-1}+\tilde{h}_{2}x^{2}+\ldots$ と表すとき，

$|\tilde{h}_{i}|/|h_{i}|=\{\begin{array}{ll}O(1) (1\leq i\leq k) ,O(\frac{1}{\gamma^{i-k}1}) (k<i\leq n+k) ,O(_{\overline{\gamma^{k}}}) (i>n+k) .\end{array}$

$\iota$

命題 6より，Bezout-Hankel 行列の各要素の大きさは次のように見積もることができる．

補題 7 (Order-estimate Bezout-Hankel matrix in small-leading coefficient GCD case)

$\gamma=|c_{k}|\ll 1$ とする．このとき，Bezout-Hankel行列は $\gamma$ によって次のように評価できる．

$Han(f, 9)\propto(o(1/\gamma^{n-k-1})O(1\cdots\cdot\cdot/\gamma)O(1)O(1)$

.
$.\cdot.\cdot$

$O(1.\cdot.\cdot.)$

$o(1/\gamma^{n})O(1/\gamma)$

$o(1/\gamma^{n})$ .
$\cdot.\cdot.\cdot$

$O(1/\gamma^{n-k-1})O(1/\gamma^{n})O(1/\gamma^{n}))$ . (6)

ここで，上記行列は $k$次で仕切られている．1

一方， $\gamma=|c_{k}|\ll 1$ のとき Bezout 行列 Bmat $(f, g)$ の各要素は次のように評価できる。

(7)

それゆえ，Bmat$(f, 1)Han(f, 9)Bmat(f, 1)$ の桁落ち量は次のように見積もることができる．

Bmat$(f, 1)Han(f, g)Bmat(f, 1)$ において， $(i,j)$ 要素は次の式であわらされる．

$\sum_{p}\sum_{q}b_{i,p}^{(f)} h_{p,q}\cdot b_{q,j}^{(f)}$
(8)
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ここで， $b_{i,p}^{(f)}$ は Bmat $(g, 1)$ の $(i,p)$ 要素， $h_{p.q}$ は $Han(f, g)$ の $(p, q)$ 要素であり， $h_{p,q}=h_{f+g-1}$ を満たす．

$p>n-i$ のとき $b_{i,p}^{(f)}=0,$ $q>n-i$ のとき $b_{q^{j}}^{(f)}=0$ である Bmat$(f, 1)Han(f, g)Bmat(f, 1)$ において，

$(i, j)$ 要素は

$\sum_{p\leq n-i}\sum_{q\leq n-j}b_{i,p}^{(f)}\cdot h_{p+q-1}\cdot b_{q,j}^{(f)}$
(9)

$\bullet$ $i>k$ または $i<k$ のとき :
計算で必要となる $h_{p,q}$ は $p+q-1\leq k$ である．この範囲内で各要素は $O(1)$ である．ゆえに， $\gamma$ に依

存する桁落ち誤差は発生しない．

$\bullet$ $i+i-1>k$ のとき :
上記と同様の理由で $\gamma$ に依存する桁落ち誤差は発生しない．

$\bullet$ $i+i-1\leq k$ のとき :
このとき，計算で必要となる $h_{p,q}$ は $p+q-1>k$ となる場合が発生し，大きな桁落ちが発生する．

桁落ち量は要素によって異なり，桁落ちの発生する要素の場所は近似 GCD の次数 $k$ に依存する．

Amount of Cancellation error of Bmat$(f, 1)Han(f, g)Bmat(f, 1)$

$\propto (O(1/\gamma^{k-1})O(1/\gamma^{0})0 ^{\cdot}.\cdot.\cdot\cdot. O(1.\cdot../.\cdot\gamma^{0})0^{\cdot} 000 ^{\cdot}\cdot.\cdot.)$ .

次数は次の方法によって見積もることができる．

アルゴリズム 1(近似 GCD の次数の見積り)

Input : $f(x)$ and $g(x)$ in $\mathbb{F}[x]$

Output : The degree of approximate $GCD$ of $f$ and $g$

% Construct Bezout matrix directly

$B_{1}=Bmat(f,g)$ ;

% Construct Bezout matrix by multiplications

$B_{2}=Bmat(f, 1)Han(f, g)Bmat(f, 1)$ ;

% Compare $B_{1}$ with $B_{2}$

$S=B_{1}-B_{2}$ ;

% Check the degree

If there is bigger element in $S$ , then there is the approximate $GCD$;

% Estimate the degree

if

Else return 1;

ただし，提案した方法は「共通因子の微小主係数」飲みにしか注目していない．そのため，いくつかの

ケースではうまく行かない場合がある．次はその一例である．
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例 3(あまりうまくいなない例 :近似 GCD の第 2主係数が $0$ )

$f$ と $g$ を次で与える．

$f(x)$ $=$ $(0.01x^{4}+0x^{3}-x^{2}-x+1)(x^{4}+3x^{2}-3x+4)+0.001x^{5}-0.00001x^{3}$ –0.0004,

$g(x) = (0.01x^{4}+0x^{3}-x^{2}-x+1)(x^{3}-3x^{2}-3x+4)+0.001x^{4}+0.00001x^{2}.$

本例は，このとき $g/f$ の無限遠点上での Taylor展開を行なっても係数は膨張しない．膨張しない原因の 1

つとして，近似共通因子の第 2主係数は $0$ であることが原因である．

このため，第 2主係数が $0$ であるか否かを簡単に判定できる必要がある．多くの場合，次の方法によって

判定が可能である．

補題 8(近似共通因子の第 2主係数の微小であるかの判定法)

Bezout 行列 Bmat $(f, 9)$ の $(n-1, n)$ 要素 $b_{n-2,n}$ が小さい時第 2主係数の微小である :

$b_{n-2,n}\ll b_{i,n}$ for $i\leq n-2.$

1

4 計算量の見積り

重要となるのは計算量である．計算量が $O(n^{2})$ 以上であれば実際に計算してしまったほうが良い．提案

した方法では次の計算を行い，それぞれ計算量は次の通りである．

1. Bezout 行列の作成

$f$ と $g$ の積によって行列の要素は計算される，すなわち，計算量は $n$ 次の多項式同士の積と同じであ

る $:M(n)$ .

2. Bezout-Hankel 行列の作成

$1/f$ の無限遠点上のべき級数と，この結果と $g$ の積によって行列の要素は計算される． $1/f$ の $n$ 項ま

での計算は $O(n)$ で計算できる．それ故，全体は $M(n)$ で計算できる．

3. 行列積 Bmat $(f, 1)Han(f, g)Bmat(f, 1)$

Hankel 行列とベクトルの積は $O(n\log n)$ の計算量で計算できる [GL89]. 故に，Han$(f, g)Bmat(f, 1)$

は $O(n^{2}\log n)$ の計算量で計算でき，全体は $O(2n^{2}\log n)$ の計算量で計算できる．

4. 行列同士の差の計算
$n^{2}$ の要素があるので， $n^{2}$ 回の減算 (加算) を行う $:S(n^{2})$ .

ここで，例より行列全てについて，計算を行う必要はなく，1行目または 1列目だけが計算できれば，次

数の判定はできる．このため，計算量は次のように改善される．

$\bullet$ 行列積の計算 : $O(n\log n)$

故に，次が言える．

命題 9(計算量 :次数判定)

アルゴリズム 1の計算量は，

$2M(n)+O(n\log n)+S(n)$ . (10)
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注意 1

Half-GCD 法とそれほど計算量は変わらないが，提案したアルゴリズムはすべて浮動小数演算で実行され

る．そのため，計算量以上にアルゴリズム自身は高速である．

5 まとめ

例で示した通り，算法自身は荒削りなこともあり不安定であるが，改良による精度の向上が必要である．

また，次数を求めることよりも互いに素であるかの判定方法に算法を改良することも 1つの方法である．

桁落ちが発生したら共通因子を持つ，すなわち互いに素ではないことが言える．互いに素であるときは絶対

に桁落ちが起きないので，安定性も期待できる．許容度に関する影響を受けないので，近似 GCD における

互いに素判定には利用できないが $[BL98a, BL98b]$ , 整数係数の場合の高速判定への応用が考えられる．提

案した方法の計算量は Half-GCD 方と変わらないが，浮動小数演算ですべて実行可能なため，実際に行う

前のテストとして利用可能と期待できる．
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