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1 準モンテカルロ法とは

本稿では数値積分法の一つ，準モンテカルロ法 (QMC) の理論を概説する．と
くに，近年定義された尺度WAFOM について解説する．
いま，単位超立方体上の関数 $f:[0, 1)^{s}arrow \mathbb{R}$ の積分値

$I(f):= \int_{[0,1)^{s}}f(x)dx$

を数値的に求めることを考える．ここでは近似値として

$\sum_{i=1}^{N}a_{i}f(x_{i}) (a_{i}\in \mathbb{R})$

を採用する． $\mathcal{S}=1$ ならば多くの求積法が知られているので， $\mathcal{S}$ はある程度大

きいとする．このとき単純な方法として， $s=1$ での求積公式の “直積” をと

るという方法が考えられる．しかしこの方法では計算コストが次元 $s$ に対し

て指数的に増加してしまう (いわゆる 「次元の呪い」) 準モンテカルロ積分

は，次元の呪いを回避しながら高速な誤差の収束を目指す，等重み (すなわ

ち $a_{i}=N^{-1})$ の積分法である．

$QMC$ はその名のとおり，モンテカルロ法 (MC) のアナロジーである．よく

知られているように，MC はノード $x_{i}$ をランダムにとる等重みの積分法である．

このとき，2乗可積分関数 $f$ に対し，積分誤差が $O(1/\sqrt{N})$ の速さで減少して

いくことが知られている．一方，QMC はノード $x_{i}$ を決定論的 (deterministic)
にとる．MC において乱数列が使われているのを決定論的な列に置き換える

というのが QMC の思想である．
$QMC$ では決定論的な列を用いるため，任意の $L^{2}$ 関数に対して近似がう

まくいくのを期待するのは不可能である (とってきたノードでのみ 1をとり，

その他の点で $0$ をとるような関数を想像すればよい) したがって，関数空

間を制限することにより，MC よりも高速な誤差の収束を得ることが目標と
なる．
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QMC の成功は，全変動有界関数に対する Koksma-Hlawka の不等式に始

まる．Hardy-Krause の意味での全変動を $V(f)$ とおく． $N$ 点集合 $P$ にたいし，

$P$ の「非一様度」 を測る尺度の一つとして star-discrepancy という量 $D_{N}^{*}(P)$

が定義される．このとき，Koksma-Hlawka の不等式は

Err$(f;P)\leq V(f)\cdot D_{N}^{*}(P)$

という不等式である．ただし，Err$(f;P)$ $:=| \sum_{i=1}^{N}N^{-1}f(x_{i})-I(f)|$ は積分

誤差である．この式により，star-discrepancy $D_{N}^{*}(P)$ の値が小さければ積分

誤差も小さいことが保証される．star-discrepancy の値が $O(N^{-1}(\log N)^{s-1})$

のオーダーで減衰するような点集合が，構成も含め多く知られている．すな

わち，積分誤差も $O(N^{-1}(\log N)^{s-1})$ のオーダーで収束することが分かる．こ

れは MC における収束速度 $O(1/\sqrt{N})$ よりも漸近的に速い．

現在では，高階のソボレフ空間やフーリエ係数の減衰により制御される Ko-
robov空間に対して $O(N^{-1+\epsilon})$ よりも高次の収束が示されたり，もしくは全空

間 $\mathbb{R}$n上の関数空間が調べられているほか，Walsh figure of merit (WAFOM) と

呼ばれる高次の収束と高速計算とを両立した尺度がMatsumoto-Saito-Matoba
により近年定義されるなど，研究が深められている．

では，具体的にはどのように点集合を定めればよいのだろうか．QMC で

は，点集合として主に何らかの構造を持っている点集合を考える．QMC にお
いてよく知られている点集合の構成法として，格子則 (lattice rule) とデジ

タノレネット (digital net) の二つがあげられる．

まず格子則について説明する． $N$ を正整数とし， $\{x\}$ で $x$ の小数部分を表

すとする．

Definition 1. $l=(l_{1}, \ldots, l_{s})\in \mathbb{Z}^{s}$ に対し

$x_{i}:= ( \{\frac{il_{1}}{N}\}, \{\frac{il_{s}}{N}\})=\{\frac{il}{N}\}$

と定める．このとき $N$ 点集合 $P(l, N):=\{x_{1}, . . , x_{N}\}$ で行う $QMC$を格子

則という．

すなわち，格子則は， $(\mathbb{R}/\mathbb{Z})^{S}$ } $-\vee$含まれる 1次元の $\mathbb{Z}_{N}$-加群とみなすこと

ができる $(本稿では} \mathbb{Z}_{b}:=\mathbb{Z}/b\mathbb{Z}=\{0,1, \ldots, b-1\} と定める)$ $(\mathbb{R}/\mathbb{Z})^{s}$ 上の

調和解析には指数関数が用いられる．そのため，格子則を用いた QMC の解
析には，フーリエ解析が多く用いられる．

一方，デジタルネットは有限体上の線形空間 (より一般には， $\mathbb{Z}/b\mathbb{Z}$ 上の

加群，もしくは有限群) の構造が反映された点集合である．デジタルネット
の構造を用いた調和解析には，Walsh関数と呼ばれる関数が必要である．(と

はいっても，格子則の場合と同様に可換な調和解析なので身構える必要はな
い $)$ したがって，デジタルネットを用いた QMC の解析にはWalsh解析が

主に用いられる．本稿では主にデジタルネットを用いた高次の収束を達成す

る QMC 点集合について考察する．

本稿の残りは以下のように構成される．
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$\bullet$ 文献紹介

$\bullet$ discrepancy

$\bullet$ デジタルネットとWalsh解析

$\bullet$ 高階偏微分可能な関数の空間における高次の収束

$\bullet$ 近年定義された尺度WAFOM

文献紹介

QMC のサーベイとして [5] を薦める． $t$-valueなどの本稿で説明しないが重要
な対象を含めて QMC についてよくまとまっている書籍として [12] および [6]
を薦める．[6] は高次の収束を達成する点集合についての近年の成果もまとめ
られている．格子則についての書籍として，[15] があげられる．
本稿では詳しく説明しないが，特に高次元の QMC においては $N$ につい

てのオーダーだけでなく $s$ に対する依存性も重要である．積分問題の計算量
が $s$ について指数的未満にしか増大しないとき，その問題は tractable である
という．この tractability の問題についてまとめられた書籍として，[13, 14]
が著名である．

2 star-discrepancy

Discrepancy は，QMC においてもっともよく用いられる，点集合の「非一様

度」 をあらわす尺度の一つである．本稿では一般化された discrepancyをまず
初めに定義し，その後いわゆる star-discrepancy について概説する．本章で
は， $P=(x_{n})\subset[0, 1)^{s}$ を点列， $P_{N}:=\{x_{1}, . . . , x_{N}\}$ を $P$ の最初の $N$ 点から

なる集合と定める．また， $\lambda$ を $[0, 1)^{s}$ 上のルベーグ測度とする．

まず， $A\subset[0, 1)^{s}$ に対し，local discrepancy $function\Delta_{A}(P_{N})$ を次のよう

に定義する．

Definition 2.

$\Delta_{A}(P_{N}):=\frac{1}{N}\sum_{i=1}^{N}|A\cap P_{N}|-\lambda(A)$

すなわち，集合 $A$ における $P_{N}$ を用いた準モンテカルロ積分誤差が local
discrepancy function の値となる．

$\mathcal{A}\subset \mathcal{P}([0,1)^{s})$ に対し (ただしここでは $\mathcal{P}$ はべき集合を表す), 点集合
$P_{N}$ の $\mathcal{A}$ 上の star-discrepancy は以下のように定義される．

Definition 3.

$D_{\mathcal{A}}^{*}(P_{N}):= \sup_{A\in \mathcal{A}}|\Delta_{A}(P_{N})|$

113



集合 $\mathcal{A}$ の取り方に応じて，さまざまな star-discrepancy が定義される．中

でも一般的に単に star-discrepancy と呼ばれるのは， $\mathcal{A}$ として辺が各軸に平

行な直方体で原点が左下隅にあるようなもの全体をとったものである．すな
わち以下のように定義される．

Definition 4 (star-discrepancy).

$D_{N}^{*}(P):= \sup_{I}|\frac{|I\cap P_{N}|}{N}-\lambda(I)|$

ただし $I$ は，左下の点を原点に固定した直方体 $[0, a_{1}$ ) $\cross\cdots\cross[0, a_{s}$ ) $(0\leq$

$a_{1}$ , . . . , $a_{s}\leq 1)$ すべてをうごく．また $\lambda(I)$ は $I$ の体積をあらわす．

つまり $D_{N}^{*}(P)$ は，直方体 $I$ の特性関数の QMC 誤差の上限である．
$\mathcal{A}$ の取り方としてはほかにも，凸集合全体や，滑らかな境界をもつ凸集

合全体，(左下隅の点を固定しないような) 辺が各軸に平行な直方体全体など，

場面に応じて様々なものが考察されている．[4] に詳細がまとめられている．

以下本章では，狭い意味での star-discrepancy に限って話を進めていくこ

とにしよう．star-discrepancy は，以下の定理によって QMC と結び付けら
れる．

Theorem 5 (J. F. Koksma (1950), E. Hlawka (1961)).

Err $(f;P)\leq V(f)D_{N}^{*}(P)$ ,

ただし $V(f)$ $|$は Hardy-Krause の意味での $f$ の total variation, $D_{N}^{*}(P)$ (は $P$

の star-diScrepanCy.

この不等式により，どのような (この不等式が成立する) 関数 $f$ をもって

きても， $D_{N}^{*}(P)$ が小さければ積分誤差がある程度小さくなることが保障され

る．その意味でこの不等式は QMC の理論における重要な不等式である
$N$ を固定したときの $D_{N}^{*}(P)$ のオーダーについては以下が知られている．

$\bullet$ $D_{N}^{*}(P)\leq C_{s}(\log N)^{s-1}/N$ となる $P_{N}$ が構成可能

( $J$ . M. Hammersley (1960) など).

$\bullet$ $D_{N}^{*}(P)\geq c_{s}(\log N)^{(s-1)/2}/N$ (K. F. Roth(1954) など)

$\bullet$ 一般の $s$ に対し， $D_{N}^{*}(P_{N})$ の最良のオーダーは未解決問題．

ただし，点列として $P$ をとらえるときは，任意の $N$ に対して $D_{N}^{*}(P_{N})\in$

$O((\log N)^{s}/N)$ となる点列 $P$ が構成されている．この時も最良オーダーは未

解決問題である．すなわち，いずれの場合も $\log N$ のベキを決定する部分が

未解決である．

さて，以上のことから，全変動有界な関数に対し，low-discrepancy point

set (もしくは sequence), すなわち star-discrepancy が $N^{-1+\epsilon}$ で減衰するよ

うな $P_{N}$ (もしくは点列 $P$) を用いて QMC を実行すれば，積分誤差が $N^{-1+\epsilon}$

で減衰することが分かる．これは MC の積分誤差 $O(1/\sqrt{N})$ よりも漸近的に

高速である．そのため，low-discrepancy point set(もしくは sequence) の考

察が QMC において主要な位置を占めてきたのである．
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3 デジタルネットとWalsh解析

3.1 Digital net

先ほど述べたように，デジタルネットは有限体上の線形空間 (より一般には，
$\mathbb{Z}_{b}$ 上の加群，もしくは有限群) の構造が反映された点集合である．本稿では，
以下 $b$ を 2以上の整数とし， $\mathbb{Z}_{b}$ 上のデジタルネットを以下のように定義する．

Definition 6. $d$ を正整数， $k$ を $b$進展開 $k= \sum_{i=1}^{\infty}\kappa_{i}b^{i-1}$ をもつような非負整

数とする． $tr_{m}(k)=(\kappa_{1}, \kappa_{2}, \ldots, \kappa_{m})^{T}\in \mathbb{Z}_{b}^{m}$ と定義する．$G_{1}$ , . . . , $G_{s}\in \mathbb{Z}_{b}^{n\cross d}$

を， $\mathbb{Z}_{b}$ 成分の $n\cross d$行列とする $($ただし $d\leq n)$ $0\leq k<b^{d},$ $1\leq i\leq s$ と

ベクトノレ $tr_{d}(k)\in \mathbb{Z}_{b}^{d}$ に対し，

$\vec{y_{l,j}}=G_{j}tr_{d}(k)\in \mathbb{Z}_{b}^{n}$

と定める．ただし $\vec{y}_{k_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}},\cdot=(y1,k,j, \ldots, y_{n},k,j)^{T}$ . このとき， $1\leq j\leq sl$こ対し

$xk,j\in[0$ , 1 $)$ を

$x_{k,j}= \frac{y_{1,k,j}}{b}+\frac{y_{2,k,j}}{b^{2}}+\cdots+\frac{y_{n,k,j}}{b^{n}}\in[0, 1 )$

と定義する．こうして， $k$ 番目の点 $x_{k}=(xx)$ を得る．

$P=P(G_{1}, \ldots, G_{s}):=\{x_{0}, . . . , x_{b^{d}-1}\}$

とおく ( $P$ はmultiset とみる) このようにして行列 $G_{1}$ , . . . , $G_{s}$ から定めら

れた点集合を $\mathbb{Z}_{b}$ 上精度桁 $n$ の $d$ 次元デジタノレネット $(d$-dimensional digital
net over $\mathbb{Z}_{b}$ with precision n) , もしくは簡潔にデジタノレネットという．行列
$G_{1}$ , . . . , $G_{s}$ を $P$ の生成行列とよぶ．

Remark 7.

$\bullet$ 多くの文献において，デジタルネットには $n=d$ の条件が課される．こ

の場合精度桁は自明なのでわざわざ wHh precisionnなどとは書かない．

$\bullet$ 生成行列を用いずに定義する方法として，デジタルネットを $\mathbb{Z}_{b}^{s\cross n}$ の部

分群として定義する流儀もある．この定義は定義 6よりも広い定義であ
るが，補題 11は問題なく成立するので以後の解析に不具合はない．

3.2 Walsh解析

$\omega_{b}=\exp(2\pi\sqrt{-1}/b)$ とおく．まず，1次元の $b$進Walsh 関数を以下のように

定義する．

Definition 8 (Walsh 関数). $k=\kappa_{1}+\kappa_{2}b+\cdots$ $+\kappa_{r}b^{r-1}$ : $b$ 進展開， $x=$

$\xi_{1}b^{-1}+\xi_{2}b^{-2}+\cdots$ : $b$進小数展開．このとき， $b^{Wa1_{k}:}[0, 1$ ) $arrow \mathbb{C}$ を以下で定

める．

$b^{Wa1_{k}(x):=\omega_{b}^{\Sigma_{j=1}^{\infty}\kappa_{j}\xi_{j}}}$
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一般の $s$ 次元の Walsh 関数は，各変数ごとのWalsh 関数の積で定める，

すなわち， $s\geq 1,$ $k=(k_{1}, \ldots, k_{s})$ , $x=(x_{1}, \ldots, x_{s})$ のとき， $b^{Wa1}k(X):=$

$\prod_{i=1^{b}}^{s}wa1_{k_{i}}(x_{i})$ と定める．以下 $b$ を固定して考えるので $wa1_{k}(x)$ などと $b$ を

省いて記述するときも多い．
以下の性質は重要である．

Theorem 9. {bwalk $|k\in N^{s}$ } $|$は $L^{2}([0,1)^{s})$ の正規直交基底をなす．

よって，Walsh 展開

$f(x) \sim\sum_{k\in N^{s}}\hat{f}(k)wa1_{k}(x)$

が考えられる．ここで，

$\hat{f}(k):=\int_{[0,1)^{s}}f(x)\overline{wa1_{k}(x)}dx$

はWalsh係数，すなわち Walsh 関数による一般化フーリエ係数である． $f$ が

$[0, 1]^{s}$ 上 $C^{1}$ 級 (閉領域上のふるまいが仮定されていることに注意) であると

き， $f$ のWalsh展開は $f$ 自身と一致，すなわち各点において

$f(x)= \sum_{k\in N^{s}}\hat{f}(k)wa1_{k}(x)$

が成立することが知られている．関数のWalsh展開が自身と一致するという

仮定のもと，QMC の積分誤差をWalsh係数を用いて表すことが可能である．
そのために，まず dual netを定義する．

Definition 10. 正整数 $d\leq n$ をとり， $P=P(G_{1}, \ldots, G_{s})$ を $\mathbb{Z}_{b}$ 上精度

桁 $n$ の $d$ 次元デジタノレネットとする．このとき， $P$ の dual net を $P^{\perp}=$

$P^{\perp}(G_{1}, \ldots, G_{s})$ と書き，以下のように定義する．

$P^{\perp}:=\{k=(k_{1}, \ldots, k_{s})\in \mathbb{N}^{s}:G_{1}^{T}tr_{n}(k_{1})+\cdots+G_{s}^{T}tr_{n}(k_{s})=0\}.$

Digital net 上のWalsh 関数の和を dual net の言葉を用いて書くことがで
きる．

Lemma 11. $P$ を $\mathbb{Z}_{b}$ 上のデジタルネットとし， $P^{\perp}$ をその dual net とする．
このとき次が成立する．

$|P|^{-1} \sum_{x\in P}wa1_{k}(x)=\{\begin{array}{l}1 if k\in P^{\perp},0 otherwise.\end{array}$
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これを用いるとデジタルネットを用いた QMC の積分誤差を Walsh係数
を用いて表せる．すなわち，

$|P|^{-1} \sum_{x\in P}f(x)-I(f)=|P|^{-1}\sum_{x\in P}\sum_{k\in \mathbb{N}^{8}}\hat{f}(k)wa1_{k}(x)-I(f)$

$= \sum_{k\in N^{s}}\hat{f}(k)|P|^{-1}\sum_{x\in P}wa1_{k}(x)-I(f)$

$= \sum_{k\in P^{\perp}}\hat{f}(k)-\hat{f}(0)$

$= \sum \hat{f}(k)$

$k\in P^{\perp}\backslash \{0\}$

と計算できる．まとめると，

Lemma 12. 関数 $f$ のWalsh展開が $f$ 自身と一致するとき，以下が成立する．

Err $(f;P)=| \sum_{k\in P^{\perp}\backslash \{0\}}\hat{f}(k)|.$

よって，関数の Walsh係数のふるまいを知ることは QMC と密接に関係
している．

3.3 Walsh係数の減衰

全変動有界な関数に対しては，積分誤差が $O(N^{-1+\epsilon})$ のスピードで減衰する

ような点集合が取れるのであった．ここで一つの興味として，より関数空間
を制限することで誤差がより高速に収束するようにできるのではない力 $\searrow$ と

いう問題があげられる．周期的な関数に対しては格子則がその回答の一つと

なっている．一方，非周期的な関数に対してのこの類の一般論を確立したのが

Dick である．Dick は $[0, 1]^{s}$ 上で $\alpha$ 階の混合偏導関数 $(\partial/\partial x_{1})^{\alpha}\cdots(\partial/\partial x_{s})^{\alpha}f$

が連続となるような関数に対し，誤差が $O(N^{-\alpha+\epsilon})$ で減衰するような点集合
の構成を示した [2].
証明のポイントの一つは，滑らかな関数のWalsh係数の減衰を記述する

ことである． $C^{\alpha}$ 級関数 $f$ のフーリエ係数が $O(1/|k|^{\alpha})$ で減衰することはよく
知られている．Dick はその事実のアナロジーとして， $C^{\alpha}$ 級関数 $f$ の $k$ 番目
のWalsh係数が $\mu_{\alpha}$ という重み関数を用いて $O(b^{-\mu_{\alpha}(k)})$ で減衰することを証
明した [2, 3]. 我々は $\mu_{\alpha}$ を Dick $\alpha$-weightと呼んでいる． $\mu_{\alpha}$ は以下のように

定義される．

Definition 13. $k$ の $b$ 進展開を $k=\kappa_{1}b^{\mathcal{C}1^{-1}}+\cdots+\kappa_{v}b^{c_{v}-1}$ とする．ただ

し整数 $\kappa_{i}$ と $c_{i}$ は $0<\kappa_{i}\leq b-1,$ $c_{1}>\cdots>c_{v}\geq 1$ をみたすようにとる
( $\kappa_{i}$ たちは nonzem であることに注意) 正整数 $\alpha$ に対し，Dick $\alpha$ -weightを

$\mu_{\alpha}(k):=\sum_{i=1}^{\min(\alpha,v)}c_{i}$ で定義する． $s$ 変数のときは， $k=(k_{1}, \ldots, k_{s})$ に対し

て $\mu_{\alpha}(k)$ $:= \sum_{j=1}^{s}\mu_{\alpha}(k_{j})$ と定義する．
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Theorem 14. $f:[0, 1]^{s}arrow \mathbb{C}$ が，各変数について $\alpha$ 階の連続な混合偏導関

数を持つとき，
$|\hat{f}(k)|\in O(b^{-\mu_{\alpha}(k)})$

が成立する．

正確には，この定理においてオーダー記号の定数項はソボレフ空間のノル
ム $\Vert f\Vert_{\alpha}$ と定数 $C_{s,b,\alpha}$ の積で評価できる．この定理とデジタルネットを用いた
QMC積分の誤差 (補題 12) とを組み合わせて，以下を得る．

Theorem 15. $P$ をデジタルネットとする． $f:[0, 1]^{s}arrow \mathbb{C}$ が，各変数につい

て $\alpha$ 階の連続な混合偏導関数を持つとき，

Err $(f;P)\leq C_{s,b,\alpha}\cdot\Vert f\Vert_{\alpha}.$ $\sum$
$b^{-\mu_{\alpha}(k)}.$

$k\in P^{\perp}\backslash \{0\}$

この式はまさに Koksma-Hlawka型の不等式となっている．すなわち，う

まく $P$ を選んで

$\sum b^{-\mu_{\alpha}(k)}$

$k\in P^{\perp}\backslash \{0\}$

を小さくすることができれば，積分誤差もそのオーダーで減衰するのである．

Dick は，[2] において $(t, m, s)$-netの一般化となる higher order digital net
の概念を新しく定義した．そして，デジタルネットに対して interlacingという
操作をすることにより誤差が $O(N^{-\alpha+\epsilon})$ で減衰するようなよい higher order
digital net を構成した．

Remark 16. Yoshikiおよび S.-Yoshiki により， $C^{\alpha}$ 級関数 $f$ のWalsh係数

の減衰について漸近的によりよい結果が得られている (いずれも論文準備中).

これらの結果は，次章で説明する WAFOMの考察にも有効にはたらく．

4 WAFOM

Matsumoto-Saito-Matoba らは，符号理論においてランダムサーチが有効な
ことのアナロジーとして，QMC においても点集合をランダムサーチすること

が有効であるのではないかと考えた．しかし，star-discrepancy の計算は $N$

に関して NP-Hard であることが知られている [7]. また，Dick の不等式によ

る尺度
$\sum b^{-\mu_{\alpha}(k)}$

$k\in P^{\perp}\backslash \{0\}$

は，[1, Section 4] をもとに計算が可能であるが，特に $\alpha$ が大きいとき計算は

やや困難である．

そこで彼らは，[10] において点集合が与えられたとき計算が高速にできる
ような尺度を提案した．それがWalsh figure of merit(WAFOM) と呼ばれる
尺度である．WAFOM はデジタルネットに対して定義可能な尺度であり，理

論的には 2進の場合の Dickの理論の離散化で定義される．より詳しくは，精
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度桁 $n$ と同じだけの滑らかさを持っような (それゆえ非常に滑らかな) 関数

にたいして有効にはたらくような尺度となっている．以下 Dick weight $\mu$ と

WAFOM $WF(P)$ を定義する．

Definition 17 (Dick weight). Dick weight $\mu$ を $\mu:=\mu_{\infty}$ で定義する．すな

わち， $0<\kappa_{i}\leq b-1,$ $c_{1}>\cdots>c_{v}\geq 1$ をみたすように $k$ の $b$ 進展開を
$k=\kappa_{1}b^{c_{1}-1}+\cdots+\kappa_{v}b^{c_{v}-1}$ と与えたとき，Dick weight を $\mu_{\alpha}(k):=\sum_{i=1}^{v}c_{i}$

で定義する．

Definition 18 (WAFOM).

WF$(P):=$ $\sum$
$b^{-\mu(k)}$

$k\in P^{\perp}\backslash \{0\}k_{i}<b^{n}\forall n$

このWAFOM の定義においては，加えるべき $k$ の範囲が有限の範囲に制

限されていることを注意しておく．Matsumotoらは，離散フーリエ反転を利
用して，WAFOM の等価な別の表示を得た [10, (4.2)].

Theorem 19.

$WF(P)=-1+|P|^{-1}\sum_{x\in P}\prod_{i,j}(1+\eta(\xi_{i,j})b^{-j})$
,

ただし $\xi$i,j は $x_{i}$ の $b$進小数展開の $j$番目の桁であり， $\eta(b_{i,j})$ は， $b_{i,j}=0$ のと

き $\eta(b_{i,j})=b-1$ をとり， $b_{i,j}\neq 0$ のとき $\eta(b_{i,j})=-1$ をとる関数．

本定理により，WAFOM の計算量を大幅に削減できる．WAFOM の定義
では $P^{\perp}$ 上和をとらなければいけないのに対し，本定理を用いれば $P$ 上の和

をとるだけですむ．計算量の制約があるため，QMC においては $P$ のサイズ

はそこまで大きくできないので，この公式を用いる方がWAFOM を高速に計
算可能なのである．Matsumotoらは実際に数値実験も行い，ランダムサーチ
によって作られた低WAFOM 点集合がいくつかの low-discrepancy sequence
と比べても同等以上のパフォーマンスを達成することを確かめた．

最近では，事前計算によりWAFOM の実装をさらに効率化したり [9],
WAFOM と $t$-value とが両方ともよい頑健な点集合をサーチする [8] など，
WAFOM の高速計算性を生かした研究が発展している．

WAFOMの理論的な性質についても研究が進んでいる．(2進) WAFOM の

上限のオーダーは $N^{-A\log N/s}$ ($A$ は正定数) の形で抑えられることがMatsumoto-

Yoshiki[11] により示された．彼らはWAFOM が $N$ についての任意の多項式

よりも高速に収束するような点集合が存在することを示した．このオーダー
でWAFOM が収束するような点集合の構成は筆者が与えた [16]. WAFOM の

$b$進への一般化については筆者 [17] によって調べられた．
また，WAFOM が (離散化誤差ではなく) 誤差そのものをあたえるような

関数空間の研究も行われている．この研究は Remark16の結果に基づくもの

である．筆者は，重み付きのWAFOM を考えることにより強い tractability
を達成する，加速的に誤差が収束する関数空間を与えた (論文執筆中)
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