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概要

本講究録では，準凸計画問題に対する surrogate双対性とその制約想定に
ついて述べる．特に，近年筆者等によって示された，準凸計画問題に対する二
つの surrrogate 双対性を特徴付ける制約想定について紹介する．

1 導入

本講究録では，次のような数理計画問題について考察する．

Minimize $f(x)$ ,

subject to $x\in A=\{y\in \mathbb{R}^{n}|\forall i\in I, g_{i}(y)\leq 0\}.$

ただし，$f$ : $\mathbb{R}^{n}arrow[-\infty, \infty],$ $I$ :添字集合，$g_{i}$ : $\mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}$ とする．集合 $A$ はこの問

題の制約集合と呼ばれる．数理計画問題は関数の種類にょって分類されており，本
講究録では特に，$f$ , g$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

. が凸関数である凸計画問題，$f,$ $g_{i}$ が準凸関数である準凸計画
問題について述べる．

数理計画問題においては様々な双対性が研究されている．中でもよく知られた

ものとして，次に挙げる凸計画問題に対する Lagrange双対性がある．

$\inf_{x\in A}f(x)=\max_{\in}\inf_{\lambda \mathbb{R}_{+}^{(I)x\in \mathbb{R}^{n}}}\{f(x)+\sum_{i\in I}\lambda_{i}g_{i}(x)\}.$

ただし，$\mathbb{R}_{+}^{(I)}=\{\lambda\in \mathbb{R}^{I}|\forall i\in I, \lambda_{i}\geq 0, \{i\in I|\lambda_{i}\neq 0\} :$ 有限 $\}$ とする．Lagrange
双対性においては，$f$ が $A$上で最小値を取らない場合でも，上式右辺の最大値を取
る $\lambda$ が存在するという点が重要である．このような $\lambda$ は Lagrange 乗数と呼ばれ，
Lagrange の未定乗数法は数理計画問題の解法として有名である．しかし，Lagrange
双対性は常には成り立たないため，その仮定である制約想定の研究が様々になされ
てきた．近年 Farkas-Minkowski と呼ばれる条件が Lagrange双対性に対する必要十
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分な制約想定であることが示された ([2]). Farkas-Minkowski は，双対性と必要十
分であるという意味において最弱の制約想定である．このような制約想定に関す

る研究は近年急速に進んでおり，様々な双対性に対する必要十分な制約想定が示さ
れている ([6, 9-15]).

一方で $A$ 上で最小値を取るような目的関数 $f$ に対しては Lagrange min-max双

対性と呼ばれる次のような等式についても研究がなされている．

$\min_{x\in A}f(\cdot x)=\max_{\in}\inf_{\lambda \mathbb{R}_{+}^{(I)x\in \mathbb{R}^{n}}}\{f(x)+\sum_{i\in I}\lambda_{i}g_{i}(x)\}.$

この Lagrange min-max双対性に対しても同様に，必要十分な制約想定である locally

Farkas-Minkowski が研究されている ([2]). 制約 $g_{i}$ を固定したとき，任意の凸関数

に対して Lagrange双対性が成り立つならば，任意の $A$ 上で最小値を取る凸関数に

対して Lagrange min-max双対性が成り立つが，その逆は必ずしも成り立たない．
このことは Farkas-Minkowski と locally Farkas-Minkowski が同値ではないことか

らも示される．このような双対性と min-max双対性が同値ではないという性質は

Lagrange双対性の持つ特徴の一つである．

準凸計画問題においても様々な双対性が研究されているが，代表的なものが次に
挙げる surrogate双対性である．$f$ は準凸関数，$g_{i}$ は凸関数であるとし，次のような

等式が成立するとき，surrogate双対性が成り立つという．

$\inf_{x\in A}f(x)=\lambda \mathbb{R}_{+}^{(I)}\max_{\in}\inf\{f(x) \sum_{i\in I}\lambda_{i}g_{i}(x)\leq 0\}.$

surrogate双対性は，複数の凸制約付き準凸計画問題を単数の凸制約付き準凸計画
問題に変換出来るということを示している．Lagrange双対性と同様，$A$上で最小値

を取るような目的関数 $f$ に対して，surrogate min$- \max$双対性と呼ばれる次のよう

な等式についても研究がなされている．

$\min_{x\in A}f(x)=\max_{\lambda\in \mathbb{R}_{+}^{(I)}}\inf\{f(x) \sum_{i\in I}\lambda_{i}g_{i}(x)\leq 0\}.$

制約 $g_{i}$ を固定したとき，任意の準凸関数に対して surrogate双対性が成り立つなら

ば，任意の $A$上で最小値を取る準凸関数に対して surrogate min-max双対性が成り

立つ．しかし，その逆については詳細な研究がなされていなかった．Lagrange双対
性においては双対性と min-max双対性は同値な概念ではないため，surrogate双対

性においても同様の関係が成り立つことが予想された．しかしその予想に反して，

我々は [15] において surrogate 双対性と surrogate min-max双対性が同値であるこ

とを示した．その証明においては surrogate双対性に対する必要十分な制約想定が
重要な役割を成す．

本講究録では，surrogate 双対性と surrogate min-max双対性の同値性を示した

[15] における結果を紹介し，その具体例について述べる．
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2 準備

本講究録を通じて関数 $f$ は $\mathbb{R}$n から $[\infty, \infty]$ への関数とする． $f$ のエピグラフを

次のように定義する:

epi$f=\{(x, r)\in \mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}|f(x)\leq r\}.$

このとき，$f$ が凸関数であるとは epif が凸集合であるときをいう．$f$ の Fenchel共

役関数 $f^{*}$ を次のように定義する:

$f^{*}(v)= \sup_{x\in \mathbb{R}^{n}}\{\langle v, x\rangle-f(x)\}, \forall v\in \mathbb{R}^{n}.$

また，$f$ の $x\in \mathbb{R}^{n}$ における劣微分を次のように定義する:

$\partial f(x)=\{v\in \mathbb{R}^{n}|\forall y\in \mathbb{R}^{n}, f(y)\geq f(x)+\langle v, y-x$

任意の $\alpha\in \mathbb{R}$ に対して関数 $f$ のレベル集合を次のように定義する:

$L(f, \leq, \alpha)=\{x\in \mathbb{R}^{n}|f(x)\leq\alpha\}.$

このとき，$f$ が準凸関数であるとは任意の $\alpha\in \mathbb{R}$ に対して $L(f, \leq, \alpha)$ が凸集合であ

るときをいう．任意の凸関数は準凸関数であるが，その逆は一般には成り立たない．

数理計画問題においては様々な双対性が示されており，代表的なものとして La-
grange双対性，Fenchel双対性，surrogate双対性等がある．中でも Lagrange双対性

と Lagrange min-max 双対性は凸計画問題において重要な役割をなす双対性であ

る．以下の例が示すように，Lagrange双対性と Lagrange min$- \max$双対性は同値な

概念ではない．

Example 1. $I=(O, 1)$ , $w_{i}=(1-i, i)$ とし，$g_{i}$ を以下のように定義する．

$g_{i}(x)= \max\{\langle w_{i}, x\rangle+2\sqrt{i(1-i)}, 0\}.$

$g_{i}$ はそれぞれ凸関数であり，$A=\{x\in \mathbb{R}^{2}|x_{1}x_{2}\geq 1, x<0\}$ である．

このとき，任意の $A$ 上で最小値を取る凸関数 $f$ に対して，Lagrange min-max双
対性が常に成り立つ．$x_{0}\in A$ をこの問題の解とする．

(i) $x0\in$ intA のとき．

$0\in\partial f(x)+N_{A}(x)=\partial f(x)$

より，

$f(x_{0})= \min_{x\in \mathbb{R}^{n}}f(x)=\inf_{x\in \mathbb{R}^{n}}\{f(x)+\sum_{i\in I}0g_{i}(x)\}$

となり Lagrange min-max双対性が成り立つ．

(ii) $x_{0}\in bdA$ のとき．
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このとき，
$N_{A}(x)=cone\{w_{i_{0}}\}, \partial g_{i_{0}}(x)=co\{0, w_{i}\}$

を満たす $i_{0}\in I$ が存在することが容易にわかる．よって，

$0\in\partial f(x)+N_{A}(x)=\partial f(x)+cone\{w_{i_{0}}\}=\partial f(x)+$ cone $\partial g_{i_{0}}(x)$ .

これより，ある $\lambda\geq 0$ が存在して，

$f(x_{0})= \min_{x\in A}f(x)=\inf_{x\in \mathbb{R}^{n}}\{f(x)+\lambda g_{i_{0}}(x)\}$

が成り立つ．

以上 (i), (ii) より，任意の $A$上で最小値を取る凸関数 $f$ に対して，Lagrange min-max

双対性が常に成り立つ．

一方で Lagrange 双対性は常には成り立たない．実際，$f(x)=-x_{1}$ とすると，

$\inf_{x\in A}f(x)=0$ かつ $f$ は $A$ 上で最小値を取らない．このとき，任意の $\lambda\in \mathbb{R}_{+}^{(I)}$ に対

して，

$\inf_{x\in A}f(x)=0>\inf_{x\in \mathbb{R}^{n}}\{f(x)+\sum_{i\in I}\lambda_{i}g_{i}(x)\}.$

これは Lagrange双対性が成り立たないことを示している．

3 準凸計画問題に対する surrogate双対性

本章では surrogate双対性と surrogate min-max双対性の同値性を示す結果を紹

介し，その具体例について述べる．

surrogate双対性と surrogate min-max双対性は準凸計画問題において中心的な

役割をなす双対性である．しかしその間の関係については十分な研究がなされて

いなかった．[15] において我々は，次のような定理を示した．

定理 1. [15] $I$ :添字集合，$g_{i}$ : $\mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}$ , 凸関数，$A=\{x\in \mathbb{R}^{n}|\forall i\in I, g_{i}(x)\leq 0\}$

とする．

このとき，次は同値:

(i)
$epi\delta_{A}^{*}\subset\bigcup_{\lambda\in \mathbb{R}_{+}^{(I)}}$

cl cone epi $( \sum_{i\in I}\lambda_{i}g_{i})^{*}$

(ii) 任意の上半連続準凸関数 $f$ に対して，

$\inf_{x\in A}f(x)=\max_{\lambda\in \mathbb{R}_{+}^{(I)}}\inf\{f(x) \sum_{i\in I}\lambda_{i}g_{i}(x)\leq 0\},$
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(iii) 任意の $A$上で最小値を取る上半連続準凸関数 $f$ に対して，

$\min_{x\in A}f(x)=\lambda \mathbb{R}_{+}^{(I)}\max_{\in}\inf\{f(x) \sum_{i\in I}\lambda_{i}g_{i}(x)\leq 0\}.$

定理 1は，準凸計画問題において surrogate双対性と surrogate min$- \max$双対性

が同値であるということを示している．これは Lagrange双対性と surrogate双対性
の間の差異を示す特徴的な結果である．条件 (i) は surrogate双対性に対する必要十
分な制約想定として [12, 14] で提案されたものであったが，定理 1により surrogate
min-max双対性に対する必要十分な制約想定であることも示されている．
次に挙げる例は Lagrange 双対性，Lagrange min-max双対性が成り立たず，sur-

rogate双対性，surrogate min-max双対性が成り立つような凸不等式制約の一例で
ある．

Example 2. $I=[O$ , 1 $],$ $w_{i}=(1-i, i)$ とし，$g_{i}$ : $\mathbb{R}^{2}arrow \mathbb{R}$ を次のように定義する．

$g_{i}(x)=\{\begin{array}{ll}\langle w_{i}, x\rangle^{2} \langle w_{i}, x\rangle\geq 0,0 \langle w_{i}, x\rangle\leq 0,\end{array}$

制約集合は $A=\{(x_{1}, x_{2})\in \mathbb{R}^{2}|x_{1}\leq 0, x_{2}\leq 0\}$ である．

このとき，Lagrange min-max双対性は常には成り立たない．実際，$f(x_{1}, x_{2})=$

$-x_{1}$ とすると，$f$ は $x=(O, 0)$ で最小値 $0$ を取る．しかし，任意の $\lambda\in \mathbb{R}_{+}^{(I)}$ に対して，

$\inf_{x\in A}f(x)=0>\inf_{x\in \mathbb{R}}\{f(x)+\sum_{i=1}^{2}\lambda_{i}g_{i}(x)\}.$

これは Lagrange min-max双対性が成り立たないことを示している．同様に，La-
grange双対性も成り立たない．

一方で任意の上半連続準凸関数に対して surrogate 双対性，surrogate min-max
双対性が成り立つ． $f$ を $\mathbb{R}$ 上の上半連続準凸関数，$\mu=\inf_{x\in A}f(x)$ とする． $\mu=$

$\inf_{x\in \mathbb{R}^{2}}f(x)$ のときは $\lambda=0$ とすれば成立するため，$\mu>\inf_{x\in \mathbb{R}^{2}}f(x)$ と仮定する．

このとき，$f,$ $g_{i}$ の定義から，分離定理を用いて

$A\subset\{x\in \mathbb{R}^{2}|\langle w_{i_{0}}, x\rangle\leq 0\}, L(f, <, \mu)\subset\{x\in \mathbb{R}^{2}|\langle w_{i_{0}}, x\rangle>0\}$

を満たす $i_{0}\in I$ が存在することを示すことが出来る．

$\{x\in \mathbb{R}^{2}|\langle w_{i_{0}}, x\rangle>0\}=\{x\in \mathbb{R}^{2}|g_{i_{0}}(x)>0\}$

であるので，

$\mu=\inf\{f(x)|g_{i_{0}}(x)\leq 0\}$

となり surrogate双対性が成立する．同様に，surrogate min-max双対性も成立する．
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