
非拡大写像および擬非拡大写像の不動点近似法について
千葉大学法政経学部青山耕治

Koji Aoyama

Faculty of Law and Economics,

Chiba University

2010 Mathematics Subject Classification. $47J20,$ $47H09,$ $47H10.$

Keywords and phrases. Viscosity approximation method, 非拡大写像，不動点．

概要

Moudafi [17] によって導入された不動点近似法 (viscosity approximation

method) に関する最近の結果 (主に文献 [5]) の紹介を行う。

1 はじめに

$C$ を Hilbert 空間の閉凸集合，$f$ を $C$ 上の縮小写像，$T$ を $C$ 上の非拡大写像，$\{\lambda_{n}\}$ を

$[0$ , 1 $]$ の数列とする。 2000年，Moudafi [17] は $T$ のある不動点を近似するために，次の

ような点列 $\{y_{n}\}$ の収束性を考察し，その応用例を示した。 ここで，$\{y_{n}\}$ とは，任意の

$y_{1}\in C$ および

$y_{n+1}=\lambda_{n}f(y_{n})+(1-\lambda_{n})Ty_{n} (n\in \mathbb{N})$

によって定義される $C$ の点列である。 その後，[17] の結果の一般化や種々の非線形問題

への応用などを含むたくさんの研究成果が発表され現在に至っている (例えば，[18, 20]

など)。

本稿では，Moudafi [17] の一般化，特に，$f$ を縮小写像の列 $\{f_{n}\}$ にした場合について結

果とその応用例を取り上げる。 なお，研究集会の講演では，$T$ が非拡大写像の列の場合の

結果 (主に [5] の内容) と擬非拡大写像の列の場合の結果 (主に [10] の内容) を扱ったが，

ページ数に制限があるため，本稿では前者のみの紹介となる。

以下，Moudafi によって導入された不動点近似点列を，その一般化も含めて Moudafi 型

点列と呼ぶことにする。

2 準備

以下，$H$ を実 Hilbert 空間，$\langle\cdot,$ $\rangle$ を $H$ の内積，$\Vert\cdot\Vert$ を $H$ のノルム，$I$ を $H$ 上の恒等写

像，$C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合，$\mathbb{N}$ を正の整数の集合とする。
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写像 $S:Carrow H$ が非拡大であるとは，すべての $x,$ $y\in C$ に対して $\Vert Sx-Sy\Vert\leq$

$\Vert_{X-}y\Vert$ が成り立つときをいう。特に，非拡大写像 $S:Carrow C$ を $C$ 上の非拡大写像と

いう。 写像 $f:Carrow C$ が縮小写像であるとは，$\theta\in[0$ , 1) が存在し，すべての $x,$ $y\in C$

に対して $\Vert f(x)-f(y)\Vert\leq\theta\Vert x-y\Vert$ が成り立つときをいう。 このとき， $f$ を $C$ 上

の $\theta$-縮小写像という。写像 $S:Carrow H$ の不動点の集合を Fix(S) で表す。 つまり，

Fix$(S)=\{z\in C:Sz=z\}$ である。 $S$ が非拡大のとき，Fix(S) は $H$ の閉凸部分集合で

あることが知られている (例えば，[19] を参照)。

$C$ は閉凸であるから，各 $x\in H$ に対して，$\Vert z-x\Vert=\min\{\Vert y-x\Vert:y\in C\}$ となる点

$z\in C$ がただ一つ存在する。 $x$ にその $z$ を対応させる写像を $P_{C}$ と表し，$P_{C}$ を $H$ から $C$

の上への距離射影という。距離射影 $P_{C}$ は非拡大であることが知られている (例えば，[19]

を参照)。

$\{S_{n}\}$ を $C$ から $H$ への写像の列とする。 $\{S_{n}\}$ が条件 (Z) を満たすとは，以下が成り立

つときをいう [1, 3, 8, 9, 11, 12]。

$\{x_{n}\}$ が $C$ の有界点列で $x_{n}-S_{n}x_{n}arrow 0$ ならば，$\{x$訂の弱収積点 (weak cluster

point) は $\{S_{n}\}$ の共通不動点である。

$\{S_{n}\}$ が条件 (R) を満たすとは，以下が成り立つときをいう [1, 4]。

$C$ の空でない有界部分集合 $D$ に対して，$\lim_{narrow\infty}\sup_{y\in D}\Vert S_{n+1}y-S_{n}y\Vert=0$ となる。

$\{S_{n}\}$ が $D\subset C$ で安定あるとは，任意の $z\in D$ に対して $\{S_{n}z:n\in \mathbb{N}\}$ が一点集合にな

るときをいう。

後で使う補助定理を列挙しておく。

補助定理 2.1 ([5, Lemma 2.2]). $C_{1},$ $C_{2}$ を $H$ の空でない閉凸部分集合，$\{S_{n}\}$ を $C_{1}$ から

$H$ への非拡大写像列，$\{T_{n}\}$ を $C_{2}$ から $H$ への非拡大写像列とする。 $\{S_{n}\}$ および $\{T_{n}\}$

は条件 (R) を満たし，すべての $n\in \mathbb{N}$ に対して $C_{1}\supset T_{n}(C_{2})$ であり，$\{T_{n}\}$ の共通不動点

が存在すると仮定する。 このとき，$\{S_{n}T_{n}\}$ は条件 (R) を満たす。

補助定理 2.2 ([5, Lemma 2.3]). $\{S_{n}\}$ を $C$ から $H$ への非拡大写像列，$\{\gamma_{n}\}$ を $[0$ , 1 $]$ の

数列とする。 $\gamma_{n+1}-\gamma_{n}arrow 0$ であり，$\{S_{n}\}$ が条件 (R) を満たし，$\{S_{n}\}$ の共通不動点が存

在すると仮定する。 このとき，$\{\gamma_{n}I+(1-\gamma_{n})S_{n}\}$ は条件 (R) を満たす。

$A$ を $H$ から $H$ への集合値写像とする。 $A$ と $A$ のグラフ $\{(x, x’)\in H\cross H:x’\in Ax\}$

を同一視し，$A\subset H\cross H$ と表す。 $A$ が単調 (monotone) 作用素であるとは，すべての
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$(x, x (y, y’)\in A$ に対して $\langle x-y,$ $x’-y’\rangle\geq 0$ が成り立つときをいう。単調作用素 $A$

が極大であるとは，以下が成り立つときをいう。

$B\subset H\cross H$ が単調作用素で $A\subset B$ ならば，$A=B$ である。

$A\subset H\cross H$ を極大単調作用素，$\rho>0$ とする。 このとき， $(I+\rho A)^{-1}$ は， $H$ から

$dom(A)=\{x\in H:Ax\neq\emptyset\}$ の上への一価写像であることが知られている。写像

$(I+\rho A)^{-1}$ は $A$ のリゾルベント (resolvent) とよばれ，$J_{\rho}$ で表す。 $J_{\rho}$ は非拡大であり，

Fix$(J_{\rho})=A^{-1}0=\{x\in H:Ax\ni O\}$ であることが知られている (例えば，[19] を参照)。

3 非拡大写像列に関する収束定理

本節では，縮小写像の列を伴ったMoudafi型点列の収束性に関する結果を紹介する。

まず，Moudafi 型点列と Halpern 型点列 [16] の関係についての結果 (定理 3.1) を述べ

る。 次に，その結果と Halpern 型点列に関する既知の結果 (定理 3.2および 3.4) を使い，

Moudafi 型点列に関する収束定理を二つ示す (定理 3.3および 3.5)。

以下，$H$ を実 Hilbert 9間，$C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合，$\{T_{n}\}$ を $C$ 上の非拡大写

像列，$\{\lambda_{n}\}$ を $[0$ , 1 $]$ の数列，$\theta\in[0$ , 1) とする。

[18] の手法を使うと，次の結果が得られる。

定理 3.1 ([5, Theorem 3.1]). $F$ を $C$ の空でない閉凸部分集合とし，$\sum_{n=1}^{\infty}\lambda_{n}=\infty$ を仮

定する。 このとき，以下は同値である。

(1) 任意の $(x, u)\in C\cross C$ に対して，$x_{1}=x$ および $n\in \mathbb{N}$ に対して

$x_{n+1}=\lambda_{n}u+(1-\lambda_{n})T_{n}x_{n}$ (3.1)

で定義される点列 $\{x_{n}\}$ が $P_{F}(u)$ へ強収束する。

(2) $y\in C,$ $\{f_{n}\}$ が $F$ で安定な $C$ 上の $\theta$-縮小写像列ならば，$y_{1}=y$ および $n\in \mathbb{N}$ に対

して
$y_{n+1}=\lambda_{n}f_{n}(y_{n})+(1-\lambda_{n})T_{n}y_{n}$ (3.2)

で定義される点列 $\{y_{n}\}$ が $P_{F}\circ fi$ の不動点へ強収束する。

この定理の仮定のもとで，$P_{F}\circ fi$ は $F$ 上の縮小写像であるから，その不動点 $w\in F$ が

一意に存在する。 また，$\{f_{n}\}$ は $F$ で安定だから，すべての $m\in \mathbb{N}$ に対して $P_{F}ofi(w)=$

$P_{F}of_{m}(w)$ である。
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定理 3.1の $\{T_{n}\}$ と $\{\lambda_{n}\}$ にいくつかの条件を仮定し，$F= \bigcap_{n=1}^{\infty}Fix(T_{n})$ とすれば，定

理 3.1の (1) が成り立つ。例えば，次の結果が知られている [2, 3, 7]。

定理 3.2. $F= \bigcap_{n=1}^{\infty}Fix(T_{n})\neq\emptyset$ とし，$\{\lambda_{7l}-\}$ は $[0$ , 1 $]$ の数列で

$\lambda_{n}arrow 0,$ $\sum_{n=1}^{\infty}\lambda_{n}=\infty$ および $\sum_{n=1}^{\infty}|\lambda_{n+1}-\lambda_{n}|<\infty$

を満たし，$\{T_{n}\}$ は条件 (Z) を満たすと仮定する。 また，すべての有界な部分集合 $D\subset C$

に対して

$\sum_{n=1}^{\infty}\sup\{\Vert T_{n+1}z-T_{n}z\Vert:z\in D\}<\infty$

を仮定する。 このとき，定理 3.1の (1) が成り立つ。

定理 3.1と 3.2より，直ちに次の結果が得られる。

定理 3.3 ([5, Theorem 3.4]). $\{T_{n}\},$ $F$ および $\{\lambda_{n}\}$ は定理 3.2と同じとし，$\{f_{n}\}$ を $F$ で

安定な $C$ 上の $\theta$-縮小写像列とする。 点列 $\{y_{n}\}$ を $y_{1}\in C$ および $n\in \mathbb{N}$ に対して (3.2) で

定義する。 このとき，$\{y_{n}\}$ は $P_{F}\circ fi$ の不動点に強収束する。

また，次の結果も知られている [1, 4]。

定理 $3_{\bullet}4.$ $\{S_{n}\}$ を $C$ 上の非拡大写像列，$F= \bigcap_{n=1}^{\infty}Fi_{X}(S_{n})\neq\emptyset$ とする。 $\{\lambda_{n}\}$ と $\{\beta_{n}\}$

は $[0$ , 1 $]$ の数列で

$\lambda_{n}arrow 0, \sum_{n=1}^{\infty}\lambda_{n}=\infty, 0<\lim\inf_{narrow\infty}\beta_{n}, \lim\sup_{narrow\infty}\beta_{n}<1$

を満たすとする。 さらに，$\{S_{n}\}$ は条件 (Z) および (R) を満たすとする。 $x,$ $u\in C$ とし，

点列 $\{x_{n}\}$ を $x_{1}=x$ および $n\in \mathbb{N}$ に対して

$x_{n+1}=\lambda_{n}u+(1-\lambda_{n})((1-\beta_{n})x_{n}+\beta_{n}S_{n}x_{n})$

で定義する。 このとき，$\{x_{n}\}$ は $P_{F}(u)$ に強収束する。

定理 3.1および 3.4を使うと次の結果が得られる。

定理 3.5 ([5, Theorem 3.6]). $\{S_{n}\},$ $F,$ $\{\lambda_{n}\}$ および $\{\beta_{n}\}$ は定理 3.4と同じとする。

$\{f_{n}\}$ を $F$ で安定な $C$ 上の $\theta$-縮小写像列とする。点列 $\{y_{n}\}$ を $y_{1}\in C$ および $n\in \mathbb{N}$ に対

して

$y_{n+1}=\lambda_{n}f_{n}(y_{n})+(1-\lambda_{n})((1-\beta_{n})y_{n}+\beta_{n}S_{n}y_{n})$

で定義する。 このとき，$\{y_{n}\}$ は $P_{F}\circ fi$ の不動点に強収束する。
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証明．$T_{n}=(1-\beta_{n})I+\beta_{n}S_{n}$ とおくと，すべての $n\in \mathbb{N}$ に対して，$T_{n}$ は非拡大であり，

$y_{n+1}=\lambda_{n}f_{n}(y_{n})+(1-\lambda_{n})T_{n}y_{n}$ である。 定理 3$\cdot$4より，定理 3. 1の (1) が成り立つこと

がわかる。 したがって，定理 3.1より結論が示せた。 □

4 零点問題と不動点問題

本節では，前節の定理 3.5を使って，[14, Theorem 3.1] を一般化した次の定理を証明す

る。 前節に引き続き，$H$ を実 Hilbert 空間，$C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合，$\{T_{n}\}$ を $C$

上の非拡大写像列，$\theta\in[0$ , 1) とする。

定理 4.1 ([5, Theorem 5.1]). $A\subset H\cross H$ を極大単調作用素，$f$ を $C$ 上の $\theta$-縮小写像と

し， $\{\alpha_{n}\},$ $\{\beta_{n}\}$ および { $\gamma$訂を $[0$ , 1) の数列，$\{\rho_{n}\}$ を正の数列とし，

$\bullet$ $dom(A)\subset C,$ $F= \bigcap_{n=1}^{\infty}Fix(T_{n})\cap A^{-1}0\neq\emptyset$ ;

$\bullet$ $\alpha_{n}arrow 0,$ $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty,$ $0< \lim\inf_{narrow\infty}\beta_{n},$ $\sup_{n}\beta_{n}<1$ , すべての $n\in \mathbb{N}$ に対

して $\alpha_{n}+\beta_{n}\leq 1$ ;

$\bullet$ $0< \lim\inf_{narrow\infty}\gamma_{n},$ $\sup_{n}\gamma_{n}<1,$ $\gamma_{n+1}-\gamma_{n}arrow 0$ ;

$\bullet\inf_{n}\rho_{n}>0,$ $\rho_{n+1}-\rho_{n}arrow 0$

が成り立つとする。 さらに，すべての $m\in \mathbb{N}$ と空でない有界集合 $D\subset C$ に対して，

$\lim_{narrow\infty}\sup_{z\in D}\Vert T_{n}z-T_{m}T_{n}z\Vert=0, \lim_{narrow\infty}\sup_{z\in D}\Vert T_{n+1}z-T_{m}T_{n}z\Vert=0$
(4.1)

が成り立つとする。 点列 $\{y_{n}\}$ を $y_{1}\in C$ および $n\in \mathbb{N}$ に対して，

$y_{n+1}=\alpha_{n}f(V_{n}y_{n})+(1-\alpha_{n}-\beta_{n})y_{n}+\beta_{n}T_{n}V_{n}y_{n}$ (4.2)

で定義する。 ここで，$V_{n=\gamma_{n}}I+(1-\gamma_{n})T_{n}J_{\rho_{n}}$ であり，$J_{\rho_{n}}$ は $A$ のリゾルベントであ

る。 このとき，$\{y_{n}\}$ は $P_{F}\circ f$ の不動点に強収束する。

証明．$\gamma_{n}\neq 1$ であり，Fix $(T_{n})\cap Fix(J_{\rho_{n}})=Fix(T_{n})\cap A^{-1}0\neq\emptyset$ であるから，[8, Corollary

$3.9|$ と [9, Corollary 3.6] より，すべての $n\in \mathbb{N}\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ対して

Fix$(V_{n})=Fix(T_{n}J_{\rho_{n}})=Fix(T_{n})\cap Fix(J_{\rho_{n}})=Fix(T_{n})\cap A^{-1}0$

および

Fix$(T_{n}V_{n})=Fix(T_{n})\cap Fix(V_{n})=Fix(V_{n})$
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が成り立つ。 したがって，

$\bigcap_{n=1}^{\infty}Fix(T_{\eta}V_{n})=\bigcap_{n=1}^{\infty}Fix(V_{n})=\bigcap_{n=1}^{\infty}Fix(T_{n})\cap A^{-1}0=F\neq\emptyset$ (4.3)

を得る。

各瑞は非拡大であるから，各 $f\circ$瑞は $\theta$-縮小写像である。 (4.3) より，すべての $z\in F$

に対して $f(V_{n}z)=f(z)$ であるから，$\{f\circ V_{n}\}$ は $F$ で安定である。

次に，$\{T_{n}V_{n}\}$ が条件 (R) を満たすことを示す。 $D$ を $C$ の空でない有界部分集合とす

る。 (4.1) より，

$\lim_{narrow\infty}\sup_{z\in D}\Vert T_{n+1}z-T_{n}z\Vert$

$\leq\lim_{narrow\infty}\sup_{z\in D}\Vert T_{n+1}z-T_{1}T_{n}z\Vert+\lim_{narrow\infty}\sup_{z\in D}\Vert T_{1}T_{n}z-T_{n}z\Vert=0$

であるから，$\{T_{n}\}$ は条件 (R) を満たす。 また，[4, Example 4.2] より，$\{J_{\rho_{n}}\}$ が条件 (R)

を満たしていることが知られている。 よって，補助定理 2.1および 2.2を使うと，$\{T_{n}J_{\rho_{n}}\},$

$\{V_{n}\}$ および $\{T_{n}V_{n}\}$ が条件 (R) を満たすことがわかる。

次に， $\{T_{n}V_{n}\}$ が条件 (Z) を満たすことを示す。 $\{z$訂を $C$ の有界な点列で $z_{n}-$

$T_{n}V_{n}z_{n}arrow 0$ とする。 また，$\{z_{n_{i}}\}$ を $\{z$訂の部分列で $z_{n_{i}}arrow z$ とする。 このとき，$z\in F$

を示せばよい。 [8, Theorem 3.10] より，$z_{n}-T_{n}z_{n}arrow 0$ および $z_{n}-V_{n}z_{n}arrow 0$ である。

$\{z_{n}\}$ は有界だから $C$ の有界部分集合 $D$ が存在し，すべての $n\in \mathbb{N}$ に対して $z_{n}\in D$ とな

る。 $m\in \mathbb{N}$ を固定するとき，(4.1) および $z_{n}-T_{n}z_{n}arrow 0$ より，$narrow\infty$ のとき，

$\Vert z_{n}-T_{m}z_{n}\Vert\leq\Vert z_{n}-T_{n}z_{n}\Vert+\Vert T_{n}z_{n}-T_{m}T_{n}z_{n}\Vert+\Vert T_{7n}T_{n}z_{n}-T_{m}z_{n}\Vert$

$\leq 2\Vert z_{n}-T_{n}z_{n}\Vert+\sup_{y\in D}\Vert T_{n}y-T_{m}T_{n}y\Vertarrow 0$

である。 $I-T_{m}$ は demiclosed であるから [15, P. 109], $z\in$ Fix(Tm)。よって，$z\in$

$\bigcap_{n=1}^{\infty}Fix(T_{n})$ である。 一方，$z_{n}-V_{n}z_{n}arrow 0$ と [9, Corollary 3.2] より，$z_{n}-T_{n}J_{\rho_{n}}z_{n}arrow 0$

であるから，[8, Theorem 3.10] より，$z_{n}$ –J
$\rho$nzn $arrow$ 0。ゆえに，$\{J_{\rho_{n}}\}$ が条件 (Z) を満た

すことに注意すると $*$ 1, $z\in A^{-1}0$ となる。 以上より，$z\in F$ が示せた。

最後に，仮定より，

$y_{n+1}= \alpha_{n}f(V_{n}y_{n})+(1-\alpha_{n})((1-\frac{\beta_{n}}{1-\alpha_{n}})y_{n}+\frac{\beta_{n}}{1-\alpha_{n}}T_{n}V_{n}y_{n})$

であり，

$*1$ 例えば，[8, Lemma 5.1], [11,. Lemma 2.1], [13, Lemma 2.4] など。
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$0< \lim inf_{narrow\infty}\frac{\beta_{n}}{1-\alpha_{n}}, \lim\sup_{narrow\infty}\frac{\beta_{n}}{1-\alpha_{n}}<1$

であるから，定理 3$\cdot$5より，$\{y_{n}\}$ は $P_{F}\circ foV_{1}$ の不動点 $w$ に強収束する。 ここで，

$V_{1}w=w$ だから $w$ は $P_{F}\circ f$ の不動点である。 口

註 1. [14] では，極大単調作用素の零点問題ではなく，関数 $\phi:C\cross Carrow \mathbb{R}$ に関する均衡

問題を考え，$\phi$ のリゾルベントを使った収束定理 [14, Theorem 3.1] を示している。 [6] に

よれば，そのような均衡問題を，ある極大単調作用素 $A\subset H\cross H$ の零点問題と見なすこ

とができ，その際 $\phi$ のリゾルベントと $A$ のリゾルベントが一致することが知られている。

したがって，定理 4.1は [14, Theorem 3.1] の一般化といえる。

註 2. 定理 4.1では，[14, Theorem 3.1] の一般化を得るために複雑な点列を採用したが，

もっと簡素な点列で $P_{F}\circ f$ の不動点を近似することが可能である。例えば，$\{\lambda_{n}\}$ およ

び $\{\beta_{n}\}$ を定理 3.5(または定理 3.4) と同じとするとき，定理 4.1の設定のもとで，$\{y_{n}\}$ を

$y_{1}\in C$ および $n\in \mathbb{N}$ に対して，

$y_{n+1}=\lambda_{n}f(y_{n})+(1-\lambda_{n})((1-\beta_{n})y_{n}+\beta_{n}T_{n}J_{\rho_{n}}y_{n})$

で定義すれば，定理 4.1と同様な方法で (しかももっと簡単に), $\{y_{n}\}$ が $P_{F}\circ f$ の不動点

に強収束することを示せる。
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