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概要

We consider a duality between a primal quadratic optimization problem and its
dual problem through arithmetic-geometric mean inequality (A-G inequality). It is

shown that optimal values and optimal solutions of these problems are characterized
by the Golden number. Both optimal solutions of (primal and dual) problems have
a Golden triplet, which consists of (i) Golden optimal value, (ii) Golden optimal

path, and (iii) Golden complementarity. This is called the Golden complementary
duality.

1 主双対最適化

1.1 フィボナッチ最適化問題

$n$ 変数 $x=(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n})$ の 2次計画問題として次の最小化問題 $(P_{1})$ を考える。

minimize $\sum_{k=0}^{n-1}[(x_{k}-x_{k+1})^{2}+x_{k+1}^{2}]$

$(P_{1})$ subject to (i) $x\in R^{n}$

(ii) $x_{0}=c.$

ただし $c\in R^{1}$ とする。 記号 $R^{1}$ は実数全体の集合を表す。 この主問題 $(P_{1})$ の双対問題は

$n$変数 $\mu=(\mu_{1}, \mu_{2}, \ldots, \mu_{n})$ の最大化問題として次で与えられる :

Maximize $2c \mu_{1}-\mu_{1}^{2}-\sum_{k=1}^{n-1}[(\mu_{k}-\mu_{k+1})^{2}+\mu_{k+1}^{2}]-\mu_{n}^{2}$

$(D_{1})$

subject to (i) $\mu\in R^{n}.$
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定理 1(i) 主問題 $(P_{1})$ は最小解

$\hat{x}=(\hat{x}_{1}, \hat{x}_{2}, \ldots, \hat{x}_{k}, . . . , \hat{x}_{n-1}, \hat{x}_{n})$

$= \frac{c}{F_{2n+1}}(F_{2n-1}, F_{2n-3}, . . . , F_{2n-2k+1}, . . . , F_{3}, F_{1})$

のとき、 最小値 $m_{1}= \frac{F_{2n}}{F_{2n+1}}c^{2}$ をもつ。

(ii) 双対問題 $(D_{1})$ は最大解

$\mu^{*}=(\mu_{1}^{*}, \mu_{2}^{*}, \ldots, \mu_{k}^{*}, . . . , \mu_{n-1}^{*}, \mu_{n}^{*})$

$= \frac{c}{F_{2n+1}}(F_{2n}, F_{2n-2}, \ldots, F_{2n-2k+2}, \cdots, F_{4}, F_{2})$

のとき、最大値 $M_{1}= \frac{F_{2n}}{F_{2n+1}}c^{2}$ をもつ。

ここに $\{F_{n}\}$ はフィボナッチ数列 (Fibonacci sequence) を表し、以下の 2階線形差分方程
式 (3項間漸化式)

$x_{n+2}-x_{n+1}-x_{n}=0, x_{1}=1, x_{0}=0$ (1)

の解として定義される。

表 1 フィボナッチ数列 $\{F_{n}\}$

実数

$\phi=\frac{1+\sqrt{5}}{2}\approx 1.61803$

は黄金数 (Golden number) といわれている。黄金数については次が成り立つ。

$1 :\phi=\phi^{-2}:\phi^{-1}, \phi^{-2}+\phi^{-1}=1.$

黄金数 $\phi$ は 2次方程式
$x^{2}-x-1=0$ (2)

の正の解としても定義される。

1.2 黄金最適化問題

$n$ 変数 $x=(x_{1}, x_{2}, \cdots, x_{n})$ の 2次計画問題として次の最小化問題 (P2) を考える。

minlmlze $\sum_{k=0}^{n-1}[(x_{k}-x_{k+1})^{2}+x_{k+1}^{2}]+\phi^{-1}x_{n}^{2}$

$(P_{2})$ subject to (i) $x\in R^{n}$

(ii) $x_{0}=c.$
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この双対問題は $n$変数 $\mu=(\mu_{1}, \mu_{2}, \cdots, \mu_{n})$ の最大化問題として次で与えられる :

Maximize $2c \mu_{1}-\mu_{1}^{2}-\sum_{k=1}^{n-1}[(\mu_{k}-\mu_{k+1})^{2}+\mu_{k+1}^{2}]-\phi^{-1}\mu_{n}^{2}$

$(D_{2})$

subject to (i) $\mu\in R^{n}.$

両問題の最適解は次のようになる。

定理 2(i) 主問題 $(P_{2})$ は最小解

塗 $=(\hat{x}_{1},\hat{x}_{2}, \cdots,\hat{x}_{n-1},\hat{x}_{n})=c(\phi^{-2}, \phi^{-4}, \cdots, \phi^{-2n+2}, \phi^{-2n})$

で最小値 $m_{2}=\phi^{-1}c^{2}$ をもつ。

(ii) 双対問題 $(D_{2})$ は最大解

$\mu^{*}=(\mu_{1}^{*}, \mu_{2}^{*}, \cdots, \mu_{n-1}^{*}, \mu_{n}^{*})=c(\phi^{-1}, \phi^{-3}, \cdots, \phi^{-2n+3}, \phi^{-2n+1})$

で最大値 $M_{2}=\phi^{-1}c^{2}$ をもつ。

補題 1黄金数 $\phi$ について次が成り立つ。

(i) $\sum_{k=1}^{n}\phi^{2k-1}=\phi^{2n}-1$ $n=1$ , 2, 3, $\cdots,$

(ii) $\sum_{k=1}^{n}\phi^{-2k}=\phi^{-1}-\phi^{-2n-1}$ $n=1$ , 2, 3, $\cdots,$

(iii) $\phi^{n}+\phi^{n+1}=\phi^{n+2}$ $n=\cdots,$ $-1,$ $0$ , 1, $\cdots,$

(iv) 2 $\sum_{k=1}^{n}\phi^{-3k-1}+\phi^{-3n-2}=\phi^{-2}$ $n=1$ , 2, 3, $\cdots$

定義 1列 $\{x_{n}\}_{n\geq 1}$ は

$x_{n}=c\phi^{-2n}$ または $x_{n}=c\phi^{-n}$

のとき、黄金経路 (Golden path, GP) という。 ただし、 $c$ は定数である。 前者を 1: $\phi$ 型

といい、 後者を $\phi$ :1型という。

主問題 $(P_{2})$ の最小解と双対問題 $(D_{2})$ の最大解の間には次の 3つの関係が成り立って
いる。

1. (双対性) 最小値と最大値が等しい : $m_{2}=M_{2}$ . 共に初期値 $c$ の 2次関数で、その

係数は黄金数の逆数 $\phi^{-1}$ である。

2. (黄金) 最小点 $(x_{0},\hat{x}_{1},\hat{x}_{2}, \ldots, \hat{x}_{n})$ と最大点 $(\mu_{1}^{*}, \mu_{2}^{*}, \ldots, \mu_{n}^{*})$ は共に $1:\phi$ 型

の黄金経路である。
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3. (相補性) 最小点と最大点を交互に編むと、 $\phi$ :1型の黄金経路である。

すなわち、最適点の交互列は

$(x_{0}, \mu_{1}^{*},\hat{x}_{1}, \mu_{2}^{*},\hat{X}_{2}, . . . , \mu_{n}^{*},\hat{x}_{n})$

$=c(1, \phi^{-1}, \phi^{-2}, \phi^{-3}, \ldots, \phi^{-(2n-1)}, \phi^{-2n})$

となる。

この三位一体の関係を黄金相補双対性 (Golden complementary duality, GCD) という
$[$12, 5, 14, 15, 6, $16]_{0}$

2 相加・相乗平均不等式

定理 3任意の $x,$ $y\in R^{1}$ に対して

$2xy\leq x^{2}+y^{2}$ (3)

が成り立つ。 等号は $x=y$ のときに限り成り立っ。

不等式 (3) は相加・相乗平均不等式 (arithmetic-geometric mean inequality) (以下、 AG
不等式とよぶ) とよばれる。

補題 2 $c$ を定数とすると、 不等式

$2c\mu_{1}-\mu_{1}^{2}-\phi^{-1}\mu_{1}^{2}\leq(c-x_{1})^{2}+x_{1}^{2}+\phi^{-1}x_{1}^{2} \forall x_{1}\in R^{1}, \forall\mu_{1}\in R^{1}$ (4)

が成り立つ。 等号は $x_{1}=\phi^{-2_{C}},$ $\mu_{1}=\phi^{-1_{C}}$ のときに限り成り立っ。 このとき両辺の値は
$\phi^{-1}c^{2}$ になる。

Proof. AG 不等式より、任意の実数 $x_{1},$ $\mu_{1}$ に対して 2つの不等式と等号条件

$2(c-x_{1})\mu_{1}\leq(c-x_{1})^{2}+\mu_{1}^{2}$ ; $c-x_{1}=\mu_{1}$

2 $(\phi^{\frac{1}{2}}x_{1})(\phi^{-\frac{1}{2}}\mu_{1})\leq\phi x_{1}^{2}+\phi^{-1}\mu_{1}^{2}$ ; $\phi^{\frac{1}{2}}x_{1}=\phi^{-\frac{1}{2}}\mu_{1}$

が成り立つ。 辺々加えると

$2c\mu_{1}\leq[(c-x_{1})^{2}+\phi x_{1}^{2}]+\mu_{1}^{2}+\phi^{-1}\mu_{1}^{2}$

になる。 $\phi=1+\phi^{-1}$ であることから、すなわち (4) を得る。 この等号は 2つの等号条件
が同時に成り立つとき、すなわち、 $x_{1}=\phi^{-2_{C}},$ $\mu_{1}=\phi^{-1_{\mathcal{C}}}$ のとき成り立っ。 このとき両辺
の値が $\phi^{-1}c^{2}$ であることは、 実際に右辺は

$(c-x_{1})^{2}+x_{1}^{2}+\phi^{-1}x_{1}^{2}=c^{2}[(\phi^{-2}+\phi^{-4})+\phi^{-5}]$

$=c^{2}[(\phi^{-1}-\phi^{-5})+\phi^{-5}]$

$=\phi^{-1}c^{2}.$
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一方、 左辺についても

$2c\mu_{1}-\mu_{1}^{2}-\phi^{-1}\mu_{1}^{2}=c^{2}[2\phi^{-1}-(\phi^{-2}+\phi^{-3})]$

$=c^{2}[2\phi^{-1}-\phi^{-1}]$

$=\phi^{-1}c^{2}$

より成り立つ。

補題 3 $c$ を定数とする。 $(x_{1}, x_{2})\in R^{2},$ $(\mu_{1}, \mu_{2})\in R^{2}$ のとき

$2c\mu_{1}-\mu_{1}^{2}-(\mu_{1}-\mu_{2})^{2}-\mu_{2}^{2}-\phi^{-1}\mu_{2}^{2}\leq(c-x_{1})^{2}+x_{1}^{2}+(x_{1}-x_{2})^{2}+x_{2}^{2}+\phi^{-1}x_{2}^{2}(5)$

が成り立つ。等号は $x_{1}=\phi^{-2_{\mathcal{C}}},$ $x_{2}=\phi^{-4_{\mathcal{C}}},$ $\mu_{1}=\phi^{-1_{C}},$ $\mu_{2}=\phi^{-3_{\mathcal{C}}}$ のときに限り成り立つ。

このとき両辺の値は $\phi^{-1}c^{2}$ になる。

Proof. AG 不等式より、任意の実数 $x_{1},$ $x_{2},$ $\mu_{1},$ $\mu_{2}$ に対して 4つの不等式と等号条件

$2(c-x_{1})\mu_{1}\leq(c-x_{1})^{2}+\mu_{1}^{2}$ ; $c-x_{1}=\mu_{1}$

$2x_{1}(\mu_{1}-\mu_{2})\leq x_{1}^{2}+(\mu_{1}-\mu_{2})^{2}$ ; $x_{1}=\mu_{1}-\mu_{2}$

$2(x_{1}-x_{2})\mu_{2}\leq(x_{1}-x_{2})^{2}+\mu_{2}^{2}$ ; $x_{1}-x_{2}=\mu_{2}$

2 $(\phi^{\frac{1}{2}}x_{2})(\phi^{-\frac{1}{2}}\mu_{2})\leq\phi x_{2}^{2}+\phi^{-1}\mu_{2}^{2}$ ; $\phi^{\frac{1}{2}}x_{2}=\phi^{-\frac{1}{2}}\mu_{2}$

が成り立つ。 辺々加えると

$2c\mu_{1}\leq[(c-x_{1})^{2}+\phi x_{1}^{2}+(x_{1}-x_{2})^{2}+\phi x_{2}^{2}]+[\mu_{1}^{2}+(\mu_{1}-\mu_{2})^{2}+\mu_{2}^{2}+\phi^{-1}\mu_{2}^{2}]$

になる。 $\phi=1+\phi^{-1}$ であることから、すなわち (5) を得る。 この等号は 4つの等号条件

が同時に成り立つとき、すなわち、

$x_{1}=\phi^{-2_{C}}, x_{2}=\phi^{-4_{C}}, \mu_{1}=\phi^{-1_{\mathcal{C}}}, \mu_{2}=\phi^{-3_{\mathcal{C}}}$

のとき成り立つ。 このとき両辺の値が $\phi^{-1}c^{2}$ であることは、 実際に右辺は、

$(c-x_{1})^{2}+x_{1}^{2}+(x_{1}-x_{2})^{2}+x_{2}^{2}+\phi^{-1}x_{2}^{2}$

$=c^{2}[(\phi^{-2}+\phi^{-4}+\phi^{-6}+\phi^{-8})+\phi^{-9}]$

$=c^{2}[(\phi^{-1}-\phi^{-9})+\phi^{-9}]$

$=\phi^{-1}c^{2}.$

一方、 左辺についても

$2c\mu_{1}-\mu_{1}^{2}-(\mu_{1}-\mu_{2})^{2}-\mu_{2}^{2}-\phi^{-1}\mu_{2}^{2}$

$=c^{2}[2\phi^{-1}-(\phi^{-2}+\phi^{-4})-(\phi^{-6}+\phi^{-7})]$

$=c^{2}[2\phi^{-1}-(\phi^{-1}-\phi^{-5})-\phi^{-5}]$

$=c^{2}(2\phi^{-1}-\phi^{-1})$

$=\phi^{-1}c^{2}$

より成り立つ。
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定理 $4c$ を定数として、 $x_{0}=c$ とすると、任意の $x=(x_{1}, x_{2}, \cdots, x_{n})\in R^{n},$ $\mu=$

$(\mu_{1}, \mu_{2}, \cdots, \mu_{n})\in R^{n}$ に対して

$2c \mu_{1}-\mu_{1}^{2}-\sum_{k=1}^{n-1}[(\mu_{k}-\mu_{k+1})^{2}+\mu_{k+1}^{2}]-\phi^{-1}\mu_{n}^{2}$

$\leq\sum_{k=0}^{n-1}[(x_{k}-x_{k+1})^{2}+x_{k+1}^{2}]+\phi^{-1}x_{n}^{2}$ (6)

が成り立つ。 等号は

$(x_{1}, x_{2}, \cdots, x_{n-1}, x_{n})=c(\phi^{-2}, \phi^{-4}, \cdots, \phi^{-2n+2}, \phi^{-2n})$ (7)

$(\mu_{1}, \mu_{2}, \cdots, \mu_{n-1}, \mu_{n})=c(\phi^{-1}, \phi^{-3}, \cdots, \phi^{-2n+3}, \phi^{-2n+1})$ (8)

のときに限り成り立つ。 このとき両辺の値は $\phi^{-1}c^{2}$ になる。

Proof. AG不等式 $2xy\leq x^{2}+y^{2}(\forall x, y\in R^{1})$ より、 $x,$ $\mu$ に対して $2n$個の不等式と等号
条件

$2(c-x_{1})\mu_{1}\leq(c-x_{1})^{2}+\mu_{1}^{2}$ ; $c-x_{1}=\mu_{1}$

$2x_{1}(\mu_{1}-\mu_{2})\leq x_{1}^{2}+(\mu_{1}-\mu_{2})^{2}$ ; $x_{1}=\mu_{1}-\mu_{2}$

$2(x_{1}-x_{2})\mu_{2}\leq(x_{1}-x_{2})^{2}+\mu_{2}^{2}$ ; $x_{1}-x_{2}=\mu_{2}$

$2xk-1(\mu k-1-\mu_{k})$ $\leq$ $x_{k-1}^{2}+(\mu k-1-\mu_{k})^{2}$ ; $Xk-1=\mu k-1-\mu_{k}$

$2(Xk-1-x_{k})\mu_{k}$ $\leq$ $(Xk-1-x_{k})^{2}+\mu_{k}^{2}$ ; $Xk-1-Xk=\mu_{k}$

$2x_{n-1}(\mu_{n-1}-\mu_{n})\leq x_{n-1}^{2}+(\mu_{n-1}-\mu_{n})^{2}$ ; $x_{n-1}=\mu_{n-1}-\mu_{n}$

$2(x_{n-1}-x_{n})\mu_{n}\leq(x_{n-1}-x_{n})^{2}+\mu_{n}^{2}$ ; $x_{n-1}-x_{n}=\mu_{n}$

$2(\phi^{\frac{1}{2}}x_{n})(\phi^{-\frac{1}{2}}\mu_{n})\leq\phi x_{n}^{2}+\phi^{-1}\mu_{n}^{2}$ ; $\phi^{\frac{1}{2}}x_{n}=\phi^{-\frac{1}{2}}\mu_{n}$

が成り立つ。 辺々加えると

$2c \mu_{1}\leq\sum_{k=0}^{n-1}[(x_{k}-x_{k+1})^{2}+x_{k^{\backslash }+1}^{2}]+\phi^{-1}x_{n}^{2}$

$+ \mu_{1}^{2}+\sum_{k=1}^{n-1}[(\mu_{k}-\mu_{k+1})^{2}+\mu_{k+1}^{2}]+\phi^{-1}\mu_{n}^{2}$

になる。 $\phi=1+\phi^{-1}$ であることから、すなわち (6) を得る。 $2n$個の等号条件が同時に成
り立つとき、 この等号は成り立つ。 しかも $2n$連立 $2n$ 元 1次方程式は唯一の解 (7), (8) を
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もつ。 このとき両辺の値が $\phi^{-1}c^{2}$ であることは、 実際に右辺は、

$\sum_{k=0}^{n-1}[(x_{k}-x_{k+1})^{2}+x_{k+1}^{2}]+\phi^{-1}x_{n}^{2}$

$=c^{2}[ \sum_{k=1}^{2n}\phi^{-2k}+\phi^{-4n-1}]$

$=c^{2}[(\phi^{-1}-\phi^{-4n-1})+\phi^{-4n-1}]$

$=\phi^{-1}c^{2}.$

一方、 左辺についても

$2c \mu_{1}-\mu_{1}^{2}-\sum_{k=1}^{n-1}[(\mu_{k}-\mu_{k+1})^{2}+\mu_{k+1}^{2}]-\phi^{-1}\mu_{n}^{2}$

$=c^{2}[2 \phi^{-1}-\sum_{k=1}^{2n-2}\phi^{-2k}-(\phi^{-4n+2}+\phi^{-4n+1})]$

$=c^{2}[2\phi^{-1}-(\phi^{-1}-\phi^{-4n+3})-\phi^{-4n+3}]$

$=c^{2}(2\phi^{-1}-\phi^{-1})$

$=\phi^{-1}c^{2}$

より成り立つ。
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