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1序

Mutually unbiased weighing matrices はmutually unbiased bases の一般化した概念であ

る．Mutually unbiased bases とあるアソシェーションスキームの存在性は $Q$-多項式スキー

ムの研究で重要な定理である [9, Theorems 4.1,4.2]. 本稿では mutually unbiased weighing
matrices から得られるアソシェーションスキームについて論じたい．Mutually unbiased
bases の場合とは対照的に任意の mutually unbiased weighing matrices からはアソシェー

ションスキームは得られないが，アソシェーションスキームが付随するときには強正則グラ
フの spread との関連があり非常に興味深い．考えてぃる空間は実球面であるが，同様の議論
を複素球面に拡張することもできる．本稿の最後に Rudvalis群と関係する複素格子から得
られるアソシエーションスキームについても触れる．

2 Mutually unbiased weighing matrices
$W$ を成分を $0,$ $\pm 1$ とする $d$次の正方行列とする． $W$ が重さ $k$ の weighing matrix である

とは，$WW^{T}=kI$ を満たすこととする．ここで，$I$ は単位行列とする．定義から明らかなよ
うに $k=d$ となる weighing matrix は位数 $d$ の Hadamard matrix $t_{\sim}’$一致する．

Mutually unbiased weighing matrices の定義は Holzmann, Kharaghani, Orrick によっ
て次のように与えられている [7]. 位数 $d$ , 重さ $k$ の weighing matrices $W_{1},$ $W_{2}$ が unbiased

であるとは， $\frac{1}{\sqrt{k}}H_{1}H_{2}^{T}$ が重さ $k$ の weighing matrix になることとし，mutually unbiased
weighing matrices とは重さ $k$ の weighing matrices $W_{1}$ , . . . , $W_{f}$ であって，任意の相異なる
$i,$ $i$ に対して琳，$W_{j}$ が unbiased であることとする．重さが位数と等しいmutually unbiased
weighing matrices はmutually unbiased Hadamard matrices と呼ばれており，本質的に
mutually unbiased bases と同値な概念である．

Mutually unbiased weighing matrices の興味深い例は次で与えられる．

Example 2.1. $E_{8}$ root system の 240個のベクトルは，15個の 2-frame $\mathcal{B}_{1}$ , . . ., $\mathcal{B}_{15}$ で分割さ
れる．ここで 2-frame とは $\langle f_{i},$ $f_{j}\rangle=0(1\leq i<j\leq 8)$ を満たす長さが 2のベクト) $\triangleright$から

なる集合 $\{\pm fi, . . . , \pm f_{8}\}$ のことである．2-frame $\mathcal{B}_{1}$ を正規直交基底の而倍したものにな
るように $E_{8}$ root system を直交変換で移す．$E_{8}$ root system の相異なるベクトルの内積は
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$\pm 1,$ $0,$ $-2$ であるので，$\mathcal{B}_{1}$ との内積を考えることで $\mathcal{B}_{2}$ , . . . , $\mathcal{B}_{15}$ の各 frame を構成するベクト

ルの成分は $\pm 1/\sqrt{2},$ $0$ となる．各 $\mathcal{B}_{i}(i=2, \ldots, 15)$ の極対的なベクトル $(-1$ 倍で移りあう

ベクトル) から一方を選び，それらを行ベクトルとする行列を語倍したものを $W_{i}$ とする．

このとき，$W_{i}(i=2, \ldots, 15)$ は重さが 4のmutually unbiased weighing matrices となって

いる．

3 Association schemes

Mutually unbiased weighing matrices を単に球面上の有限集合とみなし，内積を二項関係

とするアソシエーションスキームはいつ付随するか、 という問題を考える．

$X$ を有限集合，瑞 $(i=0, \ldots, n)$ を $X$ 上の空でない二項関係とする．各私に対して，$R_{i}$

の隣接行列 $A_{i}$ を次で定める:

$(A_{i})_{xy}=\{\begin{array}{l}1 ((x, y)\in 島のとき)0 (その他)\end{array}$

$(X, \{R_{i}\}_{i=0}^{n})$ が可換アソシエーションスキームであるとは次の条件を満たすときとする:

(1) $A0$ は単位行列．

(2) $\sum_{i=0}^{n}A_{i}=J$ ( $J$ はすべての成分が 1の正方行列である).

(3) 任意の $i\in\{0, 1, . . . , n\}$ に対して，$A_{i}^{T}\in\{A_{1}, . . ., A_{n}\}$ ( $A_{i}^{T}$ は $A_{i}$ の転置行列である).

(4) 任意の $i,$ $j,$ $k\in\{0, 1, . . . , n\}$ に対して，ある非負整数 $p_{i}^{k_{j}}$,が存在して，次が成り立つ;
$A_{i}A_{j}= \sum_{k=0}^{n}p_{i,j}^{k}A_{k}.$

すべての $i\in\{1, . . ., n\}$ に対して $A_{i}$ が対称行列のとき，$(X, \{品\}in=0)$ を対称という。本稿で

はアソシエーションスキームといえば対称なものを意味することとする．

位数 $d$ , 重さ $k$ のmutually unbiased weighing matrices $W_{1}$ , .. ., $W_{f}$ から $d$次元の実球面

$S^{d-1}$ 上の有限集合 $X$ を以下のようにして作る．$X_{i}$ を $W_{i}(i=1, \ldots, f)$ の正規化した行ベ

クトルおよびその $-1$ 倍したベクトルからなる $2d$点の有限集合とし，$X= \bigcup_{i=1}^{f}X_{i}$ とする．

$X$ の内積集合 $A(X):=\{\langle x, y\rangle|x, y\in X, x\neq y\}$ は $A(X)=\{\pm 7^{1_{k^{=}}}, 0, -1\}$ で与えられる．

$\alpha 0=1,$ $\alpha_{1}=-1,$ $\alpha_{2}=\sqrt{k}1,$ $\alpha_{3}=\tau_{k}^{1}-,$ $\alpha_{4}=0$ とおく．内積から $X$ 上の二項関係を次のよう

に定める:

$R_{\dot{\eta}}=\{(x, y)\in X\cross X|\langle x, y\rangle=\alpha_{i}\} (i=0,1, \ldots, 4)$ .

また，$X_{i}$ に現れる内積 $0$ と，$X_{i}$ と $x_{j}(i\neq j)$ に現れる内積 $0$ の役割が異なるので，更に島

を次のように定義する:

$\tilde{R}_{\dot{\triangleleft}}=$ 島 for $i\in\{0$ , 1, 2, 3 $\}$

)

$\tilde{R}_{4}=R_{4}\cap\bigcup_{i\neq j}(X_{i}\cross X_{j})$
,

$\tilde{R}_{5}=R_{4}\backslash \tilde{R}_{4}.$
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一般に $(X, \{R_{i}\}_{i=0}^{4})$ , $(X, \{\tilde{R}_{i}\}_{i=0}^{5})$ 共にアソシエーションスキームにならないが，次の定理
が成り立つ．

Theorem 3.1. もし $(X, \{R_{i}\}_{i=0}^{4})$ がアソシエーションスキームであれば，$(X, \{\tilde{R}_{i}\}_{i=0}^{5})$ も

アソシエーションスキームになる．

$E_{8}$ root system の 240個のベクトルは内積を二項関係として，クラスが 4のアソシエー

ションスキームになることはよく知られている．上記の定理を用いることにより，$E_{8}$ root

system の 2-frame 分解がクラス 5のアソシエーションスキームを導くことがわかる．

Theorem 3.1は球面上のデザイン議論を用いて証明することもできるが，より一般の定理
を次の章で紹介し，その際に本質的な役割を果たす強正則グラフの spreadについて紹介する．

4 Spreads in strongly regular graphs

グラフ $G=(V, E)$ とは，有限集合 $V$ と $V$ の 2点部分集合全体のなす集合の部分集合 $E$ が

なす組のことである．

パラメーター $(v, k, \lambda, \mu)$ の強正則グラフ (strongly regular graph) とは，頂点数が $v$ , 各頂

点に隣接している頂点の個数が $k$ であり，相異なる勝手な二頂点 $x,$ $y$ に隣接している頂点の

個数は $x,$ $y$ が隣接しているか否かに応じて $\lambda,$
$\mu$ となるグラフのことである．グラフの隣接行

列とは，$G$ の頂点集合で添え字づけられた正方行列で

$A_{xy}=\{\begin{array}{l}1 (x, y が隣接しているとき)0 (その他)\end{array}$

と定める．

グラフ $G=(V, E)$ のクリークとは，どの 2頂点も隣接している $V$ の部分集合のことであ

る．強正則グラフのクリークに含まれる頂点の最大数はグラフの隣接行列の固有値を用いて

次のように評価できる．ここで，$k$-正則グラフの隣接行列の最大固有値は $k$ であることに注

意しておく．

Theorem 4.1 (Delsarete bound). $G=(V, E)$ を強正則グラフとし，$C$ を $G$ のクリークと

する．$A$ の最小固有値を $\theta$ とする．このとき，$|C|\leq 1-k/\theta$ が成り立つ．

強正則グラフのクリークで Theorem4.1の等号が成立するものを Delsarteクリークと呼

ぶ．頂点集合が Delsarte クリークにより分解されている状況を考察する [4, 6].

Definition 4.2. 強正則グラフの spread とは，Delsarte クリークからなる集合 $\{C_{1}, . . . , 0_{f}\}$

で頂点集合を分割しているものである．

これは partial geometry の spread に由来する概念である [3].

強正則グラフは定義からクラスが 2のアソシエーションスキームであるが，もしも spread
が存在するとクラスが 3のアソシエーションスキームが構成できる．
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Theorem 4.3. ([4, Theorem], [6, Proposition 4.1]) $G=(V, E)$ を強正則グラフ，$\{C_{1}, \cdots, 0_{f}\}$

を $G$ の spread とする．頂点集合 $V$ 上の二項関係を次のように定める:

$R_{C}=\{(x, x)|x\in V\},$

$R_{1}= \{(x, y)|\{x, y\}\in E, \{x, y\}\in\bigcup_{i=1}fC_{i}\},$

$R_{2}= \{(x, y)|\{x, y\}\in E, \{x, y\}\not\in\bigcup_{i=1}fC_{i}\},$

$R_{3}=\{(x, y)|\{x, y\}\not\in E\}.$

このとき，$(V, \{R_{\dot{\eta}}\}_{i=0}^{3})$ はアソシエーションスキームとなる．

Remark 4.4. Theorem 4.3の記号において，$(V, \{R0, R_{1}\cup R_{2}, R_{3}\})$ はクラスが 2のアソシ

エーションスキームである．逆にクラスが 2のアソシエーションスキームがあれば馬でな
い二項関係を辺集合とするグラフは強正則グラフとなる．

$(X, \{島\}_{i=0}^{4})$ をアソシエーションスキームとし，$R_{4}$ の次数を 1を仮定する．このとき，

石 b $\cup$ R4は $X$ 上の同値関係をなし，また隣接行列の添え字集合 $\{0$ , 1, . . . , 4 $\}$ 上の同値関係を

次により定める: $i,$ $j\in\{0$ , 1, . . . , 4 $\}$ に対して $i\sim j\Leftrightarrow$ ある $\alpha\in\{0$ , 4 $\}$ が存在して〆，$\alpha\neq$ 0.
この同値関係による同値類を $\{0$ , 4 $\}$ , {1, 3}, {2} となるように添え字を付け直す．二項関係 $R_{4}$

の次数が 1であるので，次の性質を満たす $X$ 上の全単射 $\phi$ が存在する: 任意の $x\in X$ に対し

て，$(x, \phi(x))\in R_{4}$ . このとき適当に頂点集合を並び替えることで，ある $(0,1)$ -行列 $A_{0},$ $A_{1},$ $A_{2}$

が存在して次が成り立つ:

$A_{0}+A_{4}=\overline{A}_{0}\otimes J_{2}, A_{1}+A_{3}=\overline{A}_{1}\otimes J_{2}, A_{2}=\overline{A}_{2}\otimes J_{2}.$

このとき [1, Theorem 9.3] により，$\overline{A}_{0},$ $\overline{A}_{1},$ $\overline{A}_{2}$ はクラス 2のアソシエーションスキームの

隣接行列となる．クラスが 2のアソシエーションスキームを $(\overline{X}, \{\overline{R}_{i}\}_{i=0}^{2})$ とすると，$\overline{X}$ は

$(x, y)\in R_{4}$ となる $X$ の二頂点 $x,$ $y$ を同一視している．この同一視を商写像とよび $\psi$ : $Xarrow\overline{X}$

と書くことにする．

クラスが 2のアソシエーションスキームは強正則グラフなので，$(X, \{R_{i}\}_{i=0}^{4})$ を強正則グ

ラフの two-fold cover とよぶ．

上記の通り定義されたアソシエーションスキーム $(X, \{R_{\eta}\cdot\}_{i=0}^{4})$ に対して，$X$ の部分集合 $Y$

が $\{0, 2, 4\}-$クリークであるとは $\{i|R_{i}\cap(Y\cross Y)\neq\emptyset\}=\{0$ , 2, 4 $\}$ が成り立つときとする．

これは $Y$ の相異なる二頂点は $R_{2}$ もしくは $R_{4}$ で結ばれていることを意味している．$Y$ の商

写像による像は $\overline{R}_{2}$ を辺集合とする強正則グラフのクリークである．

Theorem 3.1の定理はより一般に次の形で定式化される．

Theorem 4.5. $([11,$ Theorem $3\cdot 2])$ $(X, \{R_{\dot{\eta}}\}_{i=0}^{4})$ を強正則グラフの two-fold cover とする．
$Y_{1}$ , . . . , $Y_{f}$ を $\{0, 2, 4\}-$クリークとし，$\{Y_{1}, . . . , Y_{f}\}$ は $X$ の分割を与えるとする．もし $\psi(Y_{i})$

$(i=1, \ldots, f)$ が強正則グラフ $(\overline{X}, \overline{R}_{2})$ の Delsarte クリークであれば，$(X, \{\tilde{R}_{\dot{\eta}}\}_{i=0}^{5})$ はアソ

シエーションスキームである．ただし島は次で定義される :

$\tilde{R}_{\dot{\eta}}=R_{\dot{\eta}}$ for $i=0$ , 1, 3, 4,

$\tilde{R}_{2}=R_{2}\cap\bigcup_{i=1}^{f}(Y_{i}\cross Y_{i})$ ,

$\tilde{R}_{5}=R_{2}\backslash \tilde{R}_{2}.$
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Example 4.6. $E_{8}$ root system の極対的な 2点を同一視し，内積 $0$ で辺を結んだグラフはパ
ラメーター $(120,63,30,36)$ の強正則グラフ $G$ となる．このグラフの次数，最小固有値はそ
れぞれ $63,$ $-9$ であるので Theorem 4.1の Delsarte bound は $1-63/(-9)=8$ となる．した
がって各 2-frame は商グラフ $G$ において Delsatre クリークとなる．よつて $E_{8}$ root system
の 2-frame 分解は商グラフ $G$ において Delsatre クリークによる頂点集合の分割，すなわち
spread となる．この spread により Theorem 4.3からクラスが 3のアソシェーションスキー

ムが得られる．

$E_{8}$ root systemはクラスが 4のアソシェーションスキームとなり，パラメーター $(120,63,30,36)$

の強正則グラフの two-fold cover である．Theorem 4.5を Es root system の 2-frame分解に

用いるとクラスが 5のアソシエーションスキームが得られる．

5 今後の展望

同様の現象を複素球面上のアソシェーションスキームに対して考察してぃくことは興味
深い．このような試みは，Best[2] により定義を複素数にまで拡張させた weighing matrix の

unbiased な例の構成が行われており，それらは可換アソシェーションスキームになっている

例が少なくない．これから特に次の例に対して考察できたら非常に興味深いと思われる．

Rudvalis群は 28次元のある複素格子 $L$ の自己同型群として得られる．その複素格子 $L$ は

16240個の minimum vector を持ち，minimum vector からなる集合を $X$ とおく このとき

次が知られている:

Proposition 5.1. ([5, Lemma 9], [8, 命題 6.2]) $A(X)$ $:=\{\langle x, y\rangle|x, y\in X, x\neq y\}=$

$\{0, \pm 1, \pm i, -4, \pm 4i\}.$

Proposition 5.2. ([5, Theorem 2], [8, 命題 6.3]) $\pm 1,$ $\pm i$ 倍で移りあう $X$ の点を同一視し

た点を頂点とし，内積 $0$ で辺集合を作るとパラメーター $(4060, 1755, 730, 780)$ の強正則グラ

フが得られる．

Problem 5.3. Proposition 5.2の強正則グラフに spread は存在するか．

このグラフの最大固有値，最小固有値はそれぞれ 1755, $-65$ であるので，Delsarte bound
は $1-1755/(-65)=28$ となる (複素格子 $L$ の次元と一致する). $4060/28=145$ となるの

で，頂点集合を互いに交わりのない 145個の 28点のクリークに分解できるか，という問題と
同値である．

これが肯定的に分かると，次の二つのことが得られる．

$\bullet$ Theorem 4.3によりクラスが 3のアソシェーションスキームが得られる．

$\bullet$ Propositions 5.1,5.2, [10, Lemma 3.2] を用いると，$X$ は 28次元の複素球面の $\mathcal{T}$-design
となる．ここで $\mathcal{T}=\{(k, l)\in \mathbb{Z}^{2}|0\leq k, l\leq 3\}\backslash \{(3,3)\}$ である．さらに [10,
Theorem 8.1 $(ii)$ ] を用いると $X$ は内積を二項関係としてクラスが 8の可換アソシェー

ションスキームとなることがわかる．$X$ が 4-frame分解できたとすると，内積 $0$ の二

項関係を同じ frame に属している二頂点か否かで二つの二項関係に分けるとことでク

ラスが 9の可換アソシエーションスキームが得られる．
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