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1 はじめに

本稿で用いる基本的な記号を整理する．変数 $w$ に対して $\exp(2\pi\sqrt{-1}w)$ を記号 $e(w)$ で表

す．記号 $\tau$ は上半平面めの点を，記号 $z$ は $\mathbb{C}$ の点をそれぞれ表すとし，記号 $q,$ $\zeta$ をそれぞれ

$q:=e(\tau)$ , $\zeta:=e(z)$ で定義する．群 $SL_{2}(Z)$ に関する重さ $k$ の (正則楕円) モジュラー形式

全体のなす $\mathbb{C}$ 上のベクトル空間を $M_{k}$ で表す．モジュラー形式の中で最も基本的な例である

重さ $k\in 2\mathbb{N}$ の (正規化された)Eisenstein 級数 $E_{k}(\tau)$ を

$E_{k}( \tau):=1-\frac{2k}{B_{k}}\sum_{n=1}^{\infty}(\sum_{0<d|n}d^{k-1})q^{n}$

で定義する．ここで $B_{k}$ は $k$ 番目の Bernoulli 数である．次に Ramanujan の $\Delta$ 関数 $\triangle(\tau)$

と Klein の $i$ 関数 $j(\tau)$ をそれぞれ

$\triangle(\tau):=\frac{E_{4}(\tau)^{3}-E_{6}(\tau)^{2}}{1728}=q-24q^{2}+252q^{3}-1472q^{4}+\cdots,$

$j( \tau):=\frac{E_{4}(\tau)^{3}}{\triangle(\tau)}=\frac{1}{q}+744+196884q+\cdots$

で定義する．

続いて Jacobi 形式に関する記号を述べる [EZ85]. 正則関数 $\phi:\mathfrak{H}\cross \mathbb{C}arrow \mathbb{C}$ が $SL_{2}(\mathbb{Z})$ に

関する重さ $k(\in \mathbb{Z})$ , 指数 $m(\in \mathbb{Z})$ の Jacobi 形式であるとは次の三つの条件を満たすとき

にいう :
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$\bullet\phi(\frac{a\tau+b}{c\tau+d}, \frac{z}{c\tau+d})=(c\tau+d)^{k}e(\frac{cmz^{2}}{c\tau+d})\phi(\tau, z)$ $(^{\forall}(_{cd}^{ab})\in SL_{2}(\mathbb{Z}),$ $\forall(\tau, z)\in \mathfrak{H}\cross \mathbb{C})$ ,

$\bullet\phi(\tau, z+\lambda\tau+\mu)=e(-\lambda^{2}m\tau-2\lambda mz)\phi(\tau,z)$ $(^{\forall}(\lambda, \mu)\in \mathbb{Z}^{2\forall}(\tau, z)\in \mathfrak{H}\cross \mathbb{C})$ ,

$\bullet$ $\phi(\tau, z)$ は次の形の Fourier 展開をもつ :

$\phi(\tau, z)=\sum_{n,r\in \mathbb{Z},4mn\geq r^{2}}c(n, r)q^{n}\zeta^{r}.$

群 $SL_{2}(Z)$ に関する重さ $k$ , 指数 $m$ の Jacobi 形式全体がなす $\mathbb{C}$ 上のベクトル空間を $J_{k,m}$

と書くことにし，特に $m=1$ のときゐ，1を単にゐと書くことにする．一番基本的な Jacobi

形式の例は次の Jacobi-Eisenstein 級数

$E_{k,m}( \tau, z):=\frac{1}{2}\sum_{(c,d)=1}(c\tau+d)^{-k}\sum_{\lambda\in \mathbb{Z}}e(\lambda^{2}m\frac{a\tau+b}{c\tau+d}+2\lambda m\frac{z}{c\tau+d}-\frac{cmz^{2}}{c\tau+d})\in J_{k,m}$

である．Cohen 関数などを用いると $E_{k,m}(\tau, z)$ の Fourier展開を明示的に計算できる [EZ85,

Theorem 2.1]. 例えば指数 $m=1$ の Jacobi-Eisenstein 級数 $E_{4,1}\in J_{4},$ $E_{6,1}\in J_{6}$ の Fourier

展開はそれぞれ次のようになる :

$E_{4,1}(\tau, z)=1+(\zeta^{-2}+56\zeta^{-1}+126+56\zeta+\zeta^{2})q$

$+(126\zeta^{-2}+576\zeta^{-1}+756+576\zeta+126\zeta^{2})q^{2}+\cdots,$

$E_{6,1}(\tau, z)=1+(\zeta^{-2}-88\zeta^{-1}-330-88\zeta+\zeta^{2})q$

$+(-330\zeta^{-2}-4224\zeta^{-1}-7524-4224\zeta-330\zeta^{2})q^{2}+$

最後に微分に関する記号を述べる．記号 ’を’ $:=(2\pi\sqrt{-1})^{-1}\partial/\partial\tau$ で定義し，また二

変数関数 $\phi=\phi(\tau, z)$ に対して，記号 $\phi^{(n)},$ $\phi^{[n]}$ をそれぞれ $\phi^{(n)}:=(2\pi\sqrt{-1})^{-n}\partial^{n}\phi/\partial\tau^{n},$

$\phi^{[n]}:=(2\pi\sqrt{-1})^{-n}\partial^{n}\phi/\partial z^{n}$ で定義する．

2 モジュラー形式に対する金子 Zagier型保型微分方程式 $(\#_{k})$

モジュラー形式に対する金子 Zagier型保型微分方程式とは，論文 [KZ98] で金子昌信氏

と Don Zagier 氏により導入された二階線形常微分方程式

$f”( \tau)-\frac{k+1}{6}E_{2}(\tau)f’(\tau)+\frac{k(k+1)}{12}E_{2}’(\tau)f(\tau)=0 (\# k)$

のことである．本節では最初に，金子氏と Zagier氏がどのようにして微分方程式 $(\#_{k})$ を導出

したのかをおさらいする．彼らは Ramanujan-Serre 微分

$\theta_{k}:=\frac{1}{2\pi\sqrt{-1}}\frac{d}{d\tau}-\frac{k}{12}E_{2}:M_{k}arrow M_{k+2}$
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を用いて $(\# k)$ を導出した．まず $k\equiv 0$ または 4(mod6) を仮定する．このとき古典的に

良く知られている $M_{k}$ の次元公式より，等式 $\dim_{\mathbb{C}}M_{k+4}=\dim_{\mathbb{C}}M_{k}$ が導かれ，従って

$M_{k+4}=E_{4}\cdot M_{k}$ となる．ゆえに $k\equiv 0$ または 4(mod6) のとき，$M_{k}$ の自己準同型

$\varphi_{k}:=\frac{1}{E_{4}}\theta_{k+2}\circ\theta_{k}:M_{k}arrow M_{k}$

は well-defined である．ここで

$\bullet$ Ramanujan-Serre 微分暇はカスプ形式をカスプ形式に写す，

$\bullet$ 重さ $k$ のカスプ形式がなす $\mathbb{C}$ 部分空間の余次元は 1である，

$\bullet$ $f\in M_{k}$ に対して，( $\varphi_{k}(f)$ の定数項 ) $= \frac{k(k+2)}{144}\cross$ ( $f$ の定数項)

の三つの事実に注意すると $k(k+2)/144$ が $\varphi_{k}$ の固有値であることがわかる．そして，公式

$E_{2}’=(E_{2}^{2}-E_{4})/12$ を用いると，微分方程式 $(\# k)$ と固有値 $k(k+2)/144$ に対する固有ベク

トルを求める方程式

$\varphi_{k}(f)(\tau)=\frac{k(k+2)}{144}f(\tau)$ (1)

が同値であることが確かめられる．このようにして彼らは微分方程式 $(\#_{k})$ を導出したので

ある．

注意 2.1. 微分方程式 $(\# k)$ の形から直ちにわかるように，一般の複素数 $k$ とめ上の正則関数

$f(\tau)$ に対しても $(\# k)$ を定義することができるが，もちろんその場合 $f(\tau)$ が $(\# k)$ の解である

こと ( $\Leftrightarrow$ 等式 (1) を満たすこと) と $f(\mathcal{T})$ がモジュラー形式であることは無関係である．つま

り一般には $(\# k)$ の解であってもそれがモジュラー形式であるとは限らない．

次に金子 Zagier 型保型微分方程式 $(\# k)$ に関連する先行研究を述べよう．金子昌信氏と

Don Zagier 氏は，超特異多項式

SSp $(X):=$ $\prod$ $(X-j(E))\in \mathbb{F}_{p}[X]$

E/$\mathbb{F}$p:超特異

の研究 [KZ98] において，微分方程式 $(\# k)$ のモジュラー形式解と $ss_{p}(X)$ の間に次の密接な

関係があることを証明した :

定理 2.2. ([KZ98]) 素数 $p\geq 5$ に対して，整数 $\gamma\in \mathbb{Z}\geq 0,$ $\delta\in\{0$ , 1, 2 $\},$ $\epsilon\in\{0$ , 1 $\}$ を

$p-1=12\gamma+4\delta+6\epsilon$ で定める．重さ $p-1$ のモジュラー形式 $f_{p-1}\in M_{p-1}$ を $(\#_{p-1})$ の解で
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かつその Fourier 展開の定数項が $(-1)^{\gamma}(^{R-1}6\gamma$ ) となるものとする．多項式 $F_{p-1}$ $(X)\in \mathbb{Q}[X]$

を $f_{p-1}=\triangle^{\gamma}E_{4}^{\delta}E_{6}^{\epsilon}F_{p-1}(j)$ で定めるとき次が成り立つ :

$ss_{p}(X)\equiv X^{\delta}(X-1728)^{\epsilon}F_{p-1}(X)(mod p)$ .

金子氏と Zagier 氏の研究 [KZ98] 以降，微分方程式 $(\# k)$ のモジュラー形式解や準モジュ

ラー形式解の明示的研究 (cf. [KK03]) などが行われてきたが，近年になって微分方程式 $(\#_{k})$

のモジュラー形式解が二次元共形場理論に応用できること [KNS13] や，新しいモジュラー形

式である 「混合モックモジュラー形式」 [DMZ12] が $(\#_{k})$ の解として現れること [G15] が証

明され大きく進展した．

3 Jacobi 形式に対する金子 Zagier型保型微分方程式 $(b_{k,m})$

とその性質

筆者は多変数保型形式に対する保型微分方程式があっても不思議ではないと考え，手始め

に二変数保型形式である Jacobi形式に対して研究してみた．そして，Jacobi形式に対する金

子．Zagier 型保型微分方程式を導出することができた．それは次の形の四階線形偏微分方程

式のことである [Ki14] :

$\phi^{[4]}(\tau, z)-8m\phi^{[2](1)}(\tau, z)+\frac{(2k+1)m}{3}E_{2}(\tau)\phi^{[2]}(\tau, z)$

$+16m^{2} \phi^{(2)}(\tau, z)-\frac{4(2k+1)m^{2}}{3}E_{2}(\tau)\phi’(\tau, z)$

$+ \frac{(2k-1)(2k+1)m^{2}}{3}E_{2}’(\tau)\phi(\tau, z)=0. (b_{k_{7}n})$

微分方程式 $(b_{k,m})$ は，第 2節で述べた金子．Zagier 型保型微分方程式 $(\# k)$ の導出法を，

Ramanujan-Serre 微分 $\theta_{k}$ の代わりに Richter 氏 [R09] が研究した修正された熱作用素

$\partial_{k_{7}n}:=L_{rn}-\frac{(2k-1)m}{6}E_{2}:J_{k,m}arrow J_{k+2_{7}n}$

で実行することにより得られる．(方程式 $(b_{k,m})$ を「金子 Zagier型」 と呼ぶ所以はここに

ある．)ただし $\partial_{k,m}$ の定義で現れた $L_{m}$ は古典的な熱作用素

$L_{m}:= \frac{1}{(2\pi\sqrt{-1})^{2}}(8\pi\sqrt{-1}m\frac{\partial}{\partial\tau}-\frac{\partial^{2}}{\partial z^{2}})$

である．
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元々の金子 Zagier 型保型微分方程式 $(\# k)$ の導出法を微分作用素 $\partial_{k,m}$ に置き換えて行う

という単純なアイディアで導出された $(b_{k,m})$ であるが，それにもかかわらず $(b_{k,m})$ は次の

性質をもつ :

命題 3.1. ([Ki14]) (i) (解空間の保型性) 関数 $\emptyset(\tau, z)$ が $(b_{k,m})$ の解ならば，任意の $(\begin{array}{l}bacd\end{array})\in$

$SL_{2}(\mathbb{Z})$ , $(\lambda, \mu)\in \mathbb{Z}^{2}$ に対して，関数

$(c \tau+d)^{-k}e(-\frac{cmz^{2}}{c\tau+d})\phi(\frac{a\tau+b}{c\tau+d}, \frac{z}{c\tau+d})$ , $e(\lambda^{2}m\tau+2\lambda mz)\phi(\tau, z+\lambda\tau+\mu)$

もまた $(b_{k,m})$ の解である．

(ii) (特徴付け) 微分方程式

$\phi^{[4]}(\tau, z)+A_{1}(\tau)\phi^{[2](1)}(\tau, z)+A_{2}(\tau)\phi^{[2]}(\tau, z)$

$+A_{3}(\tau)\phi^{(2)}(\tau, z)+A_{4}(\tau)\phi’(\tau, z)+A_{5}(\tau)\phi(\tau,z)=0$ (2)

(ここで $A_{i}(\tau)(1\leq i\leq 5)$ はめ上正則な関数) で次の二つの条件 (a), (b) を満たすものは

本質的に $(b_{k,m})$ しかない :

(a) 関数 $\phi(\tau, z)$ が (2) の解ならば，任意の $(\begin{array}{l}bacd\end{array})\in SL_{2}(\mathbb{Z})$ , $(\lambda, \mu)\in \mathbb{Z}^{2}$ に対して，関数

$(c \tau+d)^{-k}e(-\frac{cmz^{2}}{c\tau+d})\phi(\frac{a\tau+b}{c\tau+d}, \frac{z}{c\tau+d})$ , $e(\lambda^{2}m\tau+2\lambda mz)\phi(\tau, z+\lambda\tau+\mu)$

もまた (2) の解である．

(b) $y={\rm Im}(\tau)arrow\infty$ のとき関数 $A_{i}(\tau)(1\leq i\leq 5)$ は有界である．

注意 3.2. 注意 2.1と同様の理由により，一般には微分方程式 $(b_{k_{7}n})$ の解であってもそれが

Jacobi 形式であるとは限らない

微分方程式 $(b_{k,m})$ の導出や命題 3.1の証明の詳細は [Ki14] を参照していただきたい．

本節の最後に，二つの金子 Zagier型保型微分方程式 $(b_{k,m})$ , $(\# k)$ と熱方程式

$L_{m}(\psi)=\partial_{\frac{1}{2},m}(\psi)=0$ (3)

の間にある関係を述べる．次の定理は，方程式 $(b_{k,m})$ の解は方程式 $(\# k)$ と (3) の解を組み合

わせることによって得られることを主張している:

定理 3.3. 関数 $\psi_{i}:\mathfrak{H}\cross \mathbb{C}arrow \mathbb{C}(1\leq i\leq N)$ は上半平面巧上の正則関数全体がなす環の上

で一次独立であり，かつ全ての $i$ に対して砺が熱方程式 (3) の解であるとする．次に正則関
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数 $f_{i}:\mathfrak{H}arrow \mathbb{C}(1\leq i\leq N)$ に対して，関数 $\phi:\mathfrak{H}\cross \mathbb{C}arrow \mathbb{C}$ を

$\phi:=\sum_{i=1}^{N}f_{i}\psi_{i}.$

で定義する．このとき $\phi$ が方程式似 $+$ 1/2,m) の解であることと，全ての $i$ に対してあが方程

式 $(\# k)$ の解であることは必要十分である．

定理 3.3の証明は Leibnizルール (もどき)

$\partial_{k+l,m}(f\phi)=4m\theta_{k}(f)\phi+f\partial_{l,m}(\phi) (ただし f:\mathfrak{H}arrow \mathbb{C}, \phi: \mathfrak{H}\cross \mathbb{C}arrow \mathbb{C})$

に注意すれば容易であるから省略する．

4金子 Zagier 型保型微分方程式 $(b_{k,1})$ の」acobi 形式解

本研究の主結果である，重さ $k\equiv 4$ (mod6) $(k\in \mathbb{Z}_{\geq 0})$ に対する微分方程式 $(b_{k,1})$

の指数 1の Jacobi 形式解を明示的に構成して本稿を終えよう．まず四つの多項式

$P_{n}(X)$ , $Q_{n}(X)$ , $R_{n}(X)$ , $S_{n}(X)(n\geq 0)$ を次のように定義する :

$P_{0}(X):=1, Q_{0}(X):=0, R_{0}(X):=1, S_{0}(X):=1,$

$P_{n+1}(X):=(X-1728)R_{n}(X)+\lambda_{2n+1}P_{n}(X) (n\geq 0)$ ,

$Q_{n+1}(X):=S_{n}(X)+\lambda_{2n+1}Q_{n}(X) (n\geq 0)$ ,

$R_{n+1}(X) :=P_{n+1}(X)+\lambda_{2n+2}R_{n}(X) (n\geq 0)$ ,

$S_{n+1}(X):=(X-1728)Q_{n+1}(X)+\lambda_{2n+2}S_{n}(X) (n\geq 0)$ ,

ただし

$\lambda_{n}:=\{\begin{array}{ll}\frac{5472}{7} n=1 のとき，48\frac{(12n-1)(12n+7)}{(4n-1)(4n+3)} n\geq 2 のとき\end{array}$

である．定義から直ちにわかるように $\deg P_{n}(X)=\deg R_{n}(X)=\deg S_{n}(X)=n(n\geq$

O), $\deg Q_{n}(X)=n-1(n\geq 1)$ である．これら四つの多項式を用いて重さ $k\equiv 4$ (mod6)

$(k\in \mathbb{Z}_{\geq 0})$ , 指数 1の Jacobi 形式軌 $\in J_{k}$ を

$\phi_{k}:=\{\begin{array}{ll}\triangle^{n}P_{n}(j)E_{4,1}+\frac{7}{11}\Delta^{n-1}E_{4}E_{6}Q_{n}(j)E_{6,1} k=4+12n(n\in \mathbb{Z}_{\geq 0}) のとき，\Delta^{n}E_{6}R_{n}(j)E_{4,1}+\frac{7}{11}\triangle^{n}E_{4}S_{n}(j)E_{6,1} k=10+12n(n\in \mathbb{Z}\geq 0) のとき\end{array}$
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で定義する．

定理 4.1. ([Ki14]) Jacobi 形式 $\phi_{k}$ は微分方程式 $(b_{k,1})$ の解である．

構成した Jacobi 形式解 $\phi_{k}$ の最初の方をいくつか挙げておく :

$\phi_{4}=E_{4,1},$

$\phi_{10}=E_{6}E_{4,1}+\frac{7}{11}E_{4}E_{6,1},$

$\phi_{16}=\Delta(j-\frac{6624}{7})E_{4,1}+\frac{7}{11}E_{4}E_{6}E_{6,1}=\frac{19E_{4}^{3}+23E_{6}^{2}}{42}E_{4,1}+\frac{7}{11}E_{4}E_{6}E_{6,1},$

$\phi_{22}=\triangle E_{6}(j-\frac{5520}{11})E_{4,1}+\frac{7}{11}\Delta E_{4}(j-\frac{98832}{77})E_{6,1}$

$= \frac{281E_{4}^{3}+115E_{6}^{2}}{396}E_{6}E_{4,1}+\frac{713E_{4}^{3}+2059E_{6}^{2}}{4356}E_{4}E_{6,1}.$

「Rankin-Cohen 括弧積」 と構成した Jacobi 形式解 $\phi_{k}$ が満たす漸化式を用いることにより

定理 4.1は証明される (詳細は [Ki14] を参照).
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