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1 はじめに

数学の授業において，関数のグラフ等の図を黒板に書いたり，プリントを補助教材と

して配布することは大抵の数学教師が行っていることである．高等学校や大学理工系の

1年次前半では 1変数関数の微分積分を指導するが図が載ったプリントを配布するよう

な準備をしなくても例えば増減表からフリーハンドで概形を描くことで極値を指導で

きる．ところが大学 1年次の後半になると 2変数関数が対象である偏微分や重積分を指

導するが図が曲面になり 1変数関数のグラフのように概形を手書きすることは絵が上手

に描ける能力がない限り難い．曲面の概形については教科書に印刷されているワイヤフ

レームがない座標軸と稜線だけの図 (例えば [6]) が頼りで，後は想像力を働かせるし

かなかった．発表者が学生の時代は板書中心で教科書以外の補助教材としてプリントを

配布することもあったが PCや現在は製造されていないワードプロセッサーが普及する

前なのでプリントは手書きや出版物のコピーがほとんどであった．その後 PCが普及し

TEX等のワープロソフトで自前のプリントを手書きでなく活字体で作成できるようにな
り出版物を教科書として買わせなくても教科書代わりに授業計画や学生の実情に合わせ

たプリントを作成することが増えてきた．またMathematicaやMaple等の数式処理ソ

フトウェアが開発され，数式処理の他に関数式を入力すればグラフを精緻に描写する機

能もあり，モニターに映すだけでなく EPS や PNG 形式の画像ファイルが作成でき，そ

れを $:[EX$ の文書に挿入することもできる．

発表者は所属先の工学院大学で工学部等の学生に 1年次の基礎科目として履修する微

分積分と線形代数を教えてきた．入職した頃は $PC$が普及し始め，数学論文をタイプラ

イターから Tffi をインストールした PC で作成する方法に移行してきたところであった

が，授業方法については筆者が学生のとき受講した授業のように教科書 (最初は筆者が

学生のときの指定教科書 [6]) を事前に買わせて，学生が板書をノートに取るような授

業であった．しかしノートを取る負担や教科書の記述だけでは理解しにくい等の学生側

の事情の他に Tffi の普及によりプリント作成と保存が容易になったことにより自前プ
リントを作成して，それを教科書代わりにした．その後 1990年代後半に工学院大学で

は教室にスクリーンとプロジェクターを装備し，PCを繋げるとモニターの画面がスク

リーンにも写せるようになったので，その活用方法を検討してみた．数学書に載ってい

るような図を見せるだけでなく微分積分の基本概念として微分係数が接線の傾きの極限

であることや定積分がリーマン和の極限で定義される様子を数式だけでなく視覚的に理
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解させる方法として，アニメーションのように少しづつ変化させた図を差し替えながら

スクリーンで見せることを始めた．当初は Tffi ファイルにおける picuture環境での図

のデータ作成を容易にするWinTpicを使って図データを作成したが 1変数関数のグラフ
のような平面図までで偏微分重積分で必要な曲面の描写は無理である．そこで所属先

でも一時期 Mathematica のライセンスを取得していたので PC にMathematica をイン

ストールして曲面を含めた画像ファイルを多数作り，JavaScriptでスクリーンに映した．

その後，フリーソフトのmaximaで微分積分以外に新たに担当した科目のために 2次曲

面や回転体の画像ファイルも作成し，それを PowerPointで披露したり ([1]) 所属先が

学生および教職員用のポータルサイトを開設したので学生が授業の資料のファイルをダ

ウンロードできるようにするためにプリントの PDF ファイルだけでなくスクリーンに

映した PowerPoint のファイルをサイトにアップロードした．ところが所属先の新学部

設立等の理由で微分積分の内容を偏微分までに留めたクラスを開講して，発表者はその

クラスを担当するようになり 2年前まで重積分を教える機会がなく，重積分の図を新た

に作らなかった．昨年度から久しぶりに重積分を教えるクラスを担当することになった

ので重積分の図も作り直したが，今回の研究集会で披露した図はそのときに作成した教

材で図データは $\Phi^{r_{pic}}$ で作成した．

$\Phi$rpic を知ることになったきっかけは所属先の同僚である北原清志先生が $CAST\ovalbox{\tt\small REJECT} X$

応用研究会に所属し，プリント教材に挿入する精緻な図を $I\Phi$rpic で作成していたこと

である．発表者も重積分を含め担当科目で必要なすべての図を 1鋸 Tpicで作成して TEX
のプレゼンテーションツー)$\triangleright$である Beamer ([5]) でプレゼンテーション用の PDF ファ

イルを作りスクリーンに映した．[4] やインターネット上で公開されている PDF ファイ

ルのマニュアルを参照しながら PC に Scilabをインストールして TEX の図データを作
成した．これについては [2] で報告したが北原先生より本研究集会での発表を薦められ

た．本発表では時間の制約もあり最も手間が掛かった重積分に関する図を披露しただけ

で終わってしまったが，本論ではこのような教材を作成した背景，およびプログラミン
グおける空間図形特有な問題点等を述べたい．なお来年度出版に向けて微分積分の教科

書 ([3]) を執筆中であるが，本発表での図を挿入する予定である．

2 1変数の微分積分 (微分係数と定積分)

関数 $f(x)$ の $x=a$ における微分係数 $f’(a)$ は

$f’(a)= \lim_{harrow 0}\frac{f(a+h)-f(a)}{h}$ (1)

で定義される．高等学校では速度が微分係数の例として数学の検定教科書で紹介されて
いるが逆に物理の検定教科書では微分積分を利用することは (検定教科書を使わない授業

を展開する一部の高等学校で教えているかもしれないが) 認められていない．したがっ

て大学入学後に初めて微分積分を利用しながら物理学等を学ぶことになる．(筆者は偏微

分・重積分を数学ではなく化学の前期の授業で初めて遭遇した．また 1年次の経済学の
授業でも偏微分の応用を紹介された．) $f(x)$ は直進運動の時刻 $x$ における出発点からの
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に $x=a$ を代入することでなされるので (2) の極限であ

ることを意識しなくなり他分野への応用が難しくなる．

図 1と 2は微分係数が極限操作である (1) で定義される

ことを理解させるために作成したもので図 1の直線の傾き

は (2) であるが実際は $h$ の値をもっと $0$ に近づけた図も作

成して，直線が図 2にある接線に近づいていく様子を図を

差し替えながらスクリーンに映した．Scilabでのプログラ

ミングでは $h$ をパラメータとしてんにさまざまな数値を代

入してコンパイルすれば図 1のような図を何枚でも作成で

きる．

区間 $[a, b]$ における $f(x)$ の定積分 $\int_{a}$

わ

$f(x)dx$ はリーマ

ン和

$S_{n}= \sum_{j=1}^{n}f(\xi_{j})(x_{j}-x_{j-1})$ (3)

の $narrow\infty$ のときの極限値 $S$ で定義される．ここで $x_{i}(i=$

$0,$
$\cdots,$

$n)$ と $\xi_{i}(i=1, \cdots, n)$ は $a=x_{0}<x_{1}<\cdots<x_{n-1}<$

$x_{n}=b,$ $x_{i-1}\leqq\xi_{i}\leqq x_{i}$ を満たすように選ぶ．図 3と 4の面

積はそれぞれ $n=5$ と $n=30$ のときのリーマン和である．
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$n$ を増やしていくと図形は図 5に近づいていく様子が確認できる．よって $S_{n}$ の極限値

$S$ は図 5の面積といいたいところだが図 5の 1辺は関数 $f(x)$ のグラフである．そもそも

三角形や四角形のような線分で囲まれたような図形でない円のような曲線で囲まれた図

形の面積の定義をきちんと成されないまま定積分が面積に等しいかを問うのは nonsense

なことである．先ずは図 5の面積の定義を明確にしなくてはならないが，それは $S_{n}$ の極

限値 $S$ で定義するのであり，その前提として $\{S_{n}\}$ の収束性を証明する．しかし極限値

の計算をしないで数列の収束性のみについての議論は典型的な $\epsilon$
–

$\delta$ 論法であり数学専

攻の学生でないと馴染むのは難しい．発表者は積分法の指導を定積分から入り (3) の極

限が定積分を定義することを図 3$\sim$5 ( $n$ が $n=100$等の他の数値の図も) を見せながら

説明した．その後，微分積分の基本定理より不定積分 (原始関数) から定積分が計算で

きることを示してから，置換積分や部分積分等の習得のための計算練習をさせた．学生

にとって証明を聞くよりは手を動かしながら計算する方が学習意欲が湧くが，定積分は

面積だけでなく曲線の長さや仕事やモーメントのような物理量の計算にも応用される．

その根拠についてはリーマン和 (3) に基づいて考える必要があるので，図 3$\sim$5を見せ

ながら講義することにより理解が深まり計算だけでなく応用できるようになることが期

待できる．
$z$

3 長方形領域上の重積分と累次積分

平面における積分領域
$x$

$D:a\leqq x\leqq b, c\leqq y\leqq d$

は区間 $[a, b]$ と $[c, d]$ の分割
図 6 $z$

$a=x_{0}<x_{1}<\cdots<x_{n-1}<x_{n}=b,$

$c=y_{0}<y_{1}<\cdots<y_{m-1}<y_{m}=d$

に応じて $D$ を $mn$個の小さい長方形 $D_{ij}(i=1,$ $\cdots$ , $n,$ $j=$

1, $\cdots,$
$m)$ に分割する

$x$

$D_{ij}:x_{i-1}\leqq x\leqq x_{i}, y_{j-1}\leqq y\leqq y_{j}$

各 $D_{ij}$ より点を 1つづつとり座標を $(\xi_{ij}, \eta_{ij})$ として，2変

数関数 $f(x, y)$ に対して

$V_{n,m}= \sum_{i=1}^{n}\sum_{j=1}^{m}f(\xi_{ij}, \eta_{ij})(x_{i}-x_{i-1})(y_{j}-y_{j-1})$ (4)

$x$

になる．これは 2変数関数のリーマン和で $n,$ $m$ を同時に

$\infty$ に発散させると $V_{n,7n}$ はある実数 $V_{\infty,\infty}$ へ収束し，区間

$[a, b],$ $[c, d]$ の分割や点 $(\xi_{ij}, \eta_{ij})$ の選び方と無関係に極限値 図 8
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$V_{\infty,\infty}$ は一定の値になることが証明できる．

この $V_{\infty,\infty}$ が領域 $D$ 上の関数 $f(x, y)$ の重積分 $\iint_{D}f(x, y)dxdy$ を定義する．図 6と 7

は辺の長さが $x_{i}-x_{i-1}$ と $y_{j}-y_{j-1}$ の長方形が底面で高さが $f(\xi_{ij}, \eta_{ij})$ の直方体を集めた

図形で体積は $m=n$ としたリーマン和 $V_{m,m}$ であり図 3と 4の 2変数版といえる． $m$ を

に変形でき $\sum_{j=1}^{m}f(\xi_{i}, \eta_{j})(y_{j}-y_{j-1})$ は $f(\xi_{i}, y)$ のリーマン
図 $10_{Z}$

和なので $marrow\infty$ とすれば定積分 $l^{d}f(\xi_{i}, y)dy$ に収束す

るので図 10と 11の体積は
$x$

$V_{n,\infty}= \sum_{i=1}^{n}l^{d}f(\xi_{i}, y)dy(x_{i}-x_{i-1})$ (5)

で表す．この右辺は変数 $x$ の関数 $\int_{c}$

ヨ

$f(x, y)dy$の図 11

リーマン和であるから $narrow\infty$ にすれば累次積分 $\int_{a}^{b}(\int_{C}^{d}f(x, y)dy)dx$ に収束するが，

それが重積分 $\iint_{D}f(x, y)dxdy$ に等しいことを図 10, 11が体積が重積分に等しい図 8に

近づく様子を見れば感覚的に肯ける．
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4 一般領域上の重積分と累次積分

$f(\xi_{i}, \eta_{i})$ の直方体を並べた図形は図 14と 15である． こ

のとき体積は

$\sum_{i=1}^{N}f(\xi_{i}, \eta_{i})\cross$ ( $D_{i}$の面積) (6)

で表される． $D$ の分割を図 13よりさらに細かくしてい

くと図 15を経て図 16に近づくように変化していく． こ

のとき上面が曲面 $z=f(x, y)$ になっていく他に，側面も

底面が $D$ の柱形の側面になっていく．よって (6) が収束

して図 16の体積をその極限で定義し $D$ 上の関数 $f(x, y)$

の重積分とする．このように $D$ が曲線で囲まれている

図 16のような図形でも体積が計算できる直方体の集め

た図形で近づけることができ体積は (6) の極限で定義

され，それが重積分である．

累次積分で重積分の計算をするときは 2つの関数
$\varphi(x)$ , $\psi(x)$ を使い $D$ を 図 18

$D:a\leqq x\leqq b, \psi(x)\leqq y\leqq\varphi(x)$

で定義し直す．区間 $[a, b]$ を

$a=x_{0}<x_{1}<x_{2}<\cdots<x_{n-1}<x_{n}=b$
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に分割して， $\xi_{j}$ を $Xj-1\leqq\xi_{j}\leqq$ 紛を満たすように選ぶ．図 17のように $y$ 軸に平行な直

線 $x=x_{i}$ で $D$ を $n$個の細い領域に分割する．立体図形
$z$

$a\leqq x\leqq b, \psi(x)\leqq y\leqq\varphi(x) , 0\leqq z\leqq f(x, y)$

に対して平面 $x=\xi_{i}$ による切断面

を亀と書く．図 18は $S_{1},$
$\cdots,$

$S_{n}$

を並べた図であり，図 20は側面が

畠で幅が $x_{i}-x_{i-1}$ の厚みを付け
$x$

た薄い柱形を並べたものである．

1つ 1つの側面は図 19のような 図 19

形状で上の曲線は $y$ の範囲が $\psi$ ( $\xi$i) $\leqq y\leqq\varphi(\xi_{i})$ の関数

$f(\xi_{i}, y)$ のグラフなので側面積は定積分 $\int_{\psi(\xi_{i})}^{\varphi(\xi の}f(\xi_{i}, y)dy$

になる．
$x$

区間 $[a, b]$ に対して

$F(x)= \int_{\psi(x)}^{\varphi(x)}f(x, y)dy$

とすれば昂の面積は $F(\xi_{i})$ であり図 20の体積は

$\sum_{i=1}^{n}F(\xi_{i})(x_{i}-x_{i-1})$ (7) $x$

で $F(x)$ のリーマン和になる．区間 $[a, b]$ の分割を細か

くすれば図 20は図 21を経て図 22に近づくので (7) の

極限である定積分 $\ovalbox{\tt\small REJECT} わ_{}F(x)dx$ は図 22の体積であるが，

それは $D$ 上の $f(x, y)$ の重積分に等しい．以上により一

般領域における累次積分の公式

$\iint_{D}f(x, y)dxdy=\int_{a}^{b}dx\int_{\psi(x)}^{\varphi(x)}f(x, y)dy$

を得る．図 22の切断面は図 19になり，累次積分の説

明に利用することはよく見かけるが，図 20のような厚

みがある図形を並べる図を示すことにより $y$ で積分し

た後のリーマン和 (7) の極限が累次積分で，図 22の

体積に等しいことを理解させやすくなる．

5 変数変換

2つの 2変数関数 $\varphi(u, v)$ , $\psi(u, v)$ に対して座標が $(u, v)$ の平面上の領域 $\tilde{D}$ を

$x=\varphi(u, v) , y=\psi(u, v)$
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で定まる $(x, y)$ が $D$ の点の座標になるようにす

る． $D$ 上の関数 $f(x, y)$ の変数を $u,$ $v$ に変換した

$f(\varphi(u, v), \psi(u, v))$ は領域 $\tilde{D}$ 上の関数である．

先ず図 14のように $\tilde{D}$ を $u$ 軸と $v$ 軸に平行な直線で分

割する (図 23). $\varphi,$
$\psi$ によって $x$軸または $y$軸に平行な直

線は曲線に移り $\tilde{D}$ の分割に対応して $D$ は曲線で分割さ

れる (図 24). $D$ と $\tilde{D}$ の分割後の小さい領域を番号付け

し $D_{1},$
$\cdots,$

$D_{N}$ および $\tilde{D}_{1},$

$\cdots,$
$\tilde{D}_{N}$ と書き $\varphi,$

$\psi$ で $D_{i}$ と

$\tilde{D}_{i}$ を対応させる． $D_{i}$ から点を 1つづつ選び座標を $(\xi_{i}, \eta_{i})$

と書き，底面が $D_{i}$ で高さが $f(\xi_{i}, \eta_{i})$ である柱状の立体

図形を集めると図 25になる．体積は (6) で表せ， $D$ の

曲線による分割を細かくすれば図 25は図 26を経て図 16

に近づいていく．よって $D_{i}$ を曲線で囲まれた図形にし
$x$

ても (6) の極限は重積分 $\int$

ハ

$f(x, y)dxdy$ である．

ところが $D_{i}$ は曲線で囲まれているので正確に面積を

計算することは難しい．そこで $D_{i}$ に形状が近く面積の

計算が容易な領域に置き換える． $D_{i}$ の 4個の頂点のう

ち 3個の頂点を共有する平行四辺形を $\hat{D}_{i}$ (図 27) とす

る． $D_{i}$ を $\hat{D}_{i}$ に置き換えると図 25と 26はそれぞれ図 28

と 29になる．体積は (6) において $D_{i}$の面積を $\hat{D}_{i}$ に換

えた

$\sum_{i=1}^{N}f(\xi_{i}, \eta_{i})x$ ( $\hat{D}_{i}$の面積) (8)

である． $D$ の分割を細かくしていけば図 28は図 29を経

て図 16に近づく様子が分かるが，図 27のように底辺を

平行四辺形に置き換えたことによる柱形間の隙間は図 28

と 29を見て分かるように分割を細かくすればなくなっ

ていき，(6) と (8) は同じ極限値になっていく．これを

証明することは煩雑な評価が必要となり数学専攻でない

学生への指導は難しいが，証明ぬきでも図 25, 26と図 $x$

$28$ , 29を比較させながらを見せることで平行四辺形に置

き換えた (8) でも極限は重積分を定義することを理解

できる．

$\hat{D}_{i}$ は平行四辺形であるから 3個の頂点の座標から面

積を求め，長方形 $\tilde{D}_{i}$ の面積との比を計算すれば重積分

の変数変換に登場するヤコビアンの公式を得ることがで

きる．

図 26

図 29
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6 $\mathbb{E}^{\Gamma pic}$ による作図

本論に掲載されている図はすべて KJpic によるものある．平面図はそれほど問題は

発生しなかったが，重積分等での指導で作成した 3次元空間における曲面の図は $Iqr_{P}ic$

のコンセプトを理解しないと思い通りの図は描けないと思う．数式処理ソフトは方向の

角度を指定すれば 3次元空間の曲面を平面に映すことができるが K封 Tpicでは 3次元の

図データを Projpara によって 2次元のデータに変換するコマンドがあり数式処理ソフ

トウェアによる画像作成に慣れたユーザーにとって戸惑うかもしれない．発表者は作り
たい図を実現するコマンドがあるか [4] やインターネットから入手したマニュアルから

探すことを続けたが，例えば図 16や 22の上面は 2変数のグラフであるが曲面らしさを
表すワイヤフレームについては底辺が長方形でないのでWireparadataは使えず，自前

で曲面上の曲線を設定した．図 16では積分領域 $D$ は凸なので曲面上の曲線の $x$ または

$y$ の区間の端点は $D$ を定める不等式より求めることができるので比較的易しい．図 22

では図 17を見て分かるよう $D$ は凸ではないので図 16のような方法は難しいので $x$ 軸

に平行な線分の代わりに $\varphi(x)$ から $\psi(x)$ に連続的に変化する関数のグラフとした． $\varphi(x)$

と $\psi(x)$ の差はあまり大きく変化しないので幸いにワイヤフレームは不自然にならなかっ

た．Wireparadata は長方形領域で使えるが一般領域で自動的にワイヤフレームを描け

るコマンドが欲しいが，領域を定める不等式の入力方法が難しそうである．

図 30 図 31 図 32 図 33 図 34 図 35

累次積分の説明で利用する図 10, 11, 20, 21は上が曲面なので色 (Shade)付けする

が，色を塗る範囲を定めるために KJpic 特有の機能で輪郭線のデータを出力する Sf-

bdparadata が必要になる．ところが輪郭線は複数になり規則性が掴みにくい．曲面は

$z=f(\xi_{i}, y)$ で区間 $[a, b]$ の分割数だけの個数があり輪郭線の本数は一様ではない．分割

数 $n$ を増やしていくので，関数や分割数をパラメータにして関数を自由に設定できるプ
ログラムが望ましいが発表者は上の順番で図を作成するプログラミングを行った．図 30

から 33までの間については実際は 10段階ある．図 34では輪郭線，35では側面を追加

して完成した．輪郭線は色塗りには利用せず，見えない輪郭線は図 35のように側面の
色付けで隠れてしまうので図 11や 24を見る限りでは $x$軸方向の分割数を増やしても問

題はない．しかし，パラメータ付きの曲面でパラメータの値に拘わらず一律な方法で色
付けできる一般的方法については今後の課題である．

148



7 今後の展望

今回の研究集会では重積分に関する教材についてのみ話したが，他の担当科目でも教

材を $I\Phi^{r}pic$ で作成した．ベクトル解析も担当しているが発散や回転，および線積分や

面積分の計算はできても意味を理解させることは難しいので教材の必要性を強く感じて

いるが未だ発展途上である．また数学教職免許取得に必要な幾何学系科目も担当してい

るが昔から有名な曲線の図も $Iqj\Gamma pic$ で作成している．発表者は $I\mathfrak{g}r_{P}ic$ の経験が浅く未

だ初心者であるが，本研究集会における $CAS^{r}IF$応用研究会メンバーの発表を聞くと，

[4] からかなり開発が進んでいるので，自分なりに活用方法を検討したいと思う．
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