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1 Motivation

本稿では conical symplectic resolution と呼ばれる代数多様体のコホモロジー環を別の con-
ica\’i symplectic resolutionの代数幾何を用いて記述する予想について説明する．と言っても
この予想の叢張白体は他の研究集会の報告集などで書いているので，ここでは予想の背景
や動機となった部分について主に説明したい．ただしこれらはあくまでも背景や動機であっ

て，この予想と意味のある形で関係しているかどうかは現時点では不明である．

1 Shuffle conjecture

組み合わせ論においてシャッフル予想と呼ばれる問題がある．これは diagonal coinvaxi-
ant の環 $DR_{n}=\mathbb{C}[x_{1}, \cdots, x_{n}, y_{1}, \cdots, y_{n}]/(\mathbb{C}[x_{1},\ldots, x_{n}, y_{1}, \ldots,y_{n}]_{+}^{\mathfrak{S}_{n}})O$ Frobenius 級数に
関係する 2種類の組み合わせ論的な式の間の等式であり，Haglund Haiman-Loehr Remmel-
Ulyanov [9] が予想し，Carlsson-Mellit [6] によってその証明がアナウンスされている．ここ
で，$(\mathbb{C}[x_{1}, \ldots,x_{n)}y_{1}, \cdots, y_{n}]_{+^{n}}^{6})$ は対角的な $n$次対称群 $6_{n}$ の作用に関する不変式であって
定数項が $0$ なもので生成されるイデアルである．この予想の詳細はここではあまり重要で

はないが，一応ちゃんとした形で述べておく．
等式の片側の詑述には (modi丘 ed) Macdonald 多項式を用いる．分割 $\mu=(\mu_{1},\mu_{2},$ . .

$\mu_{1}\geq\mu_{2}\geq\cdots$ , に対して modified Macdonald多項式 $\tilde{H}_{\mu}=\tilde{H}_{\mu}(z;q,t)$ と呼ばれる $\mathbb{Q}(q,i)$ 係

数の対称関数が次の条件で一意的に定まる．

1. $\tilde{H}_{\mu}[(1-q)ZJ\in \mathbb{Q}(q, t)\{s_{\lambda}|\lambda\geq\mu\},$

2. $\tilde{H}_{\mu}[(1-t)Z]\in \mathbb{Q}(q,t)\{s_{\lambda}|\lambda\geqt\mu\},$

3. $\tilde{H}_{\mu}[1]=1.$

ここで $(-)$ [(1–q)Z] 等は plethystic substitution と呼ばれる対称関数環の自己準岡型であ
り，霧和対称関数 $p_{k}$ に対して $p_{k}[(1-q)Z]=(1-q^{k})p_{k},$ $p_{k}[1]=1$ 等によって定まるもので

ある．また，$s_{\lambda}$ は Schur 多項式であり，$\ell_{\mu}$ は $\mu$ の転置である．
$\tilde{H}_{\mu}$ たちは $\mathbb{Q}(q,t)$係数の対称関数環の基底をなす．そこで，ナブラ作用素と呼ばれる対

称関数環に働く線形作用素�を次で定める．

$\nabla\tilde{H}_{\mu}=t^{n(\mu)}q^{n(^{t}\mu)}\tilde{H}_{\mu}.$

ここで $n( \mu)=\sum_{i}(i - l)$趣である $\acute{}$
$e_{n}$ を $n$ 次基本対称式とすると，$\nabla e_{n}$ は次のように表さ

れることが知られている．

数理解析研究所講究録

第 1992巻 2016年 1-10 1



Proposition 1 (cf. Haglund [8]).

$\nabla e_{n}=\sum_{\mu\vdash n}\frac{(1-q)(1-t)\Pi_{\mu}B_{\mu}\tilde{H}_{\mu}}{\prod_{x\in\mu}(1-t^{l\langle x)+1}q^{-a(x)})(1-t^{-l(x)}q^{a(x)+1})}$ . (1)

ここで $\Pi\mu$ $= \prod_{(0,0)\neq(r,s)\epsilon\mu}(1-q^{r}t^{s})$ , $B_{\mu}= \sum_{(r,s)\in\mu}q^{r}t^{s}$ であり，$a(x)$ Iは arm length, $l(x)$ は

leg length である．また，分割 $\mu$ はその Young図形 $\{(i,j)\in \mathbb{Z}\geq 0\cross \mathbb{Z}\geq 0|0\leq j<\mu_{i+1}\}$ と同

一視している．

これがシャッフル予想が主張する等式の片側であり，もう一方は parking functionと呼

ばれる組み合わせ論的な対象を用いて記述される． $\delta_{n}=(n-1, n-2, 。. . , 1,0)$ を階段型

の分割とし，そこに含まれる Young 図形 $\lambda\subseteq\delta_{n}$ を考える．例えばこのような分割は Dyck
path と自然に対応し，その数は Catalan数だけある．そしてそのような $\lambda$ に対し，歪 Young
図形 $\lambda+$ (1n)/ $\lambda$ 上の半標準 Young盤 $T$ を考える．本来の parking function の定義は正整数
の列 $(fi, \ldots, f_{n})$ であって $\#\{j|f_{j}\leq i\}\geq i$ を満たすもののことであるが，これが上のよう
な $T$ と 1対 1に対応していることは簡単にわかる．

2つの箱 $x,$ $y\in\lambda+(1^{n})/\lambda$ が $T$ に関して $d$-inversionをなすとは，$T(x)<T(y)$ であって

$\bullet$ $d(y)=d(x)$ かつ，$x$ が $y$ より右にある

$\bullet$ $d(y)=d(x)+1$ かつ，$x$ が $y$ より左にある

のいずれかを満たすことを言う．ここで $x=(i,j)\in \mathbb{Z}_{\geq 0}\cross \mathbb{Z}_{\geq 0}$ に対して $d(x)=i+j$ であ

る． $T$ に対して dinv(T) をその $d$-inversionの個数とする (dinv statistic と呼ばれる). これ

を用いて次のように対称関数を定義する．

$D_{n}(z;q, t):= \sum_{\lambda\subseteq\delta_{n}}\sum_{T\in SSYT(\lambda+\langle 1^{n})/\lambda)}t^{|\delta_{n}/\lambda|}q^{dinv(T)_{Z}T}$
. (2)

ここで SSYT$(\lambda+(1^{n})/\lambda\rangle$ は $\lambda+$ (1n)/ $\lambda$ 上の半標準 Young盤全体の集合，$|\delta_{n}/\lambda|$ は $\delta$n/ $\lambda$ の

箱の数 (area statistic と呼ばれる) であり，$z^{T}= \prod_{x\in\lambda+(1^{n})/\lambda}z\tau(x)$ である．定義からはこれ

が対称関数を定めることは自明ではないが，それは証明することができる．
以上の準備の元で，シャッフル予想は次のように述べられる．

Theorem 2 (Shuffle conjecture, Carlsson-Mellit [6]).

$\nabla e_{n}=D_{n}(z;q, l)$ . (3)

(1) を見ればこの等式の左辺は (最終的に全て打ち消すことがわかつてはいるが) 様々な

分母を持つものの和になっているのに対し，右辺に現れるのは $q$ とに関する正の整数係数

の多項式となっている．一方で左辺は $q$ と $t$ の入れ替えに関して対称であることが容易に

見て取れるが，右辺が $q,$
$t$-対称であることを直接証明する，つまり parking function の間の

involution であって dinv statistic と area statistic を入れ替えるものを構成することは難し
い問題である．

既に述べたようにシャッフル予想自体は [6] によって証明されているが，その証明は組み
合わせ論的なものであるように思われる．一方で (3) の両辺は，ともに由来の異なる幾何学
的な記述を持つ．そこでシャッフル予想を異なる幾何を結びつける (不思議な？)関係が存

在することの読拠として捉え，その幾何の間の関係が実際どうあるべきなのかを理解した
いというのがこの研究の動機である．
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1.2 Hilbert scheme of points in the affine plane

まずは Haiman による (3) の左辺の幾何学的な記述について少し述べる．これには $\mathbb{C}^{2}$ の $n$

点の Hilbert スキームの代数幾何を用いる．
Hil$b^{}$ $(\mathbb{C}^{2})$ $:=\{I\subset \mathbb{C}[x,$ $y]$ :ideal $|\dim(\mathbb{C}[x, y]/I)=n\}$ を $\mathbb{C}^{2}$ の $n$ 点の Hilbert スキー

ム，$\sigma$ : $Hilb^{n}(\mathbb{C}^{2})arrow S^{n}\mathbb{C}^{2}$ を 1の定める閉部分スキームの support を重複度込みで見るこ
とによって定まる Hilbert-Chow射とする．ここで $S^{n}\mathbb{C}^{2}$ は $\mathbb{C}$2の $n$次対称積である．ちなみ

に Hil$b^{}$ $(\mathbb{C}^{2})$ は標題にある conical symplectic resolution の例になっている． $Z_{n}:=\sigma^{-1}(O)$

を punctual Hflbert スキーム，$X_{n}:=(Hilb^{n}(\mathbb{C}^{2})\cross S^{n}\mathbb{C}^{2}\mathbb{C}^{2n})_{re}$ を isospectral Hilbert スキー
ム，$\rho:X_{n}arrow Hilb^{n}\langle \mathbb{C}^{2})$ を虜然な射とする、このとき $P:=p_{*}\mathcal{O}_{X_{n}}$ は局所自由層になること

が知られており，これを Procesi束と呼ぶ．$P$ には自然に $\mathfrak{S}_{n}$ が作用し，Hil$b^{}$ $(\mathbb{C}^{2})$ や $P$等に

は自然に $\mathbb{C}^{*}\cross \mathbb{C}^{*}$ が作用する．これと $D$瑞との関係は次で与えられる．

Theorem 3 $\langle$Haiman [10]).

$H^{i}(Z_{n}, P)=\{\begin{array}{ll}DR_{n} (i=0)0 (i\neq 0)\end{array}$

これにより $IJR_{n}$ の Frobenius級数 $\mathcal{F}(D 塩;q, t)$ を Atiyah-Bott 型の局所化公式を用い
て Hil$b^{}$ $(\mathbb{C}^{2})$ の $C^{*}\cross \mathbb{C}^{*}$-固定点の寄厚の和として計算することができる．

Theorem 4 (Haiman [10]).
$\mathcal{F}(DR_{n};q, t)=\nabla e_{n}$

。

固定点は $n$の分割と 1対 1に対応しており，(1) の分母に環れる t1(x) $+$ 1q-a(x)や $t^{-\ell\langle x)}q^{a(x)+1}$

は対応する固定点での余接東のファイバーに現れる指標である．また $\tilde{H}_{\mu}$ は Procesi束の固
定点でのファイバーの lVobenius級数であり，分子の残りの部分は $0_{z_{n}}$ の局所自由分解か
ら来ている．

このようにシャッフル予想の庄辺は $1\supset R_{n}$ を Hii$b^{}$ $(\mathbb{C}^{2})$ 上の連接層の大域切断の空間と

して実現し，その指標を局所化公式を用いて計算したものであると理解できる．このように
して得られる公式は例えば様々な分母を持つものの湘として書かれるが，粕を計算してみ
るとそれらの分母は打ち消してなくなるというような特徴を持つ．

1.3 Affine Springer fibers of type $A$

次にシャッフル予想の右辺の幾侮学的な解釈について述べる．それには特別な $A$型のアファ

イン Springer ファイバーの幾何を用いる。
ここでは $G=SL_{n}$ とし，$\mathcal{B}\subseteq G$ をその Borel部分群とする．ev : $G[\epsilon I=G(\mathbb{C}\beta\epsilon Q)arrow G(\mathbb{C})$

を $\epsilon\mapsto 0$ により定まる写像，$I:=ev^{-1}(B(\mathbb{C}))\subseteq G((c))=C_{J}^{\gamma}(\mathbb{C}((\epsilon)))$ を岩堀部分群とする．$G$

の Lie代数 $\mathcal{B}$ のルート空間分解を $\mathfrak{g}=k\oplus(\oplus_{\alpha}\mathfrak{g}_{\alpha})$ とし，各々から $0$ でない元 $e_{\alpha}\in g_{\alpha}$ を取る．

$\alpha_{1},$
$.\backslash \cdot$ , $\alpha_{n-1}$ を simple root, $\theta=\alpha_{1}+\cdots+\alpha_{n-1}$ とし，

$\gamma:=\epsilon^{2}e_{-\theta}+\epsilon\sum_{j=1}^{n-1}e_{\alpha_{i}}\in g[\epsilon I$

とおく．そして $\gamma$ に付髄するアファイン Springer ファイバー SP を考える．つまり

$Sp_{\gamma}:=\{gI\in G((\epsilon))/I|Ad(g)^{-\lambda}(\gamma)\in Lie(I)\}\subseteq G((\ell))/I$
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とする．これは代数多様体の構造を持ち ([16]), その Borel-Moore ホモロジー $H_{*}^{BM}(Sp_{\gamma)}\mathbb{C})$

には通常の Springer ファイバーの場合と同様に $\mathfrak{S}_{n}$ が作用する ([20]).
$W_{aff}$ をアファインWeyl 群とし，so, $s_{1}$ , . . . , $s_{n-1}$ をその simple reflection とする、 写像

$a:W_{aff}arrow \mathbb{Z}_{\geq 0}$ を

$a(w):= \max\{l\in \mathbb{Z}_{\geq 0}|w\geq s_{l-1}s_{l-2}\cdots s_{1}so\}$

により定める．ここで $s_{i}$ の添字は modulo $n$ で考えている．そして $c\in \mathbb{Z}_{\geq 0}$ に対して閉部分

代数多様体 $Sp_{\gamma}^{\leq c}\subset Sp_{\gamma}$ を

$Sp_{\gamma}^{\leq c}:=Sp_{\gamma}\cap(\bigcup_{w\in W_{a\hslash} ,a(w\rangle\leq c}IwI/I)$

と定める．すると $H_{*}^{BM}(Sp_{\gamma}^{\leq c}, \mathbb{C})\subset H_{*}^{BM}(Sp_{\gamma}, \mathbb{C})$ となり，$c$ を動かすことで $H_{*}^{BM}(Sp_{\gamma}, \mathbb{C})$ の

filtration が得られる．これは $\mathfrak{S}_{n}$ 作用で保たれ，$gr_{*}H_{*}^{BM}(Sp_{\gamma}, \mathbb{C})$ は 2つの次数を持つ $\mathfrak{S}_{n}$加

群となる．$Sp_{\gamma}$ は a伍 ne paving を持つので奇数次の Borel-Moore ホモロジーは消える．

Theorem 5 ([12]).

$q^{\frac{n(\mathfrak{n}-1)}{2}}D_{n}(z;q^{-1}, t)= \sum_{i,j}t^{i}q^{j}\mathcal{F}(gr_{i}H_{2j}^{BM}(Sp_{\gamma}, \mathbb{C})\otimes sgn)$
.

証明は $Sp_{\gamma}$ のセルと parking function との間に対応を付けることで得られる．これによ
リシャッフル予想の右辺はアファイン Springerファイバーのホモロジーを用いて解釈する
ことができる．一般に例えば空間が affine pavingを持つような都合のいい場合にはそのホ
モロジーは各セルに適当な重みを付けて足し上げたものとして計算でき，さらにセルが組
み合わせ論な対象と 1対 1に対応するならばそれは (2)$\cdot$と似たような形の記述を持つであ

ろうと考えられる．このようにして得られる公式には分母は現れず，出てくる係数は正の整
数になるというような特徴を持つ．

2 0bservation

シャッフル予想の両辺の幾何学的な解釈を見れば，安直にはその 2つが一致することが分か
ればシャツフル予想が従うことになる．しかし左辺には Hilbert スキーム上の連接層の大域
切断という代数幾何的な対象が現れるのに対し，右辺にはアファイン Springerファイバー
のホモロジーという位相幾何的な対象が現れており，それらを直接比較することは難しい
ように思われる．そこで，より問題を広げて次のような漠然とした問いを考える．

Question 6. ある空間上の連接層のコホモロジーと，別の空間の位相的なコホモロジーが
一致するという状況の例は他にも存在するか？

もしそのような例が他に沢山あるのだとすれば，例えばシャッフル予想の場合のように
都合のいい状況では同じものを別の幾何を使って計算することで全く異なる特徴を持つ式
の間の非自明な組み合わせ論的等式が得られる可能性があると考えられる．都合のいい状

況になっているかどうかはともかく，以下ではそのような例の候補について説明する．

2.1 Bases in equivariant $K$-theory of Slodowy varieties

まずは代数幾何側から出発する．$G$ を $\mathbb{C}$ 上の連結簡約代数群，$\mathfrak{g}$ をその Lie代数とし，Borel
部分群 $B\subseteq G$ を取る． $U\subset B$ を $B$ の幕単根基とし，$\mathcal{N}_{G}\subseteq g$ を幕零錐，$\tilde{N}_{G}:=\{(gB, X)\in$
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$G/B\cross g|Ad(g)^{-1}(X)\in Lie(U)\}$ を Springer resolution とする．第 2成分への射影 $\pi$ :
$\tilde{N}_{G}arrow N_{G}$ は特異点解消になっており，これはまた conical symplectic resolution の例を与
える．

幕零元 $e$ 欧 $g$ を取り，それを含む $\mathcal{B}t_{2^{arrow}}$triple ( $e_{\}}f, h)$ を固定する． $fx(f)$ を $f$ の $g$ での

centralizer とし，$S_{e}:=N_{G}\cap(e+\mathfrak{z}_{g}(f)\rangle$ を $e$ に付随する Slodowy slice とする．Springer
resolution を Slodowy slice に鋼限したもの $\tilde{S}_{e}:=’lr^{-1}(S_{e})arrow S_{e}$ はまた特異点解消になって

おり，$\tilde{S}_{e}$ を Slodowy variety と呼ぶ．これもまた conical symplectic resolution の例を与えて
いる，

$C$ を $e\dot{},$ $f,$ $h$ の $G$ の中での centralizer の極大トーラス，@ $=\mathbb{C}*$ とし，$H$ : $=$ C $\cross$ @とおく．
すると $(c, s)\in H$ に対して $\langle c,$ $s$ ) $\cdot(gB, X)=(cs^{h}gB, s^{-2}Ad(cs^{h})X)$ と定めることにより，$H$

は $\tilde{S}_{e}$ に作用する，$Rc:=K_{C}(pt)$ , $\mathbb{Z}[v, v^{-1}]=K_{S}(pt)$ , RH $:=K_{H}(pt)=R_{C}[v, v^{-1}]$ とおく．

Luszfig は $|21$ ] において $\tilde{S}_{e}$ の岡変 $K$群 $K_{H}(S_{e})$ に $Rc$ -hnearかつ $\mathbb{Z}[v, v^{-1}]$-semilinearな

involuも ion $\beta$ : $K_{H}\langle\tilde{S}_{e}\ranglearrow K_{H}(\tilde{S}_{e})$ を定義した．定義には $e$ に関する飼別の議論が必要に

なるためここでは説明しないが，それには $K_{H}(\tilde{S}_{e})$ へのアファイン Hecke環の作用や Serre

duality から定まる involution $\mathbb{D}$ が用いられる． $K_{H}(\tilde{S}_{e})$ 上の pairing $(-:-)$ :KH(鼻) $\cross$

$K_{H}(\tilde{S}_{e})arrow\Re_{\mathfrak{X}}(R_{H})$ を $([\mathcal{F}]:[\mathcal{G}])=[R\Gamma(\mathcal{F}\otimes^{L}\mathcal{G})]$ によって定め，それを用いて pairing
: $K_{H}(\tilde{S}_{e})\cross K_{Ii}(\tilde{S}_{e})arrow I\}ac(R_{H})$ を $([\mathcal{F}]\Vert[\mathcal{G}])=([\mathcal{F}]:\mathbb{D}\beta[\mathcal{G}])$ により定義する．これ

を用いて
$B_{\tilde{s}_{\epsilon}}^{\pm}$ $\{\xi$ 欧 $K_{H}(\tilde{S}_{e})|\beta(\xi)=\xi_{)}(\xi\Vert\xi)$ 欧 $1+v^{-1}R_{C}\mathfrak{g}v^{\sim 1}{\}\}$

と定める．$\xi\in B_{\tilde{s}_{e}}^{\pm}$ ならば，各 $\tau\in$ X$*$ (C) $\subset$ Rc に対して $\pm\tau\xi\in B_{\tilde{S}_{e}}^{\pm}$ である．

次の結果は [21] で予想され，Bezrukavnikov-Mirkovic [2] で証明されたことのほんの一部
分を取り出したものである．

Theorem 7 $(\backslash Belr\mathfrak{U}$kavx$\grave{n}kov$-Mirkovi\v{c} [2] $)$ . $B_{\tilde{s}_{\epsilon}}^{\pm}$ は符号を除けば $K_{H}(\tilde{S}_{e})$ の $\mathbb{Z}[v, v- 1]arrow$加群

としての基底となり，また $v^{2b(e)}[\mathcal{O}_{\tilde{\mathcal{S}}_{e}}]\in B_{\tilde{s}_{e}}^{\pm}$ となる．ここで $b(e\rangle$ は $e$ に付随する Springer
フアイバー $\mathcal{B},$ $;=\pi^{-1}(e)$ の次元である．

[21] では後半の主張が特別な $e$ について証明されている．放物型部分群 $P\subseteq G$ であっ

て，その Levi 部分代数【が $e,$ $f$, んを含み，かつ $e$ が 1の中で regular であるものが存在する
ことを仮定する．例えば $A$型であればこの仮定はいつでも満たされている．このとき $\tilde{S}_{e}$ の

$H$-固定点は有限偶になる．
$n_{P}$ を $\mathfrak{p}=Lie(P\rangle$ の幕零根基，煽をその opposite とする． $W$ を $G$のWeyl群とし，$W_{P}$

を $P$ に付随する $W$の放物型部分群とする．$W^{P}$ で $W/W_{P}$ のminimal length $repreSe\mathfrak{n}$tatiVe
の集合を表すことにする，また $H$ の表現 $V$ に対して $\Lambda(V)$ $:= \sum_{i}(-1)^{i}[\Lambda^{i}VJ\in R_{H}$ とおく．

Proposition 8 (Lusztig $[21]$ ). 上の仮定の元で

$(v^{2b(e)}[O_{\tilde{S}_{e}}] \Vert v^{2b(e)}[\mathcal{O}_{\tilde{S}_{g}}])=\frac{1}{\Lambda(fn_{P}(f))\Lambda(\mathfrak{z}_{\mathfrak{n}_{P}^{-}}(f))}\sum_{w\in 1V^{P}}v^{-2f(w\rangle}$ . (4)

この公式は [21] では $v^{2b(e)}[\mathcal{O}_{\tilde{S}e}]$ が $B_{\tilde{s}_{e}}^{\pm}$ に入るための条件の後半部分を示すのに使われて

いたが，これには $G/P$のコホモロジー (の双対) が右辺に現れていることが見て取れる．
方で $\tilde{S}_{e}$ の $H$-固定点は有限佃であるため，この内積は固定点に関する寄与の和として計算
することもでき，(1) のような様々な分母を含むものの勅として書くこともできる．よって
この等式はシャッフル予想に環れる公式と岡じような特徴を持っていると書えなくもない，
また $v^{2b(e)}[\mathcal{O}_{\tilde{\mathcal{S}}_{C}}]$ は $\beta$ で不変であることから，

$(v^{2b(e\rangle}[O_{\tilde{s}_{\iota}}]\Vert v^{2b(e)}[\mathcal{O}_{\tilde{S}_{e}}])=[RHom(\mathcal{O}_{\tilde{s}_{e}}, \mathcal{O}_{\tilde{s}_{e}})^{\vee}]=[\mathbb{C}[S_{e}]^{\vee}]$
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となる．ここで $(-)^{\vee}$ は双対を取ることを意味し，一般に conical symplectic resolution $\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ対

してはその構造層の高次のコホモロジーは消えることなどを用いた．よって (4) の両辺の双
対を取って $\Lambda(\mathfrak{z}_{\mathfrak{n}_{P}}(f))\Lambda(\mathfrak{z}_{\mathfrak{n}_{P}^{-}}(f))$ を左辺に移すと

$\Lambda(\mathfrak{z}_{\mathfrak{n}_{P}}(f)^{\vee})\Lambda(\mathfrak{z}_{\mathfrak{n}_{P}^{-}}(f)^{\vee})[\mathbb{C}[S_{e}]]=[H^{*}(G/P, \mathbb{C})]$

となる。 ただし右辺はコホモロジーの次数付けを用いて $\mathbb{S}$ の表現と思い直している．また

スキーム論的共通部分 $S_{e}\cap(e+\delta\iota(f))$ は $S_{e}$ の中で $e+\mathfrak{z}_{n_{P}}(f)$ 方向の座標と $e+\mathfrak{z}_{n_{P}^{-}}(f)$ 方向

の座標を定義方程式としているため，もしこれらが regular sequenceになっているとすれば
上の式は $[\mathbb{C}[S_{e}\cap(e+\mathfrak{z}|(f))]]=[H^{*}(G/P, \mathbb{C})]$ と書くこともできる．さらにこの両辺は自然
に環構造を持っているので，これらが環として同型かどうかを問うのは自然な問題である
と思われる．そして実際，次が示せる．

Proposition 9 ([13]). $G=GL_{n}$ とする．このとき次数付き環としての同型

$\mathbb{C}[S_{e}\cap(e+\mathfrak{z}_{l}(f))]\simeq H^{*}(G/P, \mathbb{C})$

が存在する．ここで左辺は 3作用によって次数付けられている．

2.2 DeConcini-Procesi and Tanisaki’s theorem

上の命題を見ると，これは DeConcini-Procesi と Tanisaki による $A$ 型 Springer ファイバー
のコホモロジー環の記述とよく似ていることに気付く．$T\subset B$ を極大トーラスとし，$t$ をそ

の Lie代数とする．$\overline{\mathcal{O}}_{P}:=Ad(G)(\mathfrak{n}_{P})$ とおく．このとき次が成り立つ．

Theorem 10 (DeConcini-Procesi [7], Tanisaki [22]). 引き続き $G=GL_{n}$ とする．このとき
次数付き環として

$\mathbb{C}[\overline{\mathcal{O}}_{P}\cap t]\simeq H^{*}(\mathcal{B}_{e}, \mathbb{C})$ .

ただし左辺の共通部分はスキーム論的に取っており，次数は $s\in S,$ $X\in \mathfrak{g}$ に対して $s\cdot X=$

$s^{-2}X$ によって定まる 3作用から来ている．

$\overline{\mathcal{O}}_{P}$ が $T^{*}(G/P)$ の affinization であることに注意してこの定理と上の命題を見比べると，
ただ単に主張の形が似ているというだけではなく $T^{*}(G/P)$ と $\tilde{S}_{e}$ の役割がそれぞれ対称的
に現れていることが見て取れる．つまり $T^{*}(G/P)$ のコホモロジー環は $\tilde{S}_{e}$ の affinizationと

何かのスキーム論的共通部分の座標環と同型になり，$\tilde{S}_{e}$ のコホモロジー環 $(\simeq H^{*}(\mathcal{B}_{e}, \mathbb{C})\rangle$

は $T^{*}(G/P)$ の affinization と何かのスキーム論的共通部分の座標環と同型になっているこ
とがわかる．これを見れば背後に何らかの双対性が隠れているのではないかと考えるのは

自然であろう．そして実際，$T^{*}(G/P)$ と $\tilde{S}_{e}$ との組は Braden-Licata-Proudfoot-Webster [3]
が symplectic duality と呼んだ双対性の例になっている．

3 Conjecture

上の観察を他の symplectic dual な組に一般化するために，まずは symplectic duality $\ovalbox{\tt\small REJECT}$こつ

いて簡単に説明する．
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3. 1 Conical symplectic resolutions
$\mathfrak{M}$ を smoothかつ symplectic な代数多様体，$\omega$ をその上の symplectic form とする．$\mathfrak{M}$ とそ

こへの $\mathbb{S}=\mathbb{C}*\sim$作用の組 $(\mathfrak{M}, S)$ が conical symplectic $\mathfrak{r}esol\mathfrak{u}t$)$0$ であるとは，

$\bullet$ $l\in \mathbb{Z}_{>0}$ が存在して $s^{*}\omega=s^{\ell}\omega,$ $s$ 欧 $S,$

$\bullet$ : $\mathfrak{M}arrow \mathfrak{M}_{()}$ $:\simeq$ Spec $\mathbb{C}[\mathfrak{M}]$ は projecも ive birational,

$\bullet \mathbb{C}[\mathfrak{M}]_{fl}=\mathbb{C},$ $\mathbb{C}[\mathfrak{M}]_{<0}=0,$

が成り立つことを言う．ここで $\mathbb{C}$
$[\mathfrak{M}]$

i は $S$-weightが $i$ の部分を表し，$\mathbb{C}[\mathfrak{M}]_{<0}=\oplus_{i<0}\mathbb{C}[\mathfrak{M}]_{i}$

である．例としては例えば既に述べた Hil$b^{}$ $(\mathbb{C}^{2})$ や $\tilde{N}_{G},$ $\tilde{S}_{e}$ などがある．

一般的な conical symplectic resolution の性質を幾つか述べる．まず $\mathfrak{M}$0は normal であ

り，有理特異点を持つ，つまり $R\pi_{*}\mathcal{O}_{\mathfrak{M}}\simeq \mathcal{O}_{\mathfrak{M}}$。が成り立つ． $\mathfrak{M}_{0}$ は唯一の $S$ 固定点 $0$ を持

ち，$\mathfrak{M}$ とその中心ファイバー $\pi^{-1}(0\rangle$ はホモトピー同値になることが知られている．従って

特に $H^{*}(\mathfrak{M}, \mathbb{C})\simeq H^{*}(\prime;r^{-1}(0), \mathbb{C})$ である．また次の Kaledin の結果によって $\mathfrak{M}_{0}$ は自然な

stratification を持つ．ここに現れる strata を symplectic leaf と呼ぶ，

Theorem 11 (Kaledin $|14$ 有限飼の strata による stratification $\mathfrak{M}_{0}=u_{\alpha}\mathfrak{M}_{\alpha}$ であって

各 $\mathfrak{M}\alpha$ が smooth symplectic になるものが存在する．また任意の $P$ 蔓 $\mathfrak{M}_{\alpha}$ に対して formal
symplectic variety $\hat{Y}_{p}$ が存在して，$\mathfrak{M}_{0}$ の $p$での形式近傍は $\mathfrak{M}_{\alpha}$ の $p$ での形式近傍と $\hat{Y}_{p}$ の直

積に同型となる．

例えば $\mathfrak{M}$

$=$ 人必の場合，symplectic leafは幕零軌道で与えられる．また，このとき協は
Slodowy slice の形式近傍で与えられる．
表現論的には凱の量子化の表現論を調べることが重要である．$\omega$ により $\mathcal{O}_{\mathfrak{M}}$ は Poisson

代数の構造を持つ．$(\mathfrak{M},\omega)$ の量子化とは，$\mathfrak{M}$上の結合的な平壌果唖代数の (Zariski位相に

関する $\rangle$層 $Q$であって剤進位相に関して完備なものと，代数としての同型 $\mathcal{Q}/\hslash Q\simeq \mathcal{O}_{\hslash}$ の組

であって，$Q/\hslash Q$が可換になることから誘導される Poisson代数の構造が同型 $Q/\hslash Q\simeq \mathcal{O}_{\mathfrak{M}}$

と compatible になるようなものを書う．また $\hslash$ の $S$-weightを $P$ とすると釧司変な量子化

も定義することでき，3同変な量子化の洞型類は Bezrukavnikov-Kaiedin [1], Losev [19] に

よって $H^{2}(\mathfrak{M}, \mathbb{C})$ で分類されることが知られている．
$\mathfrak{M}_{0}$ の smooth locus上にある symplectic form を用いると，smooth locus上の Poisson構造

が定まるが，$\mathfrak{M}_{0}$ が normalであることからこれは $\mathfrak{M}_{0}$ 全体に延びる．従って $\mathbb{C}[\mathfrak{M}]$ は Poisson

代数の構造を持つ．$Q$ を鍛の$同変な量子化とする．$\mathcal{D}:=Q\{\hslash^{-1/\ell}$] とおき，$\mathcal{D}(m)\subseteq \mathcal{D}$ を

$\mathcal{D}(m):=\hslash^{-m/p}Q[\hslash^{1/l}]$ により定める．$A:=\Gamma(\mathfrak{M}, \mathcal{D})^{S},$ $A(m):=\Gamma(\mathfrak{M},$ $\mathcal{D}(m\rangle\rangle^{s}$ とおくと，こ
れは丘 ltration $A(O)CA$ $\subseteq\ldots\subseteq A$ を定め，gr $A$ は $\mathbb{C}$

$[\mathfrak{M}]$ と次数付き Poissoa代数として
同型となる．つまり $A$ は $\mathbb{C}$

$[\mathfrak{M}]$ の量子化を与える．例えば $\mathfrak{M}$ $=$ く必のとき $H^{2}(\tilde{N}_{G}, \mathbb{C})\simeq$ く
$*$

であり，$Q$ が $\lambda$ 蔓 $t^{*}$ に対応する量子化ならば $A\simeq U(\mathfrak{g})/(Ker\chi_{\lambda})$ となる．ここで $U(g)$ は $\mathfrak{g}$

の普遍包絡環であり，$Z(\mathfrak{g})$ をその中心とすると $\chi_{\lambda}$ : $Z\langle g$ ) $arrow \mathbb{C}$ は highest weight $\lambda-\rho$ の

Verma加群の中心指標である．ただし $p$ は全ての正ルートの和の 1/2倍である (cf. [4]).

3.2 Symplectic duality

Braden-Licata-Proudfoot-Webster $|3$] の文脈では conical sympiectic resolution に別の良い
$\mathfrak{P}^{t}:=\mathbb{C}^{*}$-作用が入る状況を考える．$\mathbb{T}$ の作用は category $\mathcal{O}$ の類似を定義するのに用いられ

る．以下，conical symplectic resolution とそこへの $\mathbb{T}$ 作用の組 $(\mathfrak{M},S,\mathbb{T})$ に次の条件を仮定

する，
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$\bullet$ $T$ の皿への作用は Hamiltonian であり，$S$ の作用と可換．

$\bullet$

$\mathfrak{M}^{\mathbb{T}}$ は有限集合．

$\bullet$ $\mathfrak{M}_{0}$ のminimal symplectic leafは $\{0\}.$

例えば Hil$b^{}$ $(\mathbb{C}^{2})$ は最後の条件を満たしていないので，Hil$b^{}$ $(\mathbb{C}^{2})$ の代わりに重心が原
点になるものからなる部分多様体 $Hilb_{0}^{n}(\mathbb{C}^{2})$ を考える．

$\mathbb{T}$-作用を用いると $\mathbb{C}[\mathfrak{M}]$ の量子化 $A$ にも $T$ が作用する．その weight への分解を $A=$

$\oplus$

i $\in \mathbb{Z}$ぜと書き，$O$ を有 $\beta$R$*$成 $A$加群であって $A^{\geq 0}$ が locaHy finite に作用するものからなる
圏とする．例えば $\mathfrak{M}=$ 人$\sigma$ で量子化のパラメータが regular のとき，$\mathcal{O}$ は BGG category $O$

と圏同値になる．

Conjecture 12 (Braden-Licata$\prime$-Proudfoot-Webster [3] $)$ . 上の条件を満たす $(\mathfrak{M},\mathbb{S},\mathbb{T}\rangle$ に対

して，別の $(\mathfrak{M}^{!}, S^{!},\mathbb{T}^{!})$ が存在して，例えば十分良い量子化のパラメータについて $\mathcal{O}$ と $O^{!}$ は

Koszul dual になる等の性質 (詳細は [3] を参照) を満たす．ただし $O^{!}$ は $\mathfrak{M}^{!}$ に対する category
$\mathcal{O}$ である．

$(\mathfrak{M}’, S^{!},\mathbb{T}^{!})$ を $(\mathfrak{M}, S,\mathbb{T})$ の symplectic dual と呼ぶ．そして以下のような例が symplectic
dual になると考えられている，

Example 13. 人らと $\tilde{\mathcal{N}}_{G}$〉は (適当な $\mathbb{C}^{*}$-作用の取り方に関して) symplectic dual. ここで
$G^{\vee}$ は $G$ の Langlands双対である．

Example 14. \S 2.1の記号で $G=GL_{n}$ のとき，$\tilde{S}_{e}$ と $T^{*}(G/P)$ は symplectic dual. より一般
に $A$型 S3 variety と呼ばれる Slodowy varietyの放物版は別の $A$型 S3 variety と symplectic
dual,

Example 15. $Hilb_{0}^{n}(\mathbb{C}^{2})$ は自分自身と symplectic dual.

Example 16. $\mathbb{C}^{2n}$ のトーラスによる Hamiltonian reduction であって smooth なもの (hy-
pertoric variety と呼ばれる) は別の hypertoric variety と symplectic dual.

最後に \S 2の観察を一般化する予想を述べる．

Conjecture 17 ([13]). $\mathfrak{M}$ と $\mathfrak{M}^{!}$ が symplectic dual のとき，次数付き代数として

$H^{*}(\mathfrak{M}, \mathbb{C})\simeq \mathbb{C}[(\mathfrak{M}_{\mathfrak{o}}^{!})^{\mathbb{T}^{1}}],$

$H^{*}(\mathfrak{M}^{1}, \mathbb{C})\simeq \mathbb{C}[(\mathfrak{M}_{0})^{\tau}].$

ここで右辺の次数はそれぞれ $S^{!},$ $S$ の作用から定まるものであり，固定点はスキーム論的に
考えている．

Theorem 18 ([13]). この予想は $A$型 S3 variety, hypertoric variety, $Hilb_{0}^{n}(\mathbb{C}^{2})$ の場合に正
しい．

読明は各々の場合に知られているコホモロジー環の記述を用いて明示的に同型を作る

ことにより得られる．各々のコホモロジー環の記述は，$A$ 型 S3 variety の場合は [5], hy-
pertoric variety の場合は [11] や [17], $Hilb_{0}^{n}(\mathbb{C}^{2})$ の場合は [18] や [23] で知られている．ま
た，$Kamnitzer-Tingley-Webster-We_{\backslash }ekesrightarrow$Yacobi [ $15]$ はこの予想の上半分を鍛が $ADE$ 型

quiver variety の場合に証明している．
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