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1 イント $\mathfrak{Q}$ ダクション

有限 Weyl 群 $W$ に付随する Kazdan-Luszfig 基底 $\{C_{w}=T_{\mathfrak{U}/}\cdot+\sum_{y<w}P_{y},{}_{w}T_{y}\}_{w\epsilon w}$ は，$W$ の Hecke

環 $\mathcal{H}$ の上のある対合的自己同型写像 $-:\mathcal{H}arrow \mathcal{H}$ で不変な基底として定義される．その係数島，w $\in \mathbb{Z}$ [q]

たちは Kazhdan-Lusztig 多項式と呼ばれ，幾何学的，または表現論的に重要な意味を持つことが示され
てきた．Kazhdan-Lusztig 多項式は，その定義から求めることは難しく，通常は R$arrow$多項式という 1変数

多項式の族 $\{R_{\eta,w}\}_{y,v\prime\epsilon}w\subseteq \mathbb{Z}[q]$ と等式

$q^{\ell(y,w)} \overline{P}_{y,w}-P_{y_{t}w}=R_{y_{f}w}+\sum_{y<z<u\prime}-,z$鳥，w $\langle y,w$ 欧 $W)$

を用いて $(\ell\langle y,w)$ に関して) 帰納的に計算される，ここに，$<$ は Bruhat order, $l:Warrow \mathbb{Z}_{\geq 0}$ は length

function, $P(y,w)$ $:=\ell(w)-P(y)$ である．この手法では $R$-多項式をあらかじめ知っておく必要がある

が，$R$-多項式に関しては簡単な漸化式が知られている．また，$R$-多項式の組合せ論的な明示公式が Dyer

によって冬えられている (記弩は本文中で箆義する):

定理 1.1 $\langle$ [$D$ , (3.4) Corollary], [BjBr, Theorem 5.3.4]). $<$ を $\Phi+$ 上の reflection order, $z,x\in W$ に

穀し $z$ から $x$ への path 全体の集合を $B^{<}\ovalbox{\tt\small REJECT} z,$ $x$) とする，このとき，$R$-多項式尾，x は次のように表さ
れる :

$R_{z,x}= \sum_{<\Delta\in B(z,x)}q^{\frac{1}{2}(P(z,it)-1(\Delta))}(q-1)^{\ell(\Delta)}.$

一方，アフィンWeyl 群 $W_{af}$ の Hecke 環 $\mathcal{H}_{a}f$ の完備化 $\hat{\mathcal{H}_{d}}$ 上のある対合的肖己同型写像重 $:\hat{\mathcal{H}_{af}}arrow$

$\hat{\mathcal{H}_{af}}$ で不変な基底 $\{D_{w}=\tilde{T}_{w}+\sum_{y<}Q_{y},{}_{w}\tilde{T}_{y}\}_{w\epsilon w_{af}}\mathfrak{B}^{w}$ が [L] で導入された．ここに，$<_{\frac{\infty}{2}}$
は sem\’i-

infinite Bruhat order である．これらの係数 $Q_{y,w}$ たちを我々は周期的 Kazhdan-Lusztig 多項式と呼ぶ．

周期的 Kazhdan-Lusztig 多項式もまた表現諭的に重要な意味を持つと予想されている (Lusztig 予想，

Feigin-Frenkel 予想). 周期的 Kazhdan Lusztig 多項式を求めるには $R$-多項式の代わりに周期的 $R$-多

項式窩，w を使う、周期的 Kazhdan-Lusztig 多項式と周期的 $R$-多項式の関係は以下で与えられる :

$q^{l}\overline{Q}_{y,w}-Q_{y,w}=(-1)^{\ell\langle y,u\prime\rangle}\overline{\mathcal{R}}_{y,u\prime}+\mathfrak{B}_{(tノ,w)}\yen$
$\sum$ $(-1)^{l}$

誓
$(y,w)\overline{\mathcal{R}}_{\eta,z}Q_{z,w}$ $(y,v4\in W)$ .

$y<\mathscr{C}^{Z<}$撃卿
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ここで，$\ell^{\frac{\infty}{z}}(w)$ は $w\in W_{af}$ の semi-infinite length, $\ell^{\frac{\infty}{2}}(y, w)$ $:=P^{\frac{\infty}{2}}(w)-P^{\frac{\infty}{2}}(y)$ である．

アフィンWeyl 群 $W_{af}$ は有限 Weyl 群 $W$ を部分群に持つので，$y_{\}}w\in W$ に対し 4つの多項式 $P_{y,w},$

$R_{y,w},$ $Q_{y,w\rangle}\mathcal{R}_{y,w}$ が定義されるが，これらに関して次が成り立つ:

$P_{y,w}=Q_{y,w}, R_{\eta,w}=\mathcal{R}_{y,w}.$

このように，周期的 Kazhdan-Lusztig 多項式及び周期的 $R$-多項式は (通常の) Kazhdan-Lusztig 多項
式及び $R$-多項式の一般化であるとみなせる．本稿では周期的 $R$-多項式の組合せ諭的な明示公式を，定
理 1.1の自然な一般化とみなせる形で紹介する．

2 アフィン・ルート系

次のように記号を準備する．

$\mathfrak{g}$ :有限次元複素単純 Lie 環

$\mathfrak{h}\subset g$ :Cartan 部分代数

$\Pi=\{\alpha_{1}, \cdots, \alpha_{l}\}\subset\Phi_{+}\subset\Phi(\subseteq \mathfrak{h}^{*})$ :単純ルートの集合，正ルートの集合，ルート系

$\{\alpha_{\check{1}}, . . . , \alpha_{\check{l}}\}\subset \mathfrak{h}$ :単純余ルートの集合

$\langle,$ $\rangle$ : $\mathfrak{h}^{*}x\mathfrak{h}arrow \mathbb{C}$ : duality pairing

$Q^{\vee}=\phi_{i=1}\mathbb{Z}\alpha_{i}$ : coroot lattice

$P^{\vee}=\{\mu\in \mathfrak{h}|\langle\alpha_{i},$ $\mu\rangle\in \mathbb{Z}$ for all $i=1$ , $\cdots$ , $l\}$ : coweight lattice

$P_{+}^{\vee}=\{\mu\in P^{\vee}|\langle\alpha_{j},$ $\mu\rangle\in \mathbb{Z}\geq \mathfrak{o}$ for all $i=1$ , .. ., $t\}$ :dominant coweights の集合

$W=\langle s\iota$ , $\cdots$ , $s\iota)$ : Weyl 群，ただし $S:=\{s_{1)} \cdots , sl\}$ は simple reflections

$W$ と $Q^{\vee}$ は $\mathfrak{h}$ に次で作用する: $i=1$ , . . . $l,$ $\lambda\in Q^{\vee},$ $\mu\in \mathfrak{h}$ に対して

$s_{i}\cdot\mu=\mu-\langle\alpha_{\dot{t})}\mu\rangle\alpha_{\mathfrak{i}}^{\vee}, t_{\lambda}\cdot\mu=\mu+\lambda.$

ここで，$t_{\lambda}$ は $\lambda$ の，$\mathfrak{h}$ 上のアフィン変換群 $Aut(\mathfrak{h})$ における像である． $\theta\in\Phi_{+}$ を最高ルートとし，

so $:=s\theta t_{-\theta}\in Aut(\mathfrak{h})$ とおく ( $s\theta$ は $\theta$ に関する鏡映). すると，アフィンWeyl 群 $W_{af}\simeq W\ltimes Q^{\vee}$ は

$S_{af}:=$ $\{so, s_{1}, . .., s\iota\}$ で生成される．

$g_{af}:=g\otimes \mathbb{C}[t, t^{-1}]\oplus \mathbb{C}K\oplus \mathbb{C}D$ を untwisted アフィン Lie 環 ( $K$ は $9af$ の中心元) とする．このと

き，$\mathfrak{g}_{at}$ の Cartan 部分代数 $\mathfrak{h}_{af}$ は

$\mathfrak{h}_{af}=\mathfrak{h}\oplus \mathbb{C}K\oplus \mathbb{C}D$
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である． $\mathfrak{h}$ と $\mathfrak{h}^{*}$ の問の duality pairing $\langle,$ $\rangle$ : $\mathfrak{h}^{*}\cross \mathfrak{h}arrow \mathbb{C}$ を $\mathfrak{h}_{af}$ と嬉の間の duality pairing

{, $\rangle$ : $\mathfrak{h}_{af}^{*}\cross \mathfrak{h}_{af}arrow \mathbb{C}$ に次のように拡張する:

$\langle \mathfrak{h}^{*},\mathbb{C}K\oplus \mathbb{C}D\rangle=0.$

さらに，$\delta\in \mathfrak{h}_{\delta}^{*}f$ を次で定義する;

$\langle\delta$, り $\oplus \mathbb{C}K\rangle=0,$

$\langle\delta,D\rangle=1.$

このとき，似の正の実ルート全体の集合 $\Phi \mathfrak{X},$

$+$
は次で与えられる :

$\Phi_{af}^{re},$ $+^{=\{\alpha+m\delta|\alpha\in\Phi+},$ $m$ 欧 $\mathbb{Z}_{\geq 0}\}LJ\{-\alpha+m\delta|\alpha\epsilon\Phi+)m\in \mathbb{Z}_{>\mathfrak{o}}\}.$

3 reflection order

この節では，主定理で用いる reflection order の定義と基本的な性質についてまとめる．

淀義 3.1. $\Phi_{+}(\mathfrak{r}eSP., \Phi_{af,+}^{re})$ 上の全順序 $<$ が reflection order であるとは，次の条件をみたすことで
ある: $\alpha,\beta\in\Phi+($resp. $, \Phi_{af,+}^{re})$ , $\alpha<\beta,$ $a_{\}}b$ 欧 $\mathbb{R}_{>0}$ とするとき，$aa+b\beta\in\Phi_{+}$ $($resp. $, \Phi_{a{\},+}^{re})$ ならば

$\{x<a\alpha+b\beta<\beta.$

例 3.2. $A_{2}$ 型の positive roots を $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},\alpha x+\alpha_{2}$ と書けば，reflection order は

$\alpha_{1}<\alpha_{1}+\alpha_{2}<\alpha_{2}$

と，その逆順序の 2つだけである．

事実 3$\cdot$3. $\langle$1 $)$ $\Phi+($resp. $, \Phi_{af,+}^{re})$ には reflection order が存在する．

(2) $\Phi+$ 上の任意の reflection order は $\Phi_{af}^{re},$

$+$
上の reflection order に拡張される．

4 semi-infinite Bruhat order

有限 Weyl 群 $W$ やアフィンWeyl 群 $W_{af}$ などの Coxeter 群には (通常の) Bruhat order や length

function $l$ が定義されるが，ここでは [L] に従って別の半順序 $<_{\frac{\infty}{2}}$
と整数値関数 $p_{2}^{\mathfrak{B}}$ : $W_{af}arrow \mathbb{Z}$ を定

義する．

まず，各 $\alpha\in\Phi_{+}$ と $m\in \mathbb{Z}$ に対し，$7_{\alpha,m}C\mathfrak{h}_{i1}:=\mathbb{R}\otimes_{Z}Q^{\vee}$ を次で定義される超平面とする:

$\mathcal{F}_{\alpha,m}. :=\{\mu\in \mathfrak{h}_{\Re}|\langle\alpha,\mu\rangle=m\}.$

さらに

$\mathcal{F}_{\alpha,rn}^{\pm}:=\{\mu\in \mathfrak{h}_{\mathbb{R}}|\pm(\langle\alpha,\mu\rangle-m)>0\}$

とおく．
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定義 4.1. 畷 $\backslash (\bigcup_{\alpha\in\Phi+,m\in \mathbb{Z}}\mathcal{F}_{\alpha,m})$ の連結成分を alcove という．

特に，$A^{-}$ $:=\{\mu\in \mathfrak{h}_{\mathbb{R}}|-1<\langle\alpha,$ $\lambda\rangle<0$ for all $\alpha\in\Phi_{+}\}$ は (fundamental) alcove である．

事実 4.2. $W_{af}$ は alcove 全体の集合へ忠実かつ推移的に作用する．特に

$W_{af}arrow\{alcoves\}, w:=c1(w)t_{wt(w)}\mapsto A^{-}\cdot w:=c1(w)^{-1}A^{-}+wt(w)$

は，全単射である．ここで，$c1(w)\in W,$ $wt(w)\in Q^{\vee}$ である．

各 $i=1$ , . .., $l$ $($resp. $, i=0)$ に対し，$A^{-}$ の閉包 $\overline{A^{-}}$ と $\mathcal{F}_{\alpha_{i},0}$ $($resp. $, \mathcal{F}_{\theta,-1})$ との共通部分を $A^{-}$ の

$i$-wall と呼ぶ．さらに $A^{-}$ の $i$-wall の $w\in W_{af}$ による像を $A^{-}\cdots w$ の $i$-wall と呼ぶ．2つの alcove
$A^{-}\cdot w\neq A^{-}\cdot y$ の $i$-wallが一致するとき，$w=s_{i}y$ であることに注意せよ．

次に，alcove の組 $(A,B)$ に対し，整数 $d(A, B)$ を次のように定める． $(A=A_{0},A_{1}, \ldots,A_{r}=B)$ を

alcove の列であって，各 $i=1$ , $\cdots$ , $r$ に対して $A_{i-1},$ $A_{i}$ は唯一の共通の wall を持つものとする．この

とき，$\beta_{i}\in\Phi_{+}$ と $m_{i}\in \mathbb{Z}$ で $\mathcal{F}_{\beta_{i},m_{i}}$ が共通の wall を含むものが一意に定まる．そこで，$d(A, B)$ を次で

定義する．

$d(A, B) := \sum_{\prime,t=1}^{r}d(A_{i-1}, A_{i})$ ,

$d(A_{i-1},A_{i}):=\{\begin{array}{ll}1 if A_{i}\subset \mathcal{F}_{\beta_{i},m\mathfrak{i}}^{+} (or equivalently, A_{i-1}\subset \mathcal{F}_{\beta_{i},m}^{-})i,-1 if A_{i}\subset \mathcal{F}_{\beta:,m_{i}}^{-} (or equivalently, A_{i-1}\subset ノ \beta:m_{i}+,) .\end{array}$

そして，$y,$ $w\in W_{af}$ に対し，$l^{g}2(y, w):=d(\mathcal{A}^{-}\cdot y, A^{-}\cdot w)$ と定義する．特に $y=e(W$ の単位

元 $)$ のとき，$p \frac{\infty}{2}(e, w)$ を $\ell\frac{\infty}{2}(w)$ と書き，$w$ の semi-infinite length と呼ぶ，3つの alcove $A,$ $B,C$ に

対して，$(A= 砺, A_{1}, \ldots,A_{r}=B)$ , $(B=B_{0}, B_{1}, \ldots, B_{s}=C)$ を上のような alcove の列とする
と $(B=A_{r}, \ldots,A_{1}, A_{0}=A)$ , $(A=A_{\theta}, A_{1_{\rangle}\cdot。}.,\mathcal{A}_{r}=B=B_{0}, B_{1}, \ldots, B_{\delta}=C)$ という dcove
の列を考えれば $d(B, A)=-d(A,B)$ , $d(A,B)+d(B,C)=d(A,C)$ となることがわかる．すなわ

ち，$x,$ $y,$ $w\in W_{af}$ に対して搾 $(y,x)=-l^{\frac{\infty}{2}}(x, y)$ , $\ell_{2}^{\infty}(x,y)+l^{\frac{\infty}{2}}(y,w)=\ell^{\frac{\infty}{2}}(x,w)$ である．特に
$\ell^{\frac{\infty}{2}}(y,w)=\ell^{\frac{\infty}{2}}(w)-\ell^{\frac{\infty}{2}}(y)$ を得る．

例 4.3. $A_{2}$ 型:
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図 1: alcoves and elements of $W_{af}$ ew 2: semi-infinite lengths

事禦 4.4. $w=c1(w\rangle t_{wt(w)}\in W_{af}$ に対して

$l^{\frac{\infty}{2}}(w)=P(cl(w))+2\langle\rho,wt(w)\rangle.$

ただし，$\ell(c1\langle w))$ は $c1(w)\in W$ の通常の length, $p= \frac{1}{2}\sum_{\alpha\epsilon\Phi_{+}}\alpha$ はWeyl vector である．

5 R$\alpha$多項式の組合せ論的明示公式

$\mathcal{H}$ をの Hecke 環とする．すなわち，$\mathcal{H}$ は $\{T_{x}|x\in W\}$ を自由基底にもつ $\mathbb{Z}[q, q^{-1}](q$ は不定元 $\rangle$

上の結合代数であり，次の定義関係式を持つものである: $s\in S,$ $x\in W$ に対して

鍛鑑 $\{\begin{array}{ll}T_{sx} if x<sx,q鍛 x+(q-- l \rangle T\bullet if sx<x.\end{array}$

定義より，$x=s_{i_{1}}\cdots s_{i_{r}}$ を $x\in W$ の簡約表示とすれば簸 $=T_{s}T_{s}i_{3}\cdots i_{r}$ であり，これは簡約表示の取

り方に依らない．また，趨接誹算で $T_{s}^{-1}=q^{-1}T_{s}-q^{-1}(q-l)T_{e}$ がわかるので

$-:\mathcal{H}arrow \mathcal{H},$ $q\mapsto q^{-1}$ , 簸 $\mapsto(T_{x^{-1}})^{-1}$

なる $\mathbb{Z}$ 上の線形写像は代数自己同型写像である．

定義 5.1. $z,$ $x\in W$ に対して $R$-多項式 $R_{z,x}\in \mathbb{Z}[q, \Gamma^{1}]$ を次式で定義する:

$\overline{\prime I_{x}}=q^{-l(x)}\sum_{z\in W}(-\lambda)^{p(z,x)}R_{z},{}_{x}T_{z}.$

例 5.2. $W=\langle s_{1},$ $s_{2}|s_{1}^{2}=e=s_{2}^{2},$ $s_{1}s_{2}s_{1}=s_{2}s_{1}s_{2}\rangle$ $(A_{2}$ 型 $)$ のとき

$\overline{T_{sssx}}=\overline{T_{sx}T_{s2}T_{s1}}12$

$=(q^{-1}T_{8\}}-q^{-1}(q-1\rangle T_{e}\rangle(q^{-1}T_{82}-q^{-1}(q-1)T_{e}\rangle(q^{-1}T_{81}-q^{-1}(q-1)T_{e})$

$=q^{-3}(T_{s_{3^{S}2^{S}1}}-(q-1)T_{s\iota s2}-(q-1)T_{s_{2^{S}1}}+(q-1)^{2}T_{s1}+(q-1)^{2}T_{s2}\prec q-1)^{3}-q(q-1))$
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なので
$\rangle$

$R_{ssss}=1121,1^{S}2^{S}1,$

$R_{\epsilon_{1^{S}2^{S}1^{S}2^{ff}1}},=q-1,$

$R_{s}2^{S}1^{S}1^{\delta}2^{\delta}1=q-1,$

$R_{ss}\iota,1^{S}2^{S}1=(q-1)^{2},$

$R_{s}2,818281=(q-1)^{2},$

$R_{e,s_{1}szs_{1}}=(q-1)^{3}+q(q-1)$ .

注意 5.3. $R$-多項式は，有限 Weyl 群だけでなく，一般の Coxeter 群についても同様に定義される．

以下で，Dyer による $R$-多項式の組合せ諭的明示公式を紹介する。まず，$\Phi_{+}$ 上の reflection order $<$

を 1つ固定する．

定義 5.4. $z,$ $x\in W$ に対し，$z$ から $x$ への長さ $k$ の path とは，$W$ の元の列 $\Delta=(z=z\mathfrak{o}, z_{1}, \ldots, z_{k}=x)$

で，各 $i=1$ , $\cdots$ , $k$ に対してある $\beta_{\mathfrak{i}}\in\Phi+$ があって $z_{i-l}<Z’,-1^{S}\beta_{i}=z_{i}$ であり，さらに $\beta_{1}<\cdots<\beta_{k}$

を満たすものである．$\Delta$ の長さ $k$ を $l(\Delta)$ で表す．

定理 5$\cdot$5 $([D, (3.4)$ Corollary], $[$BjBr, Theorem 5.3.4]) $\cdot$
$<$ を $\Phi+$ 上の reflection order, $z,x\in W$ に

対し $z$ から $x$ への path 全体の集合を $B^{<}(z,x)$ とする．このとき，$R$-多項式 $R_{z,x}$ は次のように表さ

れる:

$R_{z,x}= \sum_{<\Delta\epsilon B(z,x)}q^{\frac{1}{2}(\ell(z,x)-\ell(\Delta))}(q-1)^{\ell(\Delta)}.$

6 周期的 $R$-多項式の組合せ論的明示公式

$\mathcal{H}_{af}$ を $W_{af}$ の Hecke 環とする．任意の $\lambda\in Q^{\vee}$ に対し適当な $\mu\in Q^{\vee}\cap P_{+}^{\vee}$ を取れば $\lambda+\mu\in Q^{\vee}\cap P_{+}^{\vee}$

となる．この $\mu$ を用いて

$X^{\lambda}:=T_{t_{\lambda+\mu}}T_{t_{\mu}}^{-1}\in \mathcal{H}_{af}$

とおく．

事実 6.1. $X^{\lambda}$ は $\lambda+\mu\in Q^{\vee}\cap P_{+}^{\vee}$ なる $\mu\in Q^{\vee}\cap P_{+}^{\vee}$ の取り方に依らない．

$w=c1(w)t_{wt(1-\cdot)}\in W_{af}$ に対し，

$\tilde{T}_{w}:=T_{c1(\uparrow v)}X^{wt(w)}$

と置くと，$\{\tilde{T}_{w}|w\in W_{af}\}$ は $\mathcal{H}_{af}$ の $\mathbb{Z}[q, q^{-1}]$ 上の基底をなす．この基底に関する左 $\mathcal{H}_{af}$-加群構造は

次で与えられる: $s\in S_{af_{\rangle}}$ w $\in$ W誌に対して

$T_{s}\tilde{T}_{w}=\{\begin{array}{ll}\tilde{T}_{\epsilon w} if w<_{\frac{\infty}{2}}sw,q\tilde{T}_{sw}+(q-1)\tilde{T}_{w} if sw<_{\frac{\infty}{2}}w.\end{array}$
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さらに $\hat{\mathcal{H}_{\S f}}:=$ { $\sum_{w\epsilon W_{af}}a_{w}\tilde{T}_{w}|$ there exists some $y\in W_{af}$ such that $a_{w}=0$ unless $w\leq_{\frac{\infty}{2}}y$ } とお
き，$\mathcal{H}_{af}$ の左 $\mathcal{H}$

af$arrow$撫群構造を拡張するように左 $\mathcal{H}_{a}$;-加群構造を定義する．

定理 6.2 $([K,$ Proposition $2.8])$ . 次の 2条件を満たす対合的な $\mathbb{Z}$-線形自己岡型写像 $\Psi$ ; $\hat{\mathcal{H}_{af}}arrow\hat{\mathcal{H}_{af}}$ が

唯一つ存在する:

$\Psi(h\cdot m)=\overline{h}\cdot\Psi(m) (h\in \mathcal{H}_{af}, m\in\hat{\mathcal{H}_{a}f}))$

$\Phi(\sum_{x\in W}\tilde{T}_{xt_{\lambda}})^{p\mathfrak{B}_{\langle vo^{f_{\lambda})}}}=q^{\sim\prime}\sum_{x\in W}\tilde{T}_{xt_{\lambda}} (\lambda\epsilon Q^{\vee})$
,

ここで，$w_{0}$ 欧 $W$ は最長元である．

定 u 6.3. $y,$ $w\in W$ に対し，周期的 $R$-多項武 $\mathcal{R}_{z,x}\in \mathbb{Z}[q, q^{-1}]$ を次式で定義する :

$\Psi(\tilde{T}_{w})=q^{-p}q_{(y)}\sum_{y\epsilon W_{af}}(-1)^{\ell}\varphi_{(y,w\rangle \mathcal{R}_{y},{}_{w}\overline{T}_{y}}.$

以下では，周期的 R$\tilde{}$多項式の組合せ論的明示公式を述べる $\acute{}$

$\Phi+$ 上の reflection order $<$ を 1つ固定

する．

定義 6.4. $y=c1(y)\ell_{wt}$
く$y)$ , $w=c1(u\})t_{wt(w\rangle}\in W_{af}$ に対し，$y$ から $w$ への長さ $k$ の path とは $W_{gf}$ の元

の列 $\Delta=\langle y=y_{0)}y\}$ , , $y_{k}=w)$ で，各 $i=1$ , . .. , $k$ に対しある $\beta_{i}\in\Phi+$ があって $c1(y_{i})=c1(y_{i-1})_{S\beta_{:}}$

または $c1(y_{i})=c1(y_{i-1})$ であり，いずれの場合も $y_{i-1}<_{\frac{\infty}{2}}y_{i},$
$wt(y_{i})-wt(y_{i-\ddagger})\in \mathbb{Z}_{\geq 0}\beta_{l}^{\vee}$’で，さらに

$\beta_{1}<\cdots<\beta_{k}$ を満たすものである，$\Delta$ の長さ $k$ を $P(\Delta)$ で表す．

$y$ から $w$ への path 全体の集合を $P$く $(y,w)$ で表す．各 $\Delta=(y=y_{0},y\iota, \ldots,y_{k}=w)\in P^{<}(y,w)$ に

対して，$v\hslash(y_{i})-wt(y_{i-1})=m_{i}\beta_{i}^{\vee}(m_{i}\in \mathbb{Z}\geq 0_{\rangle}\beta$ 欧 $\Phi_{+},$ $1\leq i\leq k\rangle$ とおく．さらに

$d_{i}:=\{\begin{array}{ll}\check{2}1\ell^{\frac{\infty}{2}}(y_{i-1_{\rangle}}y_{i})+m_{i} (it c1(y_{i})=c1(y_{\mathfrak{i}-1})) ,\frac{1}{2}(l^{\frac{\infty}{2}}(y_{i-1}, y_{i})+1)+m_{i} (if c1(y_{i-1})<c1(y_{i})) ,\frac{1}{2}(\ell^{\frac{\infty}{l}}(y_{i-1},y_{i})-1)+m_{i} (if c1(y_{i})<c1(y_{i\sim 1})) .\end{array}$

とおき，$d_{\mathfrak{X}}(\Delta)\in \mathbb{Z}$ を

$\deg(\Delta):=\sum_{:=1}^{l(\Delta)}d_{i}-\ell(\Delta)$

で定義する．

注憲 6.5. 各 $1\leq i\leq\ell(\Delta)$ に対し，$\ell\frac{\infty}{2}(y_{i-1\prime}y_{i}\rangle$ は $c1(y_{i\sim\lambda})=c1(y_{i})$ のとき偶数で，そうでないとき奇
数であるから $d_{i}$ は整数である．

以上の記号の下で，次が主定理である．
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定理 6.6. $y,$ $w\in W_{af}$ に対し，

$\mathcal{R}_{y,w}=\sum_{<\triangle\in P(y,w)}q^{\deg(\Delta)}(q-1)^{\ell(\Delta)}$

が成り立つ．

注意 6.7. $y,w\in W$ のとき，$P^{<}(y,w)=B^{<}(y,w)$ であり，各 $\Delta\in P^{<}(y,w\rangle=B^{<}(y,w)$ に対して

$\deg(\Delta)=\frac{1}{2}(\ell(y, w)-\ell(\Delta))$ であることが容易に確かめられる．従って我々の定理 6.6は Dyer の定理

5.5の一般化である．ここでは定理の読明は述べないが，我々の証明は $y,w\in W$ のときでも Dyerの証

明と異なるものであり，定理 5.5のより構成的な別証明を与える．

次に，集合 $P^{<}(y, w)$ をより簡単に記述することで，定理 6.6をより使い易い形に書き直すことを考

える．アイデアは，平行移動 $wwt_{\beta}\vee\vec{\beta}1$ を reflection の繰り返し $warrow^{1}d\beta$ cl $(w)s\rho t_{wt(w)}arrow wt_{\beta}\vee d_{2}\beta$ と見る

ことである、ただし $(d_{1}, d_{2})$ は，$c1(w)<c1(w)s_{\beta}$ のとき $(0,1)$ , $c1(w)S\beta<c1(w)$ のとき $(1, 0)$ である．

定義 6.8. Weyl 群 $W$ に付随する double Bruhat graph (DBG) とは， $W$ を頂点集合とするラベ

ル付き有向グラフであり，$y’,$ $w’\in W$ が次のいずれかの条件を満たすときに限り有向辺 $y’\vec{\beta}dw’$

$(\beta\in\Phi+, d\in \mathbb{Z}_{>0})$ で結ばれているものである:

(1) $y’<w’,$ $w’=y’S\beta$ , and $d= \frac{1}{2}(\ell(y’, w’)+1\rangle$ ;

(2) $w’<y’,$ $w’=y’s\beta$ , and $d= \frac{1}{2}(\ell\langle y’,w’)+2\langle\rho,$ $\beta^{\vee}\rangle+1$ ).

条件 (1) を満たす辺を Bruhat edge, 条件 (2) を満たす辺を quantum edge と言う．

例 6.9. $A_{2}$ 型の DBG は以下のものである．

ただし，Bruhat edge は実線で，quantum edge は点線で書かれており，ラベル 1は雀略してある．
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定義 6.10. $y=c1(y)t_{wt(y))}w=c1(w)t_{wt(w)}\in W_{ai}$ に対し，$y$ から $w$ への長さ $k$ の double Bruhat

path とは，DBG 内の path $\Delta=$
$(c1(y)=y_{0}’arrow y_{1}’\beta_{1}d_{1}arrow\beta_{2}d\underline{\circ}. .. arrow y_{k}’=c1(w))\beta_{k}d_{k}$ で，$\beta_{1}\leq\cdots\leq\beta_{k}$ かつ

$\sum_{i\in\{1,\ldots,kI^{d}y_{i-1_{\beta_{i}}}arrow^{i}y_{i}’}$ is quantum
$\}^{\beta_{i}^{\vee}}=$ wt(w) -vn(y)を満たすものである．$\Delta$ の長さ $k$ を $\ell(\Delta)$ で表す．

$y$ から $w$ への double Bruhat path 全体の集合を DBP$<\langle y,w$) と書く．

定義 $\theta.11.$ $\Delta=$
$(c1(y)=y_{く)}’arrow y\’{i}\beta_{1}d_{1}arrow\beta_{2}d_{2} \cdotsarrow y_{k}’\beta_{k}d_{k}=c1(w))\in DBP^{<}(y, w)$ とする．

(1) $\ell’(\Delta)$ を $\beta_{i}(1\leq i\leq\ell(\Delta\rangle)$ のうちで相異なるものの掻数とする．

(2) $\Delta$ の degree $\deg(\Delta)$ を $\deg(\Delta)$ $:= \sum_{i\frac{(}{\sim}1}^{\ell\Delta\rangle}d_{\eta}\cdot-P’(\Delta)$ で定義する．

定理 6.12. $y$ , w $\in$ W垂に対して，

$\mathcal{R}_{y,w}=\sum_{\Delta\in OBP^{く}(y,w)}q^{\deg(\Delta)}(q-1)^{f’(A)}.$
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