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1 はじめに

最適形状設計 (Optimal Shape Design) は，今日では工業産業において，効率化や製品開発

のための重要なツールとして欠かせないものになっており，多くの手法アルゴリズムが提案さ

れてきている．当然，それらは様々な数学的手法に基づいたものであり，そのための数学理論の

発展が欠かせない．実際，最適形状設計の重要なステップである形状感度解析 (Shape Sensitivity

Analysis, コスト関数の形状微分) については，すでに多くの数学的研究がなされている [14].

しかし，具体的な形状の変形に関するステップについては，あまり多くの数学的研究がないの

が実状である．実際の産業界での事例では，計算機能力の向上に大きく依存した形で，複雑かつ

大規模な数値計算は多く行われている．しかし，その基礎となる数学理論は脆弱であるため，経

験や試行錯誤によりカバーされている部分が大きく，最適形状設計の発展の障害になっている．数

学的理論研究が進みづらい理由の 1つは，具体的な事例に現れる問題は複雑なため，数学的に厳

密な取り扱いが難しいことが挙げられる．また，最適形状の存在や解析解が具体的にわからない

場合が多いことも障害の一つである．

本研究では，あるポテンシャル逆問題に関連して現れる自由境界問題を取り上げ，それに対す

る形状最適化手法を用いた数値計算例を紹介する．この問題は，特別な場合に厳密解が全て求め

られており，数学的に明快な研究対象である．また，形状変形の手法として，畔上らによって提

唱された力法 (Traction Method) [1, 2] を用い，その数学的定式化を示した後，数値計算により

その有効性を示す．力法は，近年，問題に応じて様々な工夫や一般化が考えられており，それらを

総称して $H^{1}$ 勾配法と呼ばれる [3].

また，本研究で取り上げる最適形状問題のコスト関数は領域の境界積分により定義されるため，

境界の曲率がコスト関数の形状微分に現れる．これは，数値計算の取り扱いの困難さから，既存

の研究では多くの場合に避けられて来たコスト関数である．今回の研究では，力法を用いること

で，そのような境界積分によるコスト関数を自然に取り扱うことに成功している．

本論文の構成は以下のようである．次節で，自由境界問題とその最適形状設計問題としての取

り扱いを説明する．第 3節では，コスト関数の形状微分公式を導き，それに基づいて力法の定式

化を第 4節で行う．第 5節で，いくつかの数値計算例を紹介し，本手法の有効性を示す．
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2 自由境界問題と形状最適化

次のような平面内の自由境界問題を考える． $\mu\in L^{2}(\mathbb{R}^{2})$ は有界な台を持つ与えられた関数とす
る．また $p,$ $q$ は $\mathbb{R}^{2}$ 上で定義された滑らかな関数とする．このとき，次を満たすような $(u, \Omega)$ の組

を求める自由境界問題を考える．

$\{\begin{array}{ll}-\Delta u=\mu in \Omega u=p on \Gamma\frac{\partial u}{\partial n}=q on \Gamma.\end{array}$ (2.1)

ただし，ここで $\Omega$ は $supp(\mu)\subset\Omega\subset \mathbb{R}^{2}$ を満たす有界な Lipschitz領域で， $n$ はその境界 $\Gamma$ 上の外

向き単位法線ベクトルを表す．以降，本稿では $\Gamma=\partial\Omega$ とおく．

この (2.1) やその類似の問題は，[6, 13] などで取り扱われている求積曲面 (Quadrature Surface)

の数学理論や，電磁鋳造法 [5, 11], プラズマ閉じ込め問題 [7, 8] などの工学的な問題に関連して現

れることが知られている．

この自由境界問題 (2.1) $\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ対し，次のような形状最適化にょるアプローチを考える． $\beta>0$ を固

定し，式 (2.1) を Robin境界条件を用いて次のように書き換える．

$\{\begin{array}{ll}-\Delta u=\mu in \Omega u=p on \Gamma\beta u+\frac{\partial u}{\partial n}=\tilde{q} on \Gamma.\end{array}$ (2.2)

但し， $\tilde{q}(x):=\beta p(x)+q(x)$ とする．明らかに (2.2) と (2.1) は同値である．
ここで，与えられた $\Omega$ に対し， $u_{\Omega}\in H^{1}(\Omega)$ を次の Robin境界問題の弱解とする．

$u_{\Omega}:\{\begin{array}{ll}-\triangle u=\mu in \Omega\beta u+\frac{\partial u}{\partial n}=\tilde{q} on F.\end{array}$ (2.3)

ここで $G$ を次のように定義する．

$G$ $:=$ { $\Omega|$ $\Omega$は $\mathbb{R}^{2}$上の有界な Lipschitz領域，$supp(\mu)\subset\Omega$ , }

任意の $\Omega\in G$ に対し， $u_{\Omega}$ は次の弱形式の解として，一意的に存在する．

$u_{\Omega}\in H^{1}(\Omega)$ : $a_{\Omega}(u, v)=l_{\Omega}(v)$ $(^{\forall}v\in H^{1}(\Omega))$ ,

$a_{\Omega}(u, v):= \int_{\Omega}\nabla u\cdot\nabla vdx+\beta\int_{\Gamma}$ uv ds, $l_{\Omega}(v):= \int_{\Omega}\mu vdx+\int_{\Gamma}\tilde{q}vds.$

もし， $\Gamma$ 上で $u_{\Omega}=p$ となれば，そのときの $(u_{\Omega}, \Omega)$ が問題 (2.1) の解となる．そこで $\Omega\in G$ に対

し，そのコスト関数を以下のように定義する．

$J( \Omega):=\frac{1}{2}\int_{\Gamma}|u_{\Omega}-p|^{2}ds (\Omega\in G)$ . (2.4)

コスト関数 $J(\Omega)$ を最小にするような最適形状 $\Omega\in G$ を求める形状最適化問題を考える．ここで，
もし $J(\Omega)=0$ となる最適形状 $\Omega$ が求まれば，そのときの $(u_{\Omega}, \Omega)$ が自由境界問題 (2.1) の解を与
えることがわかる．
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3 コスト関数の変分公式

この節では， $J(\Omega)$ の $\Omega=\Omega_{0}\in G$ での変分を考える．そのためにある種のラグランジュの未定

乗数法を用いる．ベクトル場 $V\in W^{1,\infty}(\mathbb{R}^{2};\mathbb{R}^{2})$ に対して， $\Omega(t)$ を次のように定義する．

$\Omega(t):=\{x+tV(x)|x\in\Omega_{0}\} (0\leq t<t_{0})$ (3.1)

十分小さな $t>0$ に対し $\Omega(t)\in G$ である．また， $\Gamma_{0}=\partial\Omega_{0},$ $\Gamma(t)=\partial\Omega(t)$ とおく．すると $\Omega(t)$ ま

たは $\Gamma$ (t) 上の積分の変分公式として，次の命題が成り立つ．

命題 3.1. $f,$ $g$ は $\mathbb{R}^{2}$上の関数とし，$\Gamma$o, $V,$ $f,$ $g$ は十分滑らかとする．このとき，

$\frac{d}{dt}\int_{\Omega(t)}f(x)dx|_{t=0}=\int_{\Gamma_{0}}(V\cdot n)fds$ (3.2)

$\frac{d}{dt}\int_{\Gamma(t)}g(x)ds|_{t=0}=\int_{\Gamma_{0}}(V\cdot n)(g\kappa+\frac{\partial g}{\partial n})ds$ (3.3)

$= \int_{\Gamma_{0}}(V\cdot\nabla g+(V_{s}\cdot\tau)g)ds$ (3.4)

が成り立つ．ただし $\Gamma_{0}$上で，$\kappa$ は符号付き曲率， $\tau$ は反時計回りにとった単位接ベクトルである．

また， $V_{8}= \frac{dV}{ds}$ は $\tau$ 方向の微分を表す．

［証明］ (3.2) と (3.3) はよく知られた公式である．証明は [15] などにある．ここで， $\tau_{s}=-\kappa n$ で

あることを用い， $\Gamma_{0}$ 上の部分積分を行うと，(3.3) 式から次のように (3.4) を示すことが出来る．

$\int_{\Gamma_{0}}(V\cdot n)(g\kappa+\frac{\partial g}{\partial n})ds=\int_{\Gamma_{0}}(-(gV)\cdot\tau_{s}+(V\cdot n)\frac{\partial g}{\partial n})ds$

$= \int_{\Gamma_{0}}((gV)_{s}\cdot\tau+(V\cdot n)\frac{\partial g}{\partial n})ds$

$= \int_{\Gamma_{0}}(\frac{\partial g}{\partial s}(V\cdot\tau)+g(V_{s}\cdot\tau)+(V\cdot n)\frac{\partial g}{\partial n})ds$

$= \int_{\Gamma_{0}}\{V\cdot\nabla g+(V_{s}\cdot\tau)g\}ds \square$

この命題を用いて，前節のコスト関数の変分を計算する． $\Omega\in G$ と $u,$ $v\in H^{1}(\Omega)$ に対し，汎関

数ゐ，$L_{M},$ $L$ を次のように定義する．

$J_{0}( \Omega, u):=\frac{1}{2}\int_{\Gamma}|u-p|^{2}ds,$

$L_{M}(\Omega, u, v):=a_{\Omega}(u, v)-l_{\Omega}(v)$ ,

$L(\Omega, u, v):=J_{0}(\Omega, u)+L_{M}(\Omega, u, v)$ .

ここで定義より，任意の $v\in H^{1}(\Omega)$ に対して，

$J(\Omega)=J_{0}(\Omega, u_{\Omega}) , L_{M}(\Omega, u\Omega, v)=0, L(\Omega, u_{\Omega}, v)=J(\Omega)$ ,

である．次に $\overline{\Omega(t)}\subset B_{R}:=\{|x|<R\}$ となる十分大きな $R>0$ を取り， $v0,$ $v_{1}\in H^{1}(B_{R})$ を

任意に選び，$v(t)=v_{0}+tv_{1}$ とおく． $u_{\Omega(t)}$ は適当に $B_{R}$ 上に拡張し， $u(t)|_{\Omega(t)}=u_{\Omega(t)}$ となる

$u(t)=u$ $t)\in H^{1}(B_{R})$ を取る．特に，$u0=u(0)\in H^{1}(B_{R})$ とおく．また， $\varphi o(x):=\mathcal{T}t^{u(x}\partial,$ $t$ ) $|_{t=0}$

$(x\in B_{R})$ とおく．以下では $\varphi_{0}\in H^{1}(B_{R})$ であるものと仮定する．

94



このとき，

$J(\Omega(t))=L(\Omega(t), u_{\Omega(t)}, v(t))$

であることから，

$\frac{d}{dt}J(\Omega(t))|_{t=0}=\frac{d}{dt}L(\Omega(t), u(t), v(t))|_{t=0}$

$= \frac{d}{dt}L(\Omega(t), u_{0}, v_{0})|_{t=0}+\frac{d}{dt}L(\Omega_{0}, u(t),v_{0})|_{t=0}+\frac{d}{dt}L(\Omega_{0}, u_{0}, v(t))|_{t=0}$

が形式的に成り立っ．ここで簡単のために次のようにおく．

$A_{1}:= \frac{d}{dt}L(\Omega(t), u_{0}, v_{0})|_{t=0},$ $A_{2}:= \frac{d}{dt}L(\Omega_{0}, u(t), v_{0})|_{t=0},$ $A_{3}:= \frac{d}{dt}L(\Omega_{0}, u_{0}, v(t))|_{t=0}$

とおく．以下では $A_{1},$ $A_{2}$ の右辺に現われる項は $t$ に関して十分滑らかであると仮定して議論を進
める． $A_{3}$ については， $L(\Omega_{0}, u0, v(t))=J(\Omega_{0})$ なので $A_{3}=0$ である．
次に $A_{2}$ について計算する．

$A_{2}= \frac{d}{dt}\{J_{0}(\Omega_{0}, u(t))+L_{M}(\Omega_{0}, u(t), v_{0})\}|_{t=0}$

$= \frac{d}{dt}\{\frac{1}{2}\int_{\Gamma_{0}}|u(t)-p|^{2}ds+a_{\Omega_{0}}(u(t),v_{0})-l_{\Omega_{0}}(v_{0})\}|_{t=0}$

$= \int_{\Gamma_{O}}\varphi_{0}(u_{0}-p)ds+a_{\Omega_{0}}(\varphi_{0}, v_{0})$

$=a_{\Omega_{0}}(v_{0}, \varphi_{0})-\tilde{l}_{\Omega_{0}}(\varphi_{0})$ .

但し

$\tilde{l}_{\Omega}(\varphi):=\int_{\Gamma}\varphi(p-u_{\Omega})ds (\varphi\in H^{1}(\Omega))$ ,

とおいた．ここで $v0$を，$vo|_{\Omega_{0}}$ が

$a_{\Omega_{0}}(v_{0}, \varphi)=\tilde{l}_{\Omega_{0}}(\varphi) (\forall\varphi\in H^{1}(\Omega_{0}))$

を満たすように選ぶことにする．つまり， $v_{\Omega}$ を

$v_{\Omega}:\{\begin{array}{ll}\triangle v=0 in \Omega\frac{\partial v}{\partial n}+\alpha v=-u\Omega on \Gamma.\end{array}$ (3.5)

の一意的に定まる弱解とするとき， $v_{0}|_{\Omega_{0}}=v_{\Omega_{0}}$ である．このとき $A_{2}=0$ が従う．問題 (2.3) を主
問題，この (3.5) を (2.3) の随伴問題と呼ぶ．また，

$f:= \nabla u_{0}\cdot\nabla v_{0}, g:=\frac{1}{2}|u_{0}-p|^{2}+\beta u_{0}v_{0}-\tilde{q}v_{0},$

とおくと，

$L( \Omega(t), u_{0}, v_{0})=\int_{\Omega(t)}(f-\mu v_{0})dx+\int_{\Gamma(t)}gds$
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が成り立つ． $f,$ $g$ が十分滑らかならば，これと命題 3.1より， $J(\Omega)$ の変分は次のように求まる．

$\frac{d}{dt}J(\Omega(t))|_{t=0}=A_{1}=\frac{d}{dt}L(\Omega(t), u_{0}, v_{0})|_{t=0}$

$= \frac{d}{dt}\int_{\Omega(t)}(f-\mu_{0}v_{0})dx|_{t=0}+\frac{d}{dt}\int_{\Gamma(t)}gds|_{t=0}$

$= \int_{\Gamma_{0}}(V\cdot n)(f+g\kappa+\frac{\partial g}{\partial n})ds$

$= \int_{\Gamma_{0}}\{(V\cdot n)f+V\cdot\nabla g+(V_{s}\cdot\tau)g\}ds$ . (3.6)

4 力法

本節では，[1, 2, 3] によって提案された力法 ( $H^{1}$ 勾配法とも呼ばれる) について簡単に解説を

行う．

本節では，前節の $\Omega 0,$ $r_{0}=\partial\Omega 0$ を，単に $\Omega,$ $\Gamma=\partial\Omega$ と記す．また，(3.1) によって， $\Omega(t)\in G$

を定める． $\Gamma$ 上において， $V$ の $n$ 方向成分を $V_{n}=V\cdot n$ とおく．一般に，あるコスト関数 $J(\Omega)$ に

対し，

$\frac{d}{dt}J(\Omega(t))|_{t=0}=\int_{\Gamma}V_{n}B_{n}ds=\int_{\Gamma}V\cdot Bds$

を満たすように， $V$ によらず定まる $B_{n}$ : $\Gammaarrow \mathbb{R}$ を $J(\Omega)$ の (法線方向の) スカラー変分と呼ぶこ

とにする． $B_{n}$ は $J(\Omega)$ の形状勾配 (shape gradient) または形状微分 (shape derivative) などと

呼ばれる．また $\Gamma$ 上で $B=B_{n}n$ となるベクトル場 $B$ を $J(\Omega)$ のベクトル値変分と呼ぶ．(2.4) の

$J(\Omega)$ の場合には，前節の結果より

$B_{n}=f+g \kappa+\frac{\partial g}{\partial n}$ on $\Gamma$

$\int_{\Gamma}B\cdot\varphi ds=\int_{\Gamma}\{(\varphi\cdot n)f+\varphi\cdot\nabla g+(\varphi_{8}\cdot\tau)g\}ds (^{\forall}\varphi\in W^{1,\infty}(\Gamma, \mathbb{R}^{2}))$ (4.1)

である．

慣用的な形状最適化の手法では，十分小さな $\eta>0$ と，コスト関数 $J(\Omega)$ のベクトル値変分

$B=B_{n}n$ : $\Gamma\mapsto \mathbb{R}^{2}$ を陽的に用いて，次のように領域境界の変形を行うことが多い．

$\Gamma_{new}:=\{x-\eta B(x);x\in\Gamma\}$ (4.2)

ところが，今回のような境界積分によって定義されたコスト関数の場合には，変分公式 (3.6) か

らわかるように， $\partial\Omega$ の曲率 $\kappa$ が $J(\Omega)$ のスカラー変分 $B_{n}$ に陽に含まれてしまい，数値的な扱い

を困難し，実際しばしば数値不安定性が起きる．

今回採用する力法の主なアイディアは，領域 $\Omega$ を仮想的に弾性体のように取り扱い， $J(\Omega)$ の変

分公式で与えられる境界上での外力を用いて小さな変形を繰り返すことである．

力法を用いて問題 (2.1) を解くために， $D$ を万欧 $\Omega$ となる Lipschitz領域とし，次の人工的な弾

性問題を解く．

$\{\begin{array}{ll}-div\sigma[w]=0 in \Omega\backslash \sigma[w]n=-B on \Gamma w=0 on \partial D\end{array}$ (4.3)
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ここで $w(x)\in \mathbb{R}^{2}$ は $\overline{\Omega}\backslash D$ 上の変位である．この問題の弱形式は次のようになる．

$w\in H^{1}(\Omega\backslash \overline{D})$ : $\int_{\Omega\backslash \overline{D}}\sigma[w]:e[\varphi]dx=\int_{\Gamma}B\cdot\varphi ds$ $(^{\forall}\varphi\in H^{1}(\Omega\backslash \overline{D};\mathbb{R}^{2}),$
$\varphi|_{\partial D}=0)$ .

但し， $e[u],$ $\sigma[u]$ はそれぞれ変位 $u$ から定まる歪テンソル，応カテンソルで，正の適当な Lame 定
数で関係づけられているとする．
ここで求まった $w$ により次のように領域を変形させるのが，力法の考え方である．

$\Omega_{new}=\{x+\eta w(x)|x\in\Omega\}$

これは，(3.1) において， $\Omega_{0}=\Omega,$ $V=w,$ $t=\eta$ としたものなので，コスト関数の変分は次のよう
になる．

$\frac{d}{dt}J(\Omega(t))|_{t=0}=\int_{\Gamma}B\cdot wds=-\int_{\Gamma}(\sigma[w]n)\cdot wds=-\int_{\Omega\backslash D^{-}}\sigma[w]:e[w]dx\leq 0$

よって $\int_{\Omega\backslash D}\sigma[w]$ : $e[w]dx>0$ で $\eta$ が十分小さいなら， $J(\Omega_{new})<J(\Omega)$ が従う．また，力法では

(4.2) の方法と異なり，爺全体で定義されたベクトル場 $w$ で変形するため，有限要素法で用いる $\Omega$

のメッシュ分割の頂点を同時に $w$ を用いて移動することで， $\Omega_{new}$ のメッシュ分割も自動的に得ら
れるという利点がある．

また，力法では $J(\Omega)$ のベクトル値変分 $B$ を (4.3) の境界条件として用いるが，その際に曲率項
を含む陽的表現 $B=B_{n}n$ は使用せず， $B$ の弱表現 (4.1) を用いることで，曲率項の数値的取り扱
いも回避することができる．力法を用いて問題 (2.1) を解く手順をまとめると次のようになる．

1. 初期形状を決めて有限要素メッシュを生成する．

2. 有限要素法を用いて主問題 (2.3) を解き， $u_{\Omega}$ を求める．

3. 有限要素法を用いて随伴問題 (3.5) を解き， $v_{\Omega}$ を求める．

4. 有限要素法を用いて人工的な弾性問題 (4.3) を解き， $w$ を求める．

5. 十分小さい $\eta$ を用いて $\Omega_{new}=\{x+\eta w(x);x\in\Omega\}$ により，形状およびその有限要素メッ
シュもを更新する．

6. $\Omega$ が収束するまで 2-5を繰り返す．

5 数値計算例

本節では，自由境界逆問題 (2.1) の例として，[6, 13] などで取り扱われている求積曲面 (Quadra-
ture Surface) に関連する次の問題を考察する．

$\mathbb{R}^{2}$ 内の互いに異なる $N$ 点 $\xi_{j}\in \mathbb{R}^{2}(j=1, \cdots, N)$ を考える． $\xi_{j}$ を台とする Dirac 測度を $\delta_{\xi_{j}}$ で

表し， $\mu$ を

$\mu:=\sum_{j=1}^{N}\alpha_{j}\delta_{\xi_{J}}$ (5.4)
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で定義し，問題 (2.1) を考える． $\mu\not\in L^{2}(\mathbb{R}^{2})$ であるが， $-\Delta$ の基本解を用いて，(2.1) の弱解を定

義することができる [6, 9]. また， $\epsilon>0$ に対し，

$\delta^{\epsilon}(x):=\{\begin{array}{ll}\frac{1}{\pi\epsilon^{2}} |x|<\epsilon 0 |x|\geq\epsilon\end{array}$

とおくと，十分小さな $\epsilon$ に対し，

$\mu^{\epsilon}(x)=\sum_{j=1}^{N}\alpha_{j}\delta^{\epsilon}(x-\xi_{j})$ (5.5)

を (5.4) の代わりに用いても，調和関数の性質から， $u$ の $supp(\mu^{\epsilon})$ での値を少し変更すれば，自由

境界問題 (2.1) の解は変わらないことがわかる．

今回は特に，$N=2$ で， $\alpha_{1}=\alpha_{2}=\alpha>0,$ $\xi_{1}=(c, 0)$ , $\xi_{2}=(-c, O)$ , $c>0,$ $p(x)=0,$ $q(x)=-1$

の場合を取り扱う．この問題については，A. Henrotによって全ての厳密解が等角写像を用いて

求められている [6, 9]. それによると，連結な解の形状 $\Omega$ は，存在しない場合，一意に存在する場

合，2つ存在する場合，の 3通りのケースが $\alpha$/c の値によって起こることがわかつている．詳細な

図と解の分類は，[9] を参照のこと．

今回の数値計算には，有限要素法ソフトウエア FreeFem$++[4$ , 12$]$ を利用した．P2要素有限

要素法による離散化と 4節で述べた力法のアルゴリズム，及び FreeFem$++$に実装されているア

ダプティブメッシュ用の関数 adaptmesh$()$ を用いた．以下の数値計算ではメッシュを Th として

adaptmesh$( Th,1,h\max=0.02)$ により，メッシュの切り直しを行っている．また， $\epsilon=0.1,$ $\eta=0.1,$

$D=\{x\in \mathbb{R}^{2};|x-\xi_{1}|<\epsilon\}\cup\{x\in \mathbb{R}^{2};|x-\xi_{2}|<\epsilon\},$

として計算した．

図 1と図 2に $\alpha=3,$ $c=0.625$ の場合の数値例を挙げる．この場合は，ちょうど 2つの厳密解が

存在する [9]. $\Omega$ の初期形状は，図 1では円盤，図 2ではダンベル型領域とした．それぞれ異なる

厳密解に収束していることが観察される．対応するそれぞれの厳密解を実線で表示してある．図

1では 500回に 1回，図 2では 4000回に 1回 adaptmesh $()$ をかけた．図 2で，ダンベル型の解に

収束させるためには，十分その形状に近い初期形状から始め，adaptmesh $()$ を行う必要があった．

6 まとめと今後の課題

本論文では，[9, 10] での研究を発展させ，ある自由境界問題に関連して現れる最適形状決定問

題の力法の数学的枠組みについて解説を行い，厳密解との比較に基づいた数値計算例を紹介した．

本研究では特に，コスト関数が境界積分によって与えられる場合に，その形状感度解析の結果を示

し，曲率項が陽に現れないベクトル値型のコスト関数の変分 $B$ の弱表現を導出した．さらに，そ

の弱表現を用いた力法の定式化を行い，実際に有限要素法による数値計算例でその有効性を確か

めた．また，適切な初期形状の選択すれば，くびれたダンベル形状などでも数値的に求められる

ことを示した，特にその際，アダプテイブメッシュ有限要素法が有効であった．

取り扱った境界積分によるコスト関数は，そのスカラー変分 $B_{n}$ に曲率項が現れるため，その数

値的取り扱いの困難さから，しばしば避けられて来た手法である．今回の結果は，力法の有用性

をさらに広げるとともに，形状最適化手法におけるコスト関数の選択を大きく広げたという意味

で，応用上の意義が高いものである．
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$-1.2-1-0.8-0.6\cdot 04-02$ $0$ $0$ $0$ $0$ 1

図 1: $\alpha=3,$ $c=0.625$ で反復園数 $0$ 回，4000 図 2: $\alpha=3,$ $c=0.625$ で反復回数 $0$ 回，6000

回，14000回の形状．実線は厳密解の 1つ．回，12000回の形状．実線は厳密解の 1つ．
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一方で，今回の議論ではページ数の都合もあり，形状感度解析の部分で微分可能性を仮定して

議論を行った部分がいくつかある．その数学的正当性の検証については，今後の課題としたい．ま

た，3次元問題への拡張については，現在準備中の論文で発表予定である．本論文は，我々が最

終的な目標としている力法の安定性・収束性の数学解析への第一歩であり，今後，この定式化を

もとに力法の数学研究が深まることを期待したい．
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