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概要

$K$ を位数 $p$の (有限) 素体とするとき、 $K$ 上の任意の $n$ 変数 (対称) 関数は各変数の次数
が $p$ 未満である $n$ 変数 (対称) 多項式を用いて表せることはよく知られている。本稿では、 $p$

進法の足し算と掛け算における繰り上がり関数についてその具体的な多項式表示について論じ
るとともに、 それらと暗号理論との関連性について述べる。 (本稿の内容は鍛冶静雄氏 (山口

大学)、 前野俊昭氏 (名城大学)、 沼田泰英氏 (信州大学) との共同研究に基づくものである Q)

1 本研究について

素数位数 $p$の素体 $\mathbb{F}_{p}$ 上の $n$変数関数 $(\mathbb{F}_{p}\rangle^{n}arrow \mathbb{F}_{r}$ は、 常に Fp 上の $n$変数多項式として表せるこ

とはよく知られている。 また、 この多項式は、 各変数に関して $p-1$ 次以下となるように選べる。

例えば、 $\mathbb{F}_{p}$ 上の二項演算はどれも上述のような次数を持つ、従って高々 $p^{2}$ 個の単項式からなる、

$\mathbb{F}_{p}$ 上の 2変数多項式として表せることが保証される。一方、 具体的に与えられた関数に対するこ

うした多項式表示の導出は決して自明な問題ではない。本稿では、 $p$進法の足し算と掛け算におけ

る繰り上がり関数 (ここでは、 $p$進法における整数の各桁の数字を $\mathbb{F}_{p}$ の元と同一視する) につい

てこの問題を諭じるとともに、本研究のきつかけとなった暗号理論への応用について述べる。

本稿では、 二つの数の足し算における一つ上の桁への繰り上がりだけでなく、 より多くの数の

足し算におけるさらに上の桁への繰り上がりも取り扱う。二進法 $(p=2)$ の場合には、 3節の例 1

で触れるように、 基本対称多項式を用いた綺麗な解が知られている (初出は未確認であるが、 少

なくとも 2000年の $Boyar$、 Peralta および Pochuev の論文 [1] にはこの結果が記されている)。本

研究では、初等整数諭における Lucas の定理 [3] を用いて、 一般の $p$ の場合に足し算の繰り上がり

を表す最小次数の対称多項式を導出した。ただ、 $p$が奇素数の場合にはこの対称多項式はかなり複

雑な形をしており、 現時点では、 例えば対称多項式の代表的な基底を用いた簡明な表示を得るに

は至っていない。 この点は今後の研究課題である。

また、 本研究では奇素数 $p$ について、 $p$進法の掛け算の繰り上がりに関する最小次数の多項式

表示を (完全に閉じた式ではないものの、 具体的に計算可能な形で) 導出した。 $(p=2$ の場合に

は、 一桁の数どうしの掛け算で繰り上がりは生じないことに注意されたい。) この多項式は高々

$(3p-1\rangle/2$個の単項式からなる。 これは前述した一般の関数に対する単項式の個数の上限 $p^{2}$ より

も次数が低いことから、 ある意味で掛け算の繰り上がりは一般の関数よりも有意に単純な構造を

持つといえよう。 なお、 $p$の選び方によっては単項式の個数は $(3p-1)/2$ よりさらに少なくなる。

例えば $p=5$ の場合、 単項式の個数は $(3p-1)/2=7$ よりも少ない 6個である。
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以下、 暗弩理論の観点から本研究の動機について述べる。最近の暗号理論分野における主な研

究対象の一つである完全準同型暗号 $|2$] は、 生データ (平文) に対するいかなる種類の演算も、平

文を暗号化した状態のままで実行できる機能を備えた暗弩技徳である。例えば、本稿の著者と黒

澤が最近提案した方式 [4] では、 平文 $m_{1},$ $m_{2}\in$ 恥に関する暗号文 $c_{1},$ $c_{2}$ が与えられたとき、 $c_{1}$ と

$c_{2}$ だけから $(m_{1}$ や $m_{2}$ を知ることなしに $\rangle$ 平文の和 $m_{1}+m_{2}\in$ ]$r_{p}$ および積 $m_{1}m_{2}\in P_{p}$ に関す

る暗号文を新たに生成できる。そこで、 もし (本稿で論じるように) $p$進法の足し算や掛け算の繰

り上がり関数を入力の足し算と掛け算の組合せで具体的に表せれば、 $p$進法の任意精度整数に対す

る足し算や掛け算を、 各桁の数字を暗号化したままの状態で謙算できるようになる。

一方、 暗号化したまま足し算や掛け算を計算できる機能は、完全準同型暗号の応用に有用なだ

けでなく、 実はこの完全準岡型暗号方式 [4] 自体の構成にも一役買っている。論文 [4] の方式 (に

限らず、本稿執筆時点で知られている事実上全ての完全準同型暗号方式) では、 暗号文がある種の
$r$ノイズ成分」 を含んでおり、 このノイズ成分が大きすぎると暗号文を平文へと正しく戻せなくな

る。 そして、 平文の足し算や掛け算を暗号文上で行う度にこのノイズ成分が増大していく。その

ため、 それらの演算を繰り返す場合、 ノイズ成分が大きくなりすぎる前に余分なノイズ成分を除

去する必要がある。 このノイズ除虫操作を実現する際に、 暗号化された整数の足し算や掛け算が

用いられているのである。従って、 暗号文上での足し算や掛け算が効率化できれば、 それだけこ

の完全準同型暗号方式自体の構成も効率化できることになる。

本稿の構成は以下の通りである。 2節では、 本稿で用いる記号や用語に加え、 $\mathbb{F}_{p}$ 上の関数の多

項式表示に関する基本事項をまとめる。 3節では、 $p$進法の足し算における繰り上がり関数の多項

式表示に閣する結果を述べる。 4節では掛け算に関する同様の結果を述べる。

2 準備

本稿では、 対象 $x$ に関する命題 $P(x)$ について、 その特性関数を $\chi[P(x)]$ で表す。すなわち、

$\chi[P(x)]=1$ は $P(x)$ が真であることを意味し、 $\chi[P(x)]=0$ は $P(x)$ が偽であることを意味する。

本稿では $p$ は素数を表す。 また、 $p$元体 $\mathbb{F}_{p}$ を $\mathbb{Z}$ の部分集合 $\{0, 1, p-1\}$ と自然に同一視する

にあたり、 $x\in \mathbb{F}_{p}$ に対応する $\{O, 1, . . . ,p-1\}$ の元を $x\mathbb{Z}$ と記す。 さらに、 $a\in \mathbb{F}_{p}\backslash \{0\}$ の逆元を $\mathbb{Z}$

(あるいは $\mathbb{Q}$) ではなく $\mathbb{F}_{p}$ で考えていることを強調するときは、 $a^{-1}$ の代わりに $nv_{p}(a)$ と記す。

関数 $f:(]F_{p})^{n}arrow \mathbb{F}_{p}$ について、 あらゆる $(x_{1}, \ldots,x_{n})\in(]\Gamma_{p})^{n}$ で $\varphi(x_{1}, \ldots , x_{n}\rangle=f(x_{1}, . , . , x_{n})$

が成り立つような恥上の多項式 $\varphi(x_{1},$
$\ldots,$

$x$のを $f$ の多項式表示と呼ぶ。以下の事実はよく知ら

れているが、 重要なので念のため誕明を与えておく。

命題 1. 関数 $f:(\mathbb{F}_{p})^{n}arrow \mathbb{F}_{p}$ の各々について、 その多項式表示 $\varphi$ であって各変数に関する次数が

$p-1$ 次以下であるものが存裡する。 さらにそのような多項式 $\varphi$ はただ一つに定まる。

証明．件の多項式の存在について、 $a=(a_{1}, \ldots, a_{n})\in(\mathbb{F}_{p})^{n}$ とすると、Fermatの小定理により関

数 $\chi$ $[x=a](x=(x_{1}, \ldots, x_{n})\rangle$ の多項式表示 $\varphi_{\alpha}(x)=\prod_{i=1}^{n}(1-(x_{i}-a_{i})^{p-1})$ が得られる。 これ

を踏まえると、 一般の関数 $f$ の多項式表示が $\varphi(x)=\sum_{a\epsilon(F_{p}\rangle^{n}}f(a)\varphi_{a}(x)$ で与えられる。

件の多項式の一意性については、零関数 $f=0$の場合に示せば充分である。 $n=1$ のとき、 主張

は多項式の剰余定理より確かに成り立つ。以下再帰的に、 一つ手葭の $n$ までで主張が成り立って

いるとして、 次数の条件を満たす零でない多項式表示 $\varphi$ の存在を仮定して矛盾を導く。 $\varphi$ を変数

$x_{n}$ に関する $\mathbb{F}_{p}[x_{1}, \rangle x_{n-1}]$ 上の多項式とみなすと、 $x_{n}$ のある aeの係数は非零であるから、 ある

値 $(a1, \ldots, a_{n-1})$ を代入すると値が非零となる。すると、 $\varphi(a_{1}, \ldots, a_{n-1}, x_{n})$ は $x_{n}$ に関する零関

数の零でない多項式表示となり、 $n=1$ の場合の結果に反する。 よって命題 1が成り立つ。 $\square$
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命題 1で得られた関数 $f$ の多項式表示を $f$の叢小多項式表示と呼ぶ。命題 1より、 関数 $f$ の最

小多項式表示はただ一つ存在することを改めて強調しておく。 また、 以下が成り立つ。

命題 2. $f:(\mathbb{F}_{p}\rangle^{n}arrow \mathbb{F}_{p}$ の最小多項式表示は $f$ のあらゆる多項式表示のうち最小の全次数を持つ。

証明．$\phi$ を $f$の多項式表示とする。もし、ある変数 $x_{i}$ について $\phi$が $p$次以上であるとしたら、Fermat
の小定理より、 $\phi$ に現れる $x_{i}r$ を $x_{i}$ に取り替えたものも引き続き $f$ の多項式表示である。 この繰り

返しで $\phi$ を $f$の (唯一の) 最小多項式表示に変換できるが、 この変換は全次数を増やさないので、
$\psi$ の全次数は最小多項式表示の全次数以上であることがわかる。 よって命題 2が成り立つ。 口

なお、 対称関数の最小多項式表示について、 いくつかの変数を入れ替えた結果もまたその対称

関数の多項式表示であり、 次数の条件も満たす。従って、 最小多項式表示の一意性よりそれらの

多項式は互いに等しい。 これは対称関数の最小多項式表示もまた対称多項式であることを意味し

ている。 以下、 混乱のない限り、 $\mathbb{F}_{p}$ 上の関数とその最小多項式表示をしばしば同一視する。

3 足し算の繰り上がり関数

$x_{1},$ $\rangle x_{n}\in \mathbb{F}_{p}$ として、 関数 $\varphi_{i}:(\mathbb{F}_{p})^{n}arrow \mathbb{F}_{p}(i=0,1, . . .$ $)$ の値を以下で定める。

$\sum_{j=1}^{n}(x_{j})z=\sum_{1\geq 0}\varphi_{\dot{0}}(x_{1}, \ldots,x_{n})_{Z}\cdot p^{:}$

すなわち、整数 $\sum_{j}^{n}=1(Xj)z$ の $p$進法表示は $(. . ., \varphi_{1}(x_{1}, \ldots, x_{n})z, \varphi o(x_{1}, \ldots,x_{n})z)_{p}$ である $(az$ の

ような記法の定義は 2節を参照)。 3.1節では、 これらの関数 $\varphi$ の最小多項式表示を導出する。そ

れを踏まえて、 3.2節では多項式を用いた $p$進法整数の足し算アルゴリズムについて考察する。

3.1 多項式表示に関する結果

関数臓の最小多項式表示について調べる。 まず、 $i=0$ については ( $\mathbb{F}_{p}$ 上の関係式として)

$\varphi o(x_{1}, \ldots, x_{n})=\sum_{j=1^{Xj}}^{n}$ が成り立つことと、 $n(p-1)<p^{i}$ の範囲にある $i$ については $\varphi$i $=0$ で

あることを注意しておく。以下の議論では、初等整数論における Lucasの定理 [3] を用いる (この

定理のステートメントについては例えば [5] の Chapterlの Exercise
$\cdot$

6. $a$ にも記されている)。

命題 $ $\cdot$(Lucas $|3]$). 非負整数 $a$ と $b$ が $a=(aM\cdots a_{1}a_{0})_{p^{、}}b=(b_{M}\ldots b_{1}b_{0}\rangle_{p}$ と $p$進法で表示され

るとする (最高位の桁が $0$ であってもよい)。 このとき

$(\begin{array}{l}ab\end{array})\equiv(\begin{array}{l}a_{M}b_{M}\end{array})\cdots(\begin{array}{l}a_{1}b_{1}\end{array})(\begin{array}{l}a_{0}b_{0}\end{array}) (mod p)$

が成り立つ。 ただし $a’<b’$ のとき $(\begin{array}{l}a^{/}b’\end{array})=0$ と定めている。

我々の結果は以下の通りである。

定理 1. 各添字 $i\geq 0$ について、 $\varphi_{i}$ の最小多項式表示は

$\varphi_{i}(x_{1}, \ldots, x_{n})=\sum_{d_{1,\ldots\prime}d_{n}}\prod_{j=1}^{n}\prime nv_{p}(d_{j}!)x_{j}(x_{j}-1)\cdots(x_{j}-d_{j}+1)$

で与えられる (記法 $\prime nv_{p}(a)$ については 2節を参照) 。ただし、 上式右辺の和における添字は、

$d_{1}+\cdots+d_{n}=p^{i}$ を満たす $d_{1}$ , . . . , $d_{n}\in\{0, 1, . . . ,p-1\}$ 全てをわたるものとする。
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証明．まず、 命題 3を $a= \sum_{j=1}^{n}(xj)z$ および $b=p^{i}$ に適用する (つまり、 $b_{i}=1$ かつ、 それ以外

の添字 $i^{t}$ では $b_{i’}=0$ とする) ことで、 等式

$\varphi_{i}(x_{1}, \ldots, x_{n})_{\mathbb{Z}}=(\varphi_{i}(x_{1} l x_{n})_{\mathbb{Z}})\equiv(\begin{array}{l}\sum_{j=t}^{n}(x_{j})_{\mathbb{Z}}p^{i}\end{array}) (mod p)$

が得られる。 この右辺の二項係数は、 $\sum_{j}^{n}=1(Xj)_{Z}$ 偲のものから $p^{i}$ {固を選ぶ方法の総数に等しい。

この $\sum_{j=1}^{n}(Xj)_{\mathbb{Z}}$ 個を、 1番めが $(x_{1})_{\mathbb{Z}}$ 個、 2番めが $(x_{2})z$ 個、 といった具合に $n$ 区画に分けてお

き、 全体から $p^{i}$ 欄を選んだ際に $h$番めの区画から選ばれた個数を砺と書く。するとそれらの値
$d_{1},$ $d_{n}$ は、 上述の和に関する条件 $d_{h}\in\{0, 1, . . . ,p-1\}$ および $d_{1}+\cdots+d_{n}=p^{i}$ を満たし (前

者については、 定義より $(xh)_{\mathbb{Z}}\leq p-1$ であることに注意されたい)、等式

$(\begin{array}{l}\sum_{j=1}^{n}(x_{j})_{\mathbb{Z}}p^{i}\end{array})=\sum_{d_{1},\ldots,d_{n}j}f\int_{=1}^{n}(\begin{array}{l}(x_{j})_{\mathbb{Z}}d_{j}\end{array})$

が得られる。 さらに、 これらの砺について

$(\begin{array}{l}(x_{j})zd_{j}\end{array})=\frac{(x_{j})_{\mathbb{Z}}((x_{j})_{\mathbb{Z}}-1)\cdots(\langle x_{j})_{\mathbb{Z}}-d_{j}+1)}{d_{j}!}$

$\equiv Inv_{p}(d_{j}!)_{\mathbb{Z}}(x_{j})_{Z}((x_{j})_{\mathbb{Z}}-1)\cdots((x_{j})_{\mathbb{Z}}-d_{j}+1)$ (mod p)

が成り立つ。 以上を合わせると、 定理 1の主張が導かれる。 口

例 1. $p=2$ のとき、 定理 1の和における添字 $d_{1}$ , . .. , $d_{n}$ の条件は、 $d_{1}$ , . . . , $d_{n}\in\{0$ , 1 $\}$ および

$d_{1}+\cdots+$砺 $=p^{i}$ となる。 すると、 $S=\{j$ 欧 $\{1, \cdots , n\}|d_{j}=1\}$ と定めることで、 定理 1より

$\varphi_{i}(x_{1}, \ldots,x_{n})=\sum_{S\subseteq\{1,\ldots,n\}|S|=2^{i}},\prod_{j\in S}x_{j}=e_{2^{i}}(x_{1}, \ldots,x_{n})$

が成り立ち、 $\varphi_{i}$ は $2^{i}$ 次の基本鮒称式となる。 これは前述した Boyar らの結乗 [1] を再現している。

例 2. $p=3$ のとき、 $i\leq 2$ における対称多項式 $\varphi_{i}$ の表示を数学支援ソフトウエア Sage によって計

算した結果を以下に記す。ここで、 $m_{\lambda、}ej$ および $s\lambda$ はそれぞれ単項対称多項式、基本対称多項式お

よび Schur多項式を表す。また計算の過程で、係数体が $\mathbb{Q}$ではなく恥であることに起因する関係を

いくつか用いた。例えば、鞠上では $a^{3}=a$ なので、 $\mathbb{F}_{3}$ 上での値を考えると $m_{1^{1}3^{1}}=2m_{1^{2}}=-m_{1^{2}}$

が成り立つ、 といった具合である。

$\varphi 0=m_{1^{1}}=e_{1},$

$\varphi_{1}=m_{1^{3}}-m_{1^{1}2^{1}}-m_{1^{2}}=e_{3}-e_{2}e_{1}-e_{2}=-s_{1^{1}2^{1}}-s_{1^{2}},$

$\varphi_{2}=m_{1^{9}}-m_{1^{8}}-m_{1^{7}2^{1}}-m_{1^{6}}+m_{1^{5}2^{2}}-m_{1^{6}2^{1}}-m_{1^{5}}+m_{\lambda^{4}2^{2}}-m_{1^{4}2^{1}}-m_{1^{3}2^{3}}+m_{1^{2}2^{3}}+m_{1^{1}2^{4}}$

$=e_{9}+ese_{1}-e_{7}e_{2}+e_{7}-e_{6}e_{3}-ee-e_{6}+e5e_{4}+e_{5}e_{3}-e5e_{1}-e5$

$=(s_{1^{9}}-s_{1^{5}2^{2}}+\mathcal{S}_{1}t_{2^{4}})+(s_{1^{8}}+s_{1^{6}2^{1}}+s_{1^{4}2^{2}}+s_{1^{2}23)+}(-s_{1^{5}21})+(s_{1^{6}}-s_{1^{4}2^{1}})+(-s_{1^{b}})$

なお、 $n=2$の場合には、定理 1は以下のように少々単純化できる $(n=2$ のとき、 $2(p-1)<p^{2}$

なので、 $i\geq 2$ については $\varphi_{i}=0$ であることに注意されたい)。

定理 2. $n=2$ のとき、 $x_{1},$ $x_{2}\in \mathbb{F}_{p}$ について以下が成り立つ。

$\varphi_{1}(x_{1}, x_{2})=\sum_{d_{1}=1}^{p-1}(-1)^{d_{1}}Inv_{p}(d_{1})x_{1}(x_{1}-1)\cdots(x_{1}-d_{1}+1)x_{2}(x_{2}-1)\cdots(x_{2}-(p-d_{1})+1)$

81



証明．定理 1の添字 $d_{1},$ $d_{2}$ は $d_{2}=p-d_{1}$ を満たし、 従って $1\leq d_{1}\leq p-1$ である。 すると

$d_{2}!=(p-d_{1})(p-d_{1}-1\rangle\cdots 2\cdot 1$

$\equiv(-1)^{p-d_{1}}d_{1}(d_{1}+1)\cdots(p-2)(p-1) (mod p)$

である。 一方、 $(p-1)1\equiv(-1)^{p}(mod p)$ である。 これは、 奇素数 $p$ について集合 $\mathbb{F}_{p}\backslash \{-1, 0, 1\}$

が $\{\alpha, \alpha^{-1}\}(\alpha\neq\alpha^{-1})$ という形の互いに交わらない部分集合たちに分けられることから導かれ

る。 これらを用いて

’ $nv_{p}(d_{1}!d_{2}!)=\prime nv_{p}((-1)^{p-d_{1}}d_{1}\cdot(p-1)!)=(-1)^{d_{1}}Inv_{r}(d_{1})$

が得られ、 従って定理 1より主張が成り立つ。 口

3.2 多項式を用いた $p$進法の足し算

前述した暗号分野への応用と関連して、 3.1節の結果を基に、 多項式を用いた $p$進法による $n$個

の非負整数 $ah=(aaa)_{P}(h=1, \ldots, n)$ の足し算アルゴリズムを与える。その際整数

$a_{h}$ の各桁 $a_{h,i}$ を、 $\mathbb{F}_{r}$ の元と自然に同一視することとする。 まず、 $d$ を、 条件 $(n+d)\omega-1$ ) $<p^{d+1}$

を満たす最小の非負整数とする。 このとき

$a_{1}+\cdots+a_{n}\leq n(p^{m+1}-1)=n(p-1)(p^{m}+\cdots+p+1)$

$<p^{d+1}(p^{m}+\cdots+p+1)<p^{d+1}\cdot p^{m+1}=p^{m+d+2}$

なので、 和 $c=a_{1}+\cdots+a_{n}$ は高々$m+d+2$ 桁で表される。すなわち $c=(c_{m+d+1}\cdots c_{1}c_{0})_{p}$

$(c_{\dot{2}}\in \mathbb{F}_{p})$ という形となる。すると、 $c$ の各桁や、 足し算の過程で生じる繰り上がり物，k $\in \mathbb{F}_{p}$ (た

だし、 $0\leq j<k\leq m+d+1$ かつ $k\leq j+d$ という範囲の $j$ と $k$ について、 $\gamma j,k$ は $i$ 桁めの計算

で生じた $k$桁めへの繰り上がりを表す) は以下のように計算できる。

$\bullet$ $i=0$, 1, . . ., $m+d+1$ の各々について以下を行う。 まず、

$C_{\dot{2}}arrow\varphi o(a_{1,i_{\rangle}}\ldots, a_{n,i},\gamma_{i-d,i},\gamma_{j-(d-1),i}, \ldots,\gamma_{i-1,1})$

とし、 次に $i+k\leq m+d+1$ を満たす範囲における $k=1$ , 2, . . . , $d$ の各々について、

$\gamma i,i+karrow\varphi_{k}(a_{1,i_{\rangle\rangle}}\ldots a_{n,i},\gamma_{i-d,i},\gamma_{i-(d-1),i}, \ldots, \gamma_{i-1,i})$

とする。 なお、 $i>m$ を満たす添字 $i$ についての入力 $a_{1,i}$ , ) $a_{n,i}$ と、 $i-j<0$ を満たす添
字 $i,j$ についての入力 $\gamma_{i-j,i}$ は無視する。

条件 $(n+d)(p-1)<p^{d+1}$ より、 $k>d$の範囲では $\varphi_{k()}a_{1,i},$$\ldots,a_{n,i},\gamma_{i-di},\gamma_{i-(d-1),i}$ , ) $\gamma_{i-1,i}$ ) $=0$

である。 このことから、 上記のアルゴリズムは $a_{1}$ , . . . , $a_{n}$ の和を正しく計算することがわかる。

以下、 二つの整数の足し算の場合 $(n=2)$ をさらに考察する。 この場合には、 $2(p-1)+1<p^{2}$

が成り立つため、 各桁からその直後の桁への繰り上がりだけが発生し、 また繰り上がりの値は $0$

または 1となる。 このとき、 上記のアルゴリズムで用いた多項式を少しだけ簡略化できる。

命題 4. $x_{1},$ $x_{2}\in \mathbb{F}_{p}$ と $\gamma\in\{0, 1\}\subseteq \mathbb{F}_{p}$ について、 多項式 $\varphi’$ を

$\varphi’(x_{1}, x_{2}, \gamma)=\varphi_{1}(x_{1}, x_{2})+\gamma\cdot(1-(x_{1}+x_{2}+1)^{p-1})$

と定義すると、 $\varphi_{1}(x_{1}, x_{2},\gamma)=\varphi’(x_{1}, x_{2}, \gamma)$ が成り立つ。
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証明、和 $(x_{1})_{\mathbb{Z}}+(x_{2})_{\mathbb{Z}}+\gamma a$ について、 $x_{1}$ と範を決めたとき、次の桁への繰り上がりが $\gamma$ $=1$ の

ときと $\gamma=0$ のときで異なるのは $x_{1}+x_{2}=p-1$ の場合にほかならない。 その場合、 $\gamma=1$ のと

き繰り上がりは 1であり、 $\gamma=0$ のとき繰り上がりは $0$ なので、 いずれにせよ繰り上がりは $\gamma$ に等

しい。 このことと、 $\gamma=0$ の場合の繰り上がりが $\varphi_{1}(x_{1}, x_{2})$ に等しいことから、

$\varphi_{1}(x_{1}, x_{2},\gamma)=\varphi_{1}(x_{1},x_{2})+\gamma\cdot\chi[x_{1}+x_{2}=p-1]$

が成り立つ。 さらに、 Fermat の小定理より $\chi[x_{1}+x_{2}=p-1]=1-(x_{1}+x_{2}+1)^{p-1}$ が成り立

つ。 以上をまとめると命題 4の主張が得られる。 口

さらに、 不等式 $a_{1}+a_{2}\leq 2(p^{rn+1}-1)\leq p(p^{m+1}-1)<p^{m+2}$ に注意すると、和 $c=a_{1}+a_{2}$ は

高々 $m+2$椿で表されることがわかる。すなわち $c=(c_{vn+1}\cdots c_{1}c_{0})_{p}(c_{\dot{2}}\in \mathbb{F}_{p})$ と表せる。 この

とき、 以下の要領で足し算を計算できる。

$\bullet$ まず、 (め $arrow a1,0+\alpha_{2,0}$ および $\gamma 0,1arrow\varphi_{1}(a_{1,0},$ $a_{2},0\rangle$ とする。

$\bullet$ 次に、 各 $i=1$ , .. . , $m$ について、 $Ciarrow a1,i+a_{2,i}+\gamma i-1,i$ および $\gamma i,i+1arrow\varphi^{t}(a_{1,i},a_{2,i}, \gamma_{i-1,1})$

とする。

$\bullet$ 最後に、 $\%+1arrow\gamma_{\tau n,m+1}$ とする。

上記の結果の暗号理諭への応周について述べる。論文 [4] における完全準岡型暗号の構成では、

1簾で言及した暗号文のノイズ成分除去手続きの過程で、 暗号化された $\Psi_{p}$ の元二つに対する足し

算が繰り返し行われる。 そこでは、 定理 1で $n=2$ としたものと本質的に同じ結果が用いられて

いる (ただし、 読明は本稿とは異なる)。 一方、 $n=2$ における改良された結果 (定理 2および命

題 4) に相嶺する結果は論文 [4] では言及されていない。 これらの結果を適用することで、論文 [4]

の完全準同型暗号の構成をさらに効率化できる可能性がある。 この点は今後の研究課題とする。

4 掛け算の繰り上がり関数

$x,$ $y\in \mathbb{F}_{p}$ として、 関数 $\psi_{0},$ $\psi_{1}:(\mathbb{F}_{p}\rangle^{2}arrow \mathbb{F}_{p}$ の値を以下で定める。

$x_{\mathbb{Z}}\cdot y_{\mathbb{Z}}=\psi_{1}(x,y)_{Z}\cdot p+\psi_{0}(x,y)_{\mathbb{Z}}$

すなわち、整数 $xg\cdot y_{\mathbb{Z}}$ の $p$進法での表示は $(\psi_{1}(x,y)_{Z}, \psi_{0}(x;y)_{\mathbb{Z}})_{p}$ である $(a_{\mathbb{Z}}$ といった記法の定義

は 2節を参照)。 ここで、 ( $\Psi_{p}$ 上の関係式として) $\psi_{0}(x,y)=xy$ が成り立つ。 また、 $(p-1)^{2}<p^{2}$

なので、 積 $x_{\mathbb{Z}}\cdot y_{\mathbb{Z}}$ は高々2桁で表示できる。 さらに、 $p=2$ ならば明らかに $\psi_{X}=0$ なので、 以下

では $p>2$の場合のみを取り扱う。 4.1節では、 この関数 $\psi_{1}$ の最小多項式表承を導出する。それを

踏まえて、 4.2節では多項武を用いた $p$進法の整数二つの掛け算アルゴリズムについて考察する。

4.1 多項式表示に関する結果

関数 $\psi_{1}(x, y)$ の最小多項式表示について調べる。我々の結果は以下の通りである。

定理 3. $p$ を奇素数とする。 また、 $2\leq i\leq p-3$ を満たす偶数 $i$ の各々に対し、 $\mathbb{F}_{p}$ の非零元 $\xi_{i}$ を

$\xi_{i^{\dot{2}}}\neq 1$ となるよう選んでおく (例えば、 法 $p$ における原始根など)。 このとき、 $x,y\in\Psi_{p}$ について

$\psi_{1}(x,y)=xy(\Psi(xy)-\Psi(x)-\Psi(y)+\Psi(1))$
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が成り立つ。 ただし、 多項式 $\Psi(t)$ を

$\Psi(t)=2\leq i\leq p-3\sum_{i;even}(-\prime nv_{p}(\xi_{i}(\xi_{i^{i}}-1))\sum_{\zeta_{\overline{\wedge}}1}^{\xi:-1}\sum_{k\in I_{\zeta,\zeta}}\zeta k^{p-i-2})t^{i}+\frac{p-1}{2}t^{p-2}$

で定義し (記法 ’ $nv_{p}(a)$ については 2節を参照)、 また、 各 $\xi$ , $\zeta\in \mathbb{F}_{p}$ ごとに $I_{\xi,\zeta}$ を下記で定める。

$I_{\xi,\zeta}:=\{z\in \mathbb{F}_{p}|p\cdot\zeta_{Z}\leq(z\xi)_{\mathbb{Z}}<p\cdot(\zeta_{Z}+1)\}$

注意 1. 最小多項式表示の一意性より、定理 3で元 $\xi_{i}$ をどのように選んでも、 得られる $\psi_{1}$ の表示

(あるいは同じことだが、 $\Psi$ の表示) は同一となる。 このことから、 $2\leq i\leq p-3$ を満たす偶数 $i$

の各々について、 定理 3での $\Psi$ の表示における $t^{1}$ の係数

$- \ovalbox{\tt\small REJECT} nv_{p}(\zeta_{i}(\xi_{1}^{i}-1))\sum_{\zeta=1}^{\xi_{i}-1}\sum_{k\in I_{\xi_{i}\zeta}},\zeta k^{p-i-2}$

は、 前述した $\xi_{i^{i}}\neq 1$ を満たす元 $\xi_{i}\in F_{p}\backslash \{0\}$ の選び方によらず一定値となることがわかる。

定理 3の証明．命題 1より、 関数 $\psi_{1}$ は $\psi$1 $(x, y)= \sum_{1,j=0}^{p-1}$ $\alpha$ijx》という形に一意的に表せる。掛
け算の対称性より $\alpha_{i,jj,i}=\alpha$ であることに注意されたい。以下、 この係数 $\alpha_{i,j}\in \mathbb{F}_{p}$ を決定する。

まず、 $y=0$ のとき $\psi_{1}(x,y)=0$ であるから、 $\psi_{1}(x, 0)=\sum_{1=0}^{p-1}\alpha_{1,0}x^{i}$ は零関数の最小多項式表

示、 すなわち零多項式となる。従って、 各添字 $i$ について $\alpha_{i,0}=\alpha_{0,i}=0$ が成り立つ。

次に、 各 $x,$ $y_{\}}z\in \mathbb{F}_{p}$ について、

$(xz\cdot yz\rangle\cdot zz=(\psi_{1}(x,y)z\cdot p+(xy)z)\cdot zz$

$=(\psi_{1}(x, y)_{Z}\cdot z_{Z})\cdot p+(xy)_{Z}\cdot z_{Z}$

(1)
$\equiv(\psi_{1}(x, y)z)_{Z}\cdot p+\psi_{1}(xy, z)_{Z}\cdot p+((xy)z)_{Z} (mod p^{2})$

$\equiv(\psi_{1}(x_{\rangle}y)z+\psi_{1}(xy, z))_{Z}\cdot p+(xyz)_{Z} (mod p^{2})$

が成り立ち、 同様に

$x_{Z}\cdot(y_{Z}\cdot z_{Z})\equiv(x\psi_{1}(y, z)+\psi_{1}(x, yz))_{Z}\cdot p+(xyz)_{Z} (mod p^{2})$ (2)

も成り立つ。 ここで、 掛け算の結合法則により (1) 式と (2) 式は等しいので、 それらの $P^{1}$ の栴を

比較することで、 各 $x,$ $y,$ $z\in \mathbb{F}_{p}$ について

$\psi_{1}(x,y)z+\psi_{1}(xy, z)=x\psi_{1}(y, z)+\psi_{1}(x,yz)$

が得られる。 すなわち

$\sum_{i,j=1}^{p-1}\alpha_{i,j}x^{i}y^{j}z+\sum_{i,j=1}^{p-1}\alpha_{i,j}x^{i}y^{i}z^{j}=\sum_{i,j=1}^{p-1}\alpha_{i,j}xy^{i}z^{j}+\sum_{i,j=1}^{p-1}\alpha_{i,j}x^{i}y^{j}z^{j}$ (3)

である。 両辺は各変数に関して $p-1$ 次以下なので、 最小多項式表示の一意性より両辺は多項式

として一致する。すると、 まず $i\neq j$ であるような添字 $i,j\geq 2$ について、 (3) 式の両辺における
$x^{i}y^{j_{Z}}$ の係数を比較することで $\alpha$i,j $=0$ が得られる。 また、 $i\geq 2$ のとき、 両辺における $x^{i}y^{i_{Z}}$ の係
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数を比較することで、 $\alpha_{i,i}+\alpha_{i,1}=0$すなわち $\alpha_{i,1}=$
-$\alpha$輩が得られる。対称性より、 $\alpha_{1,i}=-\alpha_{i,i}$

が同様にして得られる。以上をまとめると、

$\psi_{1}(x,y\rangle=\alpha_{1,1}xy+\sum_{i=2}^{p-1}\alpha_{i,i}(x^{i}y^{i}-x^{i}y-xy^{i})$

(4)

$=xy(\Psi(xy)-\Psi(x)-\Psi(y)+\alpha_{1,1})$

が得られる。 ここで、 $\Psi(t)=\sum_{i=1}^{p-2}\beta_{i}t^{i}$ かつ各添字 $i$ について $\beta_{i}:=\alpha_{i+1,i+1}$ と定めている。 この
$\Psi$ は定数項を持たない高々$p-2$次の多項武であることを注意しておく。 さて、

$0=\psi_{1}(1,1)=\Psi(1\rangle-\Psi(1)-\Psi(1)+\alpha_{1,1}=\alpha_{1,1}-\Psi(1)$

であるから、 $\alpha_{1,1}=\Psi(1)$ が成り立つ。 ここまでの議論により、示すべきことの残りは重が定理の

主張にあるような形であることのみである。
まず、 $x\in \mathbb{F}_{p}\backslash \{0\}$ について

$x-1=\phi_{1}(x,p-1)=-x(\Psi(-x)-\Psi(x\rangle-\Psi(-1)+\Psi(1))$

が成り立つ。 ここで Fermat の小定理より $x^{p-1}=1$ であることを用いると、

$\Psi(x)-\Psi(-x)+\Psi(-1)-\Psi(1)=x^{p-2}(x-\lambda)=x^{p-1}-x^{p-2}$

が $x\in \mathbb{F}_{p}\backslash \{0\}$ の各々について成り立つことが導かれる。そして、残りの $x=0$ については、 上式

の左辺は $\Psi$(-1)– $\Psi$(1)、右辺は $0$ となる。 ここで、 全ての $x\in \mathbb{F}_{p}$ について $\chi[x=0]=1-x^{p-1}$

が成り立つことを用いると、 上式の両辺の差を補正することができて、 全ての $x\in$ 恥について

$\Psi(x\rangle-\Psi(-x)+\Psi(-1)-\Psi(1)=x^{p-1}-x^{p-2}+(1-x^{p-1})(\Psi(-1)-\Psi(1))$

すなわち

$\Psi(x)-\Psi(-x)=(1-\Psi(-1)+\Psi(1))x^{p-1}-x^{p-2}$

が導かれる。最小多項式表示の一意性より、 これらは多項式として等しくなる。特に、 $\Psi$ は $p-2$

次以下なので、 $1-\Psi(-1)+\Psi(1)=0$ であり、 従って $\Psi(x)-\Psi(-x)=-x^{p-2}$ となる。 今、 $p$ は

奇数であり、 また $1\leq k\leq p-2$ の範囲で $\Psi(x)-\Psi(-x)$ における $x^{k}$ の係数は、 $k$ が偶数ならば
$0$
、

$k$ が奇数ならば $2\beta_{k}$ である。 このことから、 $\beta_{p-2}=Inv_{p}(-2)=(p-1)/2$ および、 $k\leq p-4$

の範囲で奇数め $k$ について $\beta_{k}=0$ が導かれる。

次に、 $2\leq i\leq p-3$ の範囲で偶数の $i$ について、 定理の主張のように $\xi_{i}\epsilon$ 瑞を選ぶと、
$\psi_{1}(x,\xi_{1})=\xi_{i}x(\Psi(\xi_{i}x)-\Psi(x)-\Psi(\xi_{i}\rangle+\Psi(1))$ における $x^{i+1}$ の係数は $\beta_{i}\xi_{\dot{t}}(\xi_{i^{i}}-1)$ となる。 一方、

各 $\zeta\epsilon$ $\{0, 1, . .., \xi_{i}-1\}$ について、集合 $I_{\xi_{i},\zeta}$ を定理の主張にあるように定めると、全ての $x\in I_{\xi_{i},\zeta}$

について $\psi_{1}(x, \xi_{i})=\zeta$ が成り立つ。 このことから、

$\psi_{1}(x,\zeta_{i})=\sum_{\zeta=1}^{\xi_{i}-1}\sum_{k\in I_{\xi_{i}\sigma}},\zeta\cdot\chi[x=k]=\sum_{\zeta=1}^{\xi_{i}-1}\sum_{k\epsilon I_{\xi_{i}\zeta}},\zeta(1-(x-k)^{p-1})$

が導かれる。右辺における $x^{i+1}$ の係数は

$- \sum_{\zeta=1k}^{\xi-1}\sum_{\epsilon I_{\xi,\zeta}}\zeta(\begin{array}{l}p-ll\prime+1\end{array})(-k)^{p-i-2}=(\begin{array}{l}p-li+l\end{array})\sum_{\zeta=1}^{\xi-1}\sum_{k\in I_{\xi,\zeta}}\zeta k^{p-i-2}$
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である ( $i$ は偶数であり $p$ は奇数であることに注意されたい)。 さらに、 Fp において

$(\begin{array}{l}-p1i+l\end{array})=\frac{(p-1)(p-2)\cdot\cdot.\cdot.(p-i-1)}{(i+1)i\cdot 1}=\frac{(-1)(-2)\cdots(.-.(i+1))}{(i+1)i\cdot 1}=(-1)^{i+1}=-1$

が成り立つ (今、 $i+1$ は奇数であることに注意されたい)。以上を合わせると、

$\beta_{i}\xi_{i}(\xi_{i^{i}}-1)=-\sum_{\zeta=1k}^{\xi-1}\sum_{\in I_{\xi\zeta}},\zeta k^{p-i-2}$

すなわち ( $\xi_{i}$ の選び方から $\xi_{1}^{i}-1\neq 0$ なので)

$\beta_{i}=-\ovalbox{\tt\small REJECT} nv_{p}(\xi_{{\}}\cdot(\xi_{i^{i}}-1))\sum_{\zeta=1}^{\xi_{1}-1}\sum_{k\in I_{\xi_{i}\zeta}},\zeta k^{p-i-2}$

が導かれる。 よって定理 3が成り立つ。 ロ

一般の関数 $(\mathbb{F}_{p})^{2}arrow \mathbb{F}_{p}$ を考えると、 その最小多項式表示は最大で $p^{2}$ 個の単項式からなる。 そ

れと比べて、 上述した $\psi_{1}$ の多項式表示はそれよりかなり少ない $(3p-1)/2$個の単項式からなる。

この意味では、 掛け算の繰り上がり関数は一般の関数よりも比較的単純であるといえよう。

例 3. 2が $p$ を法とする原始元である場合、 定理 3に現れる元 $\xi_{i}$ として常に $\xi_{i}=2$ を用いること

で、 $\psi_{1}$ の表示を簡略化できる。すなわち、 $I_{2,1}=\{(p+1)/2, . . . ,p-1\}$ が成り立つことから $\tau$

$\Psi(t)=2\leq i\leq p-3\sum_{i\cdot even}(-\ovalbox{\tt\small REJECT} nv_{p}(2(2^{i}-1))\sum_{k=(p+1)/2}^{p-1}k^{p-i-2})t^{i}+\frac{p-1}{2}l^{p-2}$

$=2 \leq i\leq p-3\sum_{1,even}(\ovalbox{\tt\small REJECT} nv_{p}(2(2^{i}-1))\sum_{k=1}^{(p-1)/2}k^{p-i-2})t^{i}+\frac{p-1}{2}t^{p-2}$

が得られる $(p$ が奇数なので、偶数 $i$ について $-k^{p-i-2}\equiv(-k)^{p-i-2}(mod p)$ であることに注意

されたい)。例えば $p=3$ のとき、 $\Psi(t)=t$ となり、 従って以下が成り立つ。

$\psi_{1}(x, y)=xy(xy-x-y+1)=x(x-1)y(y-1)$

である。 また、 $p=5$ のとき、 $\Psi(t)=2t^{3}+3t^{2}$ となり、 従って以下が成り立つ。

$\psi_{1}(x, y)=xy(2x^{3}y^{3}+3x^{2}y^{2}-2x^{3}-3x^{2}-2y^{3}-3y^{2})$

4.2 多項式を用いた $p$進法の掛け算

ここでは、 4.1節の結果を基に、.
$p$進法による二つの非負整数 $a_{1}=(a_{1,m1}\cdots a_{1,1}a_{1,0})_{p}$ と $a_{2}=$

$(a_{2,m_{l}}\cdots a_{2,1}a_{2,0}\rangle_{p}$ の掛け算アルゴリズムについて考察する。その際、 整数 $a_{h}$ の各桁 $a_{h,i}$ を、 $\mathbb{F}_{p}$

の元と自然に同一視する。 なお、 4.1節と同様に $p>2$ の場合のみを取り扱う。

まず、 積 $c=a_{1}a_{2}$ は高々 $m_{1}+m_{2}+2$桁で表せる。すなわち $c=(c_{m_{1}+m+1}2\ldots c_{1}co)_{p}(c_{\dot{\tau}}\in \mathbb{F}_{p})$

という形となる。すると、 $c$の各桁は以下のように計算できる。 ここで $\gamma$ は、 各桁から次の桁への

繰り上がりを表す補助的な変数である。

86



・まず、 以下の計算を行う。

$-$ $(り arrow a1,0a_{2},0 (積は ff_{p} 上で考える)$ および $\gammaarrow\psi_{1}(a_{1,0}, a_{2,0})$ とする。

$-i=1$ , . .. , $m_{1}$ の各々に対し、 砺 $arrow a_{1,i}a_{2,0}+\gamma$ とし、 また $\gamma$ を以下のように更新する。

$\gammaarrow\psi_{1}(a_{1,i},a_{2,0}\rangle 牽 \varphi_{1}(a_{1,i}a_{2,0},\gamma)$

$-$ そして、 $c_{1,m_{1}+1}arrow\gamma$ とする。

$\bullet$ $j=l_{\rangle}\ldots,$ $m_{2}$ の各々について、 以下の計算を行う。

$-c_{j}$ と $\gamma$ を、 $(Cj,\gamma)arrow(a_{1,0}a_{2,j}+cj,\psi_{1}(a_{1},0,a_{2,j})+\varphi_{1}(ax,0a_{2,j,Cj))}$ と更薪する。

$-i=1$ , $\cdots$ , $m_{1}-1$ の各々に対し、 $c_{i+j}$ と $\gamma$ を以下のように更新する。

$(c_{i+j},\gamma)arrow(a_{1,i}a_{2,j}+c_{i+j}+\gamma, \psi_{1}(a_{1,2,j}i, a\rangle+\varphi_{1}(a_{1,i}a_{2,j},c_{i+j},\gamma\rangle)$

$-$ 最後に、 $c_{m\iota+j}$ を $q_{m\iota 匂}arrow a_{1,mx}a_{2,j}+c_{m_{1}}$ $+$j $+\gamma$ で更新し、 $c_{m1}+j+1$ を以下で更新する。

果$\eta$1
$+j+1arrow\psi_{1}(a_{1,m_{1}}, a_{2,j})+\varphi_{1}(a_{1,m_{1}}a_{2,j}, c_{m_{1}+j}, \gamma)$

上記のアルゴリズムにおいて、添字 $i,j$ の各々について

$a_{1,i}a_{2,j}+c_{i+j}+\gamma\leq(p-1)^{2}+2(p-1)=p^{2}-1$

が成り立つことから、 $i+j$桁めの更薪で現れる数は高々2桁で表され、従って $k\geq 2$ に鮒する $\varphi_{k}$

は苓要である。 このことから、 このアルゴリズムが積 $c=a_{1}a2$ を正しく謙算することがわかる。
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