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1 イントロダクション

Euler‐Zagier 型 r 重ゼータ関数を次の級数により定義する ([3], [10])_{\text{。}}.

$\zeta$_{r}(\displaystyle \mathrm{s})\prime=\sum_{n_{1}=1n2}^{\infty}\sum_{=1}^{\infty}\cdots\sum_{n_{r}=1}^{\infty}n_{1}^{-s_{1}}(n_{1}+n_{2})^{-s_{2}}\cdots(n_{1}+\cdots+n_{r})^{-s_{r}} (1.1)

上の級数は \mathrm{s}=(s_{1}, \ldots, s_{r})\in \mathbb{C}^{r} が次の領域内にあるときに絶対収束することが
知られている ([5, Theorem3])。

\mathrm{J}3_{r}=\{\mathrm{s}\in \mathbb{C}^{r}|\Re(s(j, r))>r-j+1(1\leq j\leq r)\} (1.2)

ただし s(j, r)=s_{j}+s_{j+1}+\cdots+s_{r} とした。(1.1) の特殊値 $\zeta$_{r}(\mathrm{m})(\mathrm{m}=(m_{1}, \ldots, m_{r})\in
\mathbb{Z}^{r}\cap^{l}\mathrm{D}_{r}) は多重ゼータ値 (MZV) と呼ばれ、近年盛んに研究されている。

(1.1) の級数は \mathbb{C}^{r} 上有理型に接続されることが知られている (Akiyama, Egami
and Tanigawa [1], Zhao [11])。そのため (1.1) の級数の収束領域外にある整数点

\mathrm{m}\in \mathbb{Z}^{r}\backslash \mathrm{D}_{r} での挙動も興味深い研究対象であり、実際、研究も行われている

(Akiyama, Egami and Tanigawa [1], Akiyama and Tanigawa [2], Komori [4],
Sasaki [8] |[9] , the second‐named author [7])_{0}.

このような中、Euler‐Zagier 型 r 重ゼータ関数の整数点における Laurent 級数展
開についての研究を行った ([6])。まずは一番シンプルな r=1 の場合を見てみる。

r=1 のとき1重ゼータ関数 $\zeta$_{1}(s) はRiemann ゼータ関数となり、Riemann ゼー

タ関数は整数点 m\in \mathbb{Z} において以下のように展開できることが知られている。

 $\zeta$(s)=\left\{\begin{array}{l}
\sum_{n=0}^{\infty}\frac{1}{n!}$\zeta$^{(n)}(m)(s-m)^{n} (m\neq 1)\\
\frac{\prime 1}{s-1}+\sum_{n=0}^{\infty}$\gamma$_{n}(s-1)^{n} (m=1)
\end{array}\right. (1.3)
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ここで $\gamma$_{n} は n 番目のStieltjes 定数 (一般化された Euler 定数ともいう)  $\dagger$ であり、

 $\zeta$^{(n)}(s) はRiemann ゼータ関数の n 回微分を表している。このRiemann ゼータ関
数の微分 $\zeta$^{(n)}(m) は m>1 のときには \displaystyle \sum_{k=1}^{\infty}(- \log k)^{n}/k^{m} という級数で表される。
ここで (- \log 1)^{0}=0^{0}=1 とした。

2 主結果

主結果は多重ゼータ関数のLaurent級数展開についてのものだが、それは上で
見た r=1 の場合を一般化したようなものになっている。 r=1 の場合には点
m=1 における Laurent 級数展開の係数を Stieltjes 定数とおいたが、一般の r

の場合には点 (sl, . . .

, s_{r} ) =(1, \ldots, 1) における次の Laurent 級数展開により r 重

(n_{1}, \ldots, n_{r}) 番目のStieltjes 定数を定めることとする。

(2.1)$\zeta$_{r}(s_{1}, \displaystyle \ldots, s_{r})=(\prod_{k=2}^{r}\frac{1}{s_{k}+\cdots+s_{r}-(r-k+1)})\{\frac{1}{s_{1}+\cdots+s_{r}-r}
+\displaystyle \sum_{n_{1}=0}^{\infty}\cdots\sum_{n_{r}=0}^{\infty}$\gamma$_{(n_{1},\ldots,n_{r})(S_{1-}}1)^{n_{1}}\cdots(s_{r}-1)^{n_{r}}\}

Remark 2.1. ここで r 重ゼータ関数が上式のような形に ( 1, \ldots, 1) のまわりで
Laurent 級数展開できるということが証明可能であることを注意しておく。また
r=1 の場合には、上式の $\gamma$_{(n)} はStieltjes 定数 $\gamma$_{n} と一致することも注意しておく。
またここでは �Laurent 級数展開� として上式のような形を扱う。つまり分母の因
数と分子の因数が必ずしも一致しないが、ここではこれを �Laurent級数展開� と

呼ぶこととする。

まず初めに整数点 \mathrm{m} が絶対収束領域 \mathcal{D}_{r} 内にあるとき、 \mathrm{m} での Taylor 展開に

ついてみてみる。このときには r=1 の場合と同じように展開ができ、次のよう

に表される。

$\zeta$_{r}(\displaystyle \mathrm{s})=\sum_{n1^{=0}}^{\infty}\cdots\sum_{n_{r}=0}^{\infty}\frac{1}{n_{1}!\cdots n_{r}!}$\zeta$_{r}^{(n1,\ldots,n_{r})}(m_{1}, . . . , m_{r})(s_{1}-m_{1})^{n_{1}}\cdots(s_{r}-m_{r})^{n_{r}}
(2.2)

ただし $\zeta$^{(n_{1},\ldots,n_{r})}(\mathrm{m}) は偏微分 (\partial^{n_{1}}/\partial s_{1}^{n_{1}})\cdots(\partial^{n_{r}}/\partial s_{r}^{n_{r}}) $\zeta$(\mathrm{m}) を表している。そし

てこの偏微分も1変数の場合と同様に次のような級数で表される。

.

\displaystyle \sum_{l_{1}=1}^{\infty}\cdots\sum_{l_{r}=1}^{\infty}\frac{(-\log l_{1})^{n}1(-\log(l_{1}+l_{2}).)^{n_{2}}.\cdots(-.\log(l_{1}+\cdots+l_{r}))^{n_{r}}}{l_{1}^{m_{1}}(l_{\mathrm{l}}+l_{2})^{m_{2}}\cdot(l_{1}+\cdot\cdot+l_{r})^{m_{r}}}
次に絶対収束領域の外の整数点でのLaurent級数展開を考えよう。この場合は

次の2つに分けて考える。

\uparrow(-1)^{ $\gamma \iota$}n!$\gamma$_{n} のことを n 番目の Stieltjes 定数と呼ぶこともある。
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(i) m_{1} , . . .

, m_{r}\geq 1 を満たす整数点 \mathrm{m}

(ii) それ以外の整数点 \mathrm{m}

(i) については次の定理が成り立つ。

Theorem 2.2. \mathrm{m}=(m_{1}, \ldots, m_{r}) は条件 (i) を満たすものとする。このとき $\zeta$_{r}(\mathrm{s})
の \mathrm{s}=\mathrm{m} におけるLaurent 級数展開の係数は次のものと有理数を使って書き表す
ことができる。

\bullet $\gamma$(n1,\ldots,n_{k})

\bullet$\zeta$_{k}^{(l_{1},\ldots,l_{k})} ( q_{1} , . . .

, qk)

ただし 1\leq k\leq r , (nl, . . .

, n_{k} ), (l1, . . . , l_{k})\in(\mathbb{Z}_{\geq 0})^{k} , (ql, . . .

, qk ) \in \mathrm{J}3_{k}\cap(\mathbb{Z}_{\geq 1})^{k} と

する。

この定理より m_{1} ,
. . .

, m_{r} が全て正の整数の場合は Laurent 級数展開の係数はこ
れまでに出てきた係数を用いて表せる。更に次章の例にあるようにその係数は明
示的に与えられる。

Remark 2.3. 定理2.2の�Laurent 級数展開� はRemark 2.1の形のものである。つ

まり分母は (s(k, r)-(r-k+1)) の積の形をしており、分子は (s_{1}-m_{1}) ,
. . .

, (s_{r}-
m_{r}) の積の形となっている。

定理2.2では係数を表すために多重のStieltjes定数が必要だったが、Laurent級
数展開に少し条件を付けると多重Stieltjes定数が必要なくなる。

Definition 2.4. \mathrm{m}=(m_{1}, \ldots, m_{r}) は条件 (i) を満たすものとする。 mj=1 なる

m_{j} が h 個あるとし、それらを m_{a_{1}} ,
. . .

, m_{a_{h}} とおく。このとき $\zeta$_{r}(\mathrm{s}) の \mathrm{m} におけ

るLaurent 級数展開で s_{a_{1}}=\cdots=s_{a}=hs という条件を付けたものを制限付き
Laurent 級数展開と呼ぶこととする。

制限付き Laurent 級数展開に対して次の結果が成り立つ。

Theorem 2.5. \mathrm{m}= (m_{1}, \ldots , m_{r}) は条件 (i) を満たすものとする。このとき $\zeta$_{r}(\mathrm{s})
の \mathrm{s}=\mathrm{m} における制限付き Laurent 級数展開の係数は次のものと有理数を使って

書き表すことができる。

\bullet$\gamma$_{n}

\bullet$\zeta$_{k}^{(l_{1},\ldots,l_{k})}(q_{1}, \cdots, q_{k})
ただし n\geq 0, 1\leq k\leq r, (l_{1}, \ldots, l_{k})\in(\mathbb{Z}_{\geq 0})^{k}, (q_{1}, \ldots, q_{k})\in \mathrm{D}_{k}\cap(\mathbb{Z}_{\geq 1})^{k} とする。

このように制限がなければ多重Stieltjes定数が必要だったが、制限付きの場合
には1変数の Stieltjes 定数のみで係数が書き表せる。

次に (ii) の場合について考えよう。(ii) の場合には (i) における証明方法が使え

ないため、(i) の定理ほどきれいな主張にならない。実 |q (ii) の場合の主結果は次

のようになる。
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Theorem 2.6. \mathrm{m}=(m_{1}, \ldots, m_{r}) は条件 (ii) を満たすものとする。このとき $\zeta$_{r}(\mathrm{s})
の \mathrm{s}=\mathrm{m} における Laurent 級数展開の係数は次のものと有理数を使って書き表す
ことができる。

: $\gamma$(n_{1},\ldots,nk)

\bullet$\zeta$_{k}^{(l_{1},\ldots,l_{k})}(q_{1}, . . . , q_{k})

\bullet$\zeta$^{(n)}(m)

\displaystyle \bullet\int(M_{l}(\mathrm{k})+1- $\eta$)^{F_{z_{l}}^{(n_{1},\ldots,n_{l}}(\mathrm{k}) $\Gamma$(-z_{l}) $\zeta$(-z_{l})dz_{l}})\backslash 
ただし 1\leq k\leq r , (nl, . . .

, n_{k} ), (l1, . . . , l_{k})\in(\mathbb{Z}_{\geq 0})^{k} , (ql, . . .

, q_{k} ) \in \cap(\mathbb{Z}_{\geq 1})^{k},
m\leq 0, n\geq 0, 2\leq l\leq r , (nl, . . . n_{l} ) \in(\mathbb{Z}\geq 0)^{l}, \in \mathbb{Z}^{1}\backslash (\mathbb{Z}_{\geq 1})^{l}, 0< $\eta$<1 とし、

最後の積分の積分路は \Re z_{l}=M_{l}(\mathrm{k})+1- $\eta$ を満たす縦方向の積分を表すものとし

 F_{z_{l}}(\displaystyle \mathrm{s}):=\frac{ $\Gamma$(s_{l}+z_{l})}{ $\Gamma$(s_{l})}$\zeta$_{l-1}(\mathrm{s}_{1}, . . :, s_{l-2}, s_{l-1}+s_{l}+z_{l}) for \mathrm{s}= (sl, . . .

, s_{l} ),

M_{r}(\mathrm{m})=M_{r}(m_{1}, \ldots, m_{r}) :=\displaystyle \max\{r-j-(m_{j}+\cdots+m_{r})|1\leq j\leq r\}

とする。

この定理2.6では定理2.2の証明方法が使えないために係数をclosedな形で書

くことが難しく、係数を表すために必要なものが2種類増えている。特に定理2.6

の最後に挙げられている積分は複雑で値を明示的に与えることは難しい。
なお m_{r}\in \mathbb{Z}_{\leq 0} の場合に限り Laurent 級数展開でなく漸近評価を考えるなら次

のように積分を使わずに表せる。

$\zeta$_{r}(s_{1}, \ldots, s_{r})

=\displaystyle \frac{1}{s_{r}-1}$\zeta$_{r-1}(\mathrm{s}_{1}, . :., s_{r-2}, s_{r-1}+s_{r}-1)

+\displaystyle \sum_{k_{r}=0}^{M_{r}(\mathrm{m})}\left(\begin{array}{l}
-s_{r}\\
k_{r}
\end{array}\right)$\zeta$_{r-1}(s_{1}, \ldots, s_{r-2}, s_{r-1}+s_{r}+k_{r}) $\zeta$(-k_{r})
+O(|s_{r}-m_{r}|)

この漸近式は $\zeta$_{r}(\cdot s_{1}, . . . , s_{r}) の \mathrm{s}=\mathrm{m} の近くでの振舞が $\zeta$_{r-1} の振舞から得られる

ということを意味している。このとき $\zeta$_{r-1} は正則とは限らず極になっていること

もあり、6の極の情報が $\zeta$_{r-1} の和の形で表れる。またこの式で積分を含む係数が
主要項に表れない理由は、積分を含む係数が全て誤差項に吸収されてしまうから
である。
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3例

最後に定理2.2の簡単な例を見てみることにする。3重ゼータ関数の \mathrm{m}=(2,1,1)
での Laurent 級数展開がどう表されるか見る。そこで s_{1} が2の近くに、s2, s_{3} が

1の近くにあるものと仮定する。このとき調和積を用いることで

$\zeta$_{3}(s_{1}, s_{2}, S3)= $\zeta$(s_{1})$\zeta$_{2}(s_{2}, s_{3})-$\zeta$_{2}(s_{1}+s_{2}, s_{3}) . (3.1)

-$\zeta$_{3}(s_{2}, s_{1}, s_{3})-$\zeta$_{2}(s_{2}, s_{1}+ -$\zeta$_{3}(s_{2}, s_{3}, s_{1})

が得られる。このとき s_{1} が2に近いことと s_{1}+s_{3} が3に近いことから (3.1) の最

後の2項は絶対収束領域の中にあるため (2.2) によりTaylor 展開できる。(3.1) の

第3項についてはもう一度調和積を用いる。

$\zeta$_{3}(s_{2}, s_{1},\cdot s_{3})=$\zeta$_{2}(s_{2}, s_{1}) $\zeta$(s_{3})-$\zeta$_{2}(s_{2}, s_{1}+s_{3})

-$\zeta$_{3}(s_{2}, S3, s_{1})-$\zeta$_{2}(s_{2}+s_{3}, s_{1})-$\zeta$_{3}(S3, s_{2}, s_{1})

このとき(3.2) の初項以外の項は上と同様に絶対収束領域の中にあり(2.2) により

Taylor 展開できる。(3.2) の初項については2重ゼータ関数とリーマンゼータ関数
の積になっているが、2重ゼータ関数の方は絶対収束領域内にあるため (2.2) が使

え、リーマンゼータ関数の方は (1.3) を使い Laurent 級数展開ができる。

(3.1) の第2項については調和積を用いて

$\zeta$_{2}(s_{1}+s_{2}, s_{3})= $\zeta$(s_{1}+s_{2}) $\zeta$(s_{3})-$\zeta$_{2}(s_{3}, s_{1}+s_{2})- $\zeta$(s_{1}+s_{2}+s_{3})

が得られる。後ろの2項については絶対収束領域内にあるため (2.2) が使え、初
項については (1.3) を用いることでLaurent級数展開できる。

最後に (3.1) の初項について見てみる。 (s_{2}, s_{3}) は(1, 1) に近いため (2.1) を使う

ことができLaurent級数展開ができる。
このようにして調和積を何度も使うことにより係数を決定することができる。

また最後の (2.1) を使う部分を工夫することで制限付きLaurent級数展開の係数も
ことができる。この場合には s_{2}=s_{3}=s となるが、 ときには (2.1)

を使えない代わりに次の調和積を考えればよい。

$\zeta$_{2}(s, s).=\displaystyle \frac{1}{2}\{ $\zeta$(s)^{2}- $\zeta$(2s)\}
この調和積を用いることで多重のStieltjes定数が必要なくなる。
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