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Abstract

In this paper, we present an algorithm for computing the Hilbert‐Samuel multiplicities of \mathfrak{m}-

primary ideals of Cohen‐Macaulay local rings.

1 はじめに

S=K[x_{1} ,
. . .

, x_{n}\mathrm{J} を任意の体 K 上の形式べき級数環とし, I\subset R を, R=S/I がCohen‐Macaulay 環

(CM 環) であるイデアルとする.体を含む完備 CM 局所環は,このように表すことができる. \mathrm{m} を R の極

大イデアル, R のKrull 次元を d とする. \mathrm{m}‐準素イデアル J\subset R に対し,その重複度 e_{R}(J) は

e_{R}(J)=\displaystyle \lim_{n\rightarrow\infty}\frac{d!}{n^{d}}\ell(R/J^{n})
で定義される.本講演の目的は, e_{R}(J) の計算アルゴリズムを与えることである.また,このアルゴリズム

を利用して, J の整閉包の所属判定問題を解くことができることを示す.

一般には,環やイデアルの不変量の計算は,グレブナ基底や標準基底の計算が必要で計算量が大きいが, 0

次元イデアルの剰余環は K 上有限次元なので,線形代数を用いた効率的なアルゴリズムが期待できる.重複

度の計算方法としてまず思いつくのが,随伴次数環 \oplus_{n\geq 0}J^{n}/J^{n+1} のHilbert 関数を計算し,その先頭係数
から e_{R}(J) を得る方法がある.[5] にはこの方法によるアルゴリズムが与えられている.しかし,随伴次数
環は d 次元の環であり, J が 0 次元である利点を放棄してしまっているとも言える.本講演で与えるアルゴ

リズムは,節減 (reduction) Q\subset J を取り, e_{R}(J)=\ell_{R}(R/Q) と計算する方法である.ただし,十分一般係

数での線形和を取るときにを乱数を用いず,係数をパラメタとして計算する事にので,確率的ではなく,確定
的なアルゴリズムである. \ell_{R}(R/Q) の計算には,代数的局所コホモロジーを利用したアルゴリズム [7] を用

いる.
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2 標準基底

S=K[X_{1} ,
. . .

, x_{n}\mathrm{I} を任意の体 K 上の形式べき級数環, \mathfrak{n}=\langle x_{1} ,
. . .

, x_{n} } を極大イデアル, J を \mathfrak{n} 準素イ

デアルとする.単項式の集合 \{x^{ $\alpha$}| $\alpha$\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{n}\} 上の全順序 \prec が  S の局所順序であるとは,次の2つの条件

を満たすときである.(1) 任意の  $\alpha$\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{n} に対し, x^{ $\alpha$}\prec 1 . (2) 任意の  $\alpha$,  $\beta$,  $\gamma$\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{n} に対し, x^{ $\alpha$}\prec x^{ $\beta$} なら

ば, x^{ $\alpha$+ $\gamma$}\prec x^{ $\beta$+ $\gamma$} . このとき,任意の単項式全体の集合に対し, \prec に関する最大限が存在する.

定義1

 g(x)=\displaystyle \sum_{ $\alpha$\in \mathrm{z}_{\geq\text{。}}^{n}}c_{ $\alpha$}x^{-}\in R(c_{ $\alpha$}\in \mathbb{C}) に対し, \mathrm{L}\mathrm{T}_{\prec}(g) :=\displaystyle \max_{\prec}\{x^{ $\alpha$}|c_{ $\alpha$}\neq 0\} を g の \prec に関する先頭項と

呼ぶ.

定義2

 G\subset J が (\mathrm{L}\mathrm{T}_{\prec}(J)\}=\{\mathrm{L}\mathrm{T}_{\prec}(G)\rangle を満たすとき,  G を J の \prec に関する標準基底と呼ぶ.

 E=E_{S}(S/\mathfrak{n})\cong H_{\mathrm{n}}^{n}(S) を S の剰余体 S/\mathfrak{n}\cong K の入射閉包とする.ここでは, H_{\mathrm{m}}^{n}(S) のチェック表現に

より, E と K[x_{1}^{-1} , . . . , x_{n}^{-1}]\displaystyle \frac{1}{x_{1}x_{n}} を同一視する. S 加群 M に対し, M^{\vee} :=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}s(M, E) を M のMatlis

dual と呼ぶ. \ell_{S}(M)=\ell(M) を M の長さとする.Matlis 双対定理により,任意の \mathfrak{n} 準素イデアル J に対

して, \ell(S/J)=\ell((S/J)^{\vee}) である. E の単項式の集合 \displaystyle \{\frac{dx}{x^{ $\alpha$+1}}| $\alpha$\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{n}\} 上の全順序 \prec^{\vee} を,

\displaystyle \frac{dx}{x^{ $\alpha$+1}}e_{l}^{\vee}\prec^{\vee}\frac{d_{X}}{x^{ $\beta$+1}}e_{j}^{\vee}\Leftrightarrow x^{ $\alpha$}e_{ $\iota$}def\succ x^{ $\beta$}e_{J}
で定義し, \prec から定まる  E の項順序と呼ぶことにする.  $\eta$=\displaystyle \sum_{ $\alpha$\in \mathrm{Z}_{\geq 0}^{n},1\leq $\iota$\leq r}c_{ $\alpha,\ \iota$}\frac{dx}{x^{ $\alpha$+1}}e_{i}^{\vee}, c_{ $\alpha,\ \iota$}\in \mathbb{C} , に対し,

\displaystyle \mathrm{L}\mathrm{T}_{\prec^{\vee}}( $\eta$)=\max_{\prec^{\vee}}\{\frac{d_{X}}{x^{ $\alpha$+1}}|c_{ $\alpha,\ \iota$}\neq 0\}
とする.

一般の場合に標準基底を計算するアルゴリズムとしては,Moraの接錘アルゴリズム [2] があるが, \mathfrak{n} 準素

イデアノレ J に対しては,田島‐中村‐鍋島 [7] による, (S/J)^{\vee}=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}s(R/J, E)=\{ $\eta$\in E|J $\eta$=0\} と J の

標準基底を, J の生成元が係数にパラメタを含む場合に計算するアルゴリズムが知られている.詳細な説明

はここでは省略するが,このアルゴリズムは, J の 0 でない項から生成される単項式イデアルを M とする

と,組成列 (S/M)^{\vee}=N_{0}\subsetneq N_{1}\subsetneq\cdots\subseteq N_{m}=(\dot{S}/J)^{\vee} を構成し, (S/J)^{\vee} のベクトル空間としての基底か

ら, J の標準基底を計算する.これにより出力される標準基底は,例え入力 J の生成系が罧級数で与えられ

ていても,多項式の集合となる.各 N_{i} から N_{i+1} の構成は以下の様に行う. (S/J_{i})^{\vee}=N_{i} となる Ji\subset S

の先頭項イデアル \mathrm{L}\mathrm{T}_{\prec}(J_{i}) の極小生成系の各元 x^{ $\alpha$} に対し, \displaystyle \mathrm{L}\mathrm{T}_{\prec^{\vee}}( $\eta$)=\frac{1}{x^{ $\alpha$+1}} となる  $\eta$\in(S/J)^{\vee} が存在す

るかどうかを線形代数を用いて確かめ,存在した場合は, N_{i+1}=\{Ni ,  $\eta$\rangle とし,そのような  x^{ $\alpha$} が存在しなけ

れば, J=J_{i} で瓦 =(S/J)^{\vee} となっている.

例1

J=(x^{2}+x^{2}y, xy+y^{2}\}\subset \mathbb{C}[x, y, \mathrm{J}, \prec を  y\prec x 反全次数辞書式順序とする. M=\langle x^{2}, xy,  y^{2}\rangle で,

 N_{0}=(S/M)^{\vee}= \displaystyle \langle\frac{1}{xy} , ①, \displaystyle \frac{1}{xy^{2}}\} となる. M の生成元 x^{2} , xy, y^{2} で最大の x^{2} に対し, \mathrm{L}\mathrm{T}_{\prec^{\vee}}( $\eta$)= ①と

なる  $\eta$\in(S/J)^{\vee} は存在しない.xy に対し, \displaystyle \mathrm{L}\mathrm{T}_{\prec^{\vee}}( $\eta$)=\frac{1}{x^{2}y^{2}} となる  $\eta$\in(S/J)^{\vee} も存在しない. y^{2} に

対し, \mathrm{L}\mathrm{T}_{\prec^{\vee}}( $\eta$)==_{xy}^{1} となる  $\eta$\in(S/J)^{\vee} は存在すれば,  $\eta$==_{xy}^{1}+a_{\text{∽_{}xy}}^{1}+b_{\overline{x}^{T}\overline{y}}^{1} の形をしているが,

J $\eta$=0\Leftrightarrow b=0, a+1=0 なので,これは存在し, a=-1, b=0 である. $\eta$_{1}==_{xy}^{1}-\text{∽_{}xy}^{1} であ

る. N_{1}=\langle N_{0}, $\eta$_{1}\rangle とすると, (S/J_{1})^{\vee}=N_{1} となる 」Ĩ の先頭項イデアル \mathrm{L}\mathrm{T}_{\prec}(J_{1}) は,標準単項式の集
合が \mathrm{L}\mathrm{T}_{\prec}(J) の標準単項式に y^{2} を加えたものになるので, \mathrm{L}\mathrm{T}_{\prec}(J_{1})=(y^{3}, x^{2},  xy\rangle となる.  y^{3} に対し,
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\mathrm{L}\mathrm{T}_{\prec^{\vee}}( $\eta$)==_{xy}^{1} となる  $\eta$\in(S/J)^{\vee} も存在しない.よって, (S/J)^{\vee}=N_{1} で, \ell(S/J)=4 である.この計算

結果を利用して, \{x^{2}, xy+y^{2}, y^{3}\} が J の標準基底であることも分かる.また, (S/J)^{\vee} は $\eta$_{1} で生成され,

g\in S に対して g\in J\Leftrightarrow g$\eta$_{1}=0 なので,  $\eta$ Ĩ を用いて,  J の所属判定問題が解ける.

3 整閉包

ここでは整閉包に関するいくつかの定理を述べる (証明は [1] , [4] などを参照) 以下, R=S/I は d 次

元とし, \mathrm{m} をその極大イデアルとする. J=\langle\overline{f}_{1} ,
. . .

, \overline{f}_{m}\rangle を  R の \mathrm{m} 準素イデアルとする.ただし, \overline{f_{i}} はあ

る f_{l}\in S の R での像である.

定義3

x\in R が J 上整であるとは,ある m\in \mathbb{N} と c_{i}\in J^{l} が存在し,

x^{m}+c_{1}x^{m-1}+\cdots+c_{m}=0

が成立することを言う.

定理4

J=\langle f_{1} ,
. . .

, \overline{f}_{r}\rangle\subset \mathcal{O}_{\mathbb{C}^{d},O}, g\in \mathcal{O}_{\mathbb{C}^{d},O} とする.次は同値.

1. g\in\overline{J}.

2. ある O の開近傍 U と定数 C>0 が存在し,任意の x\in U に対して

|g(x)|\leq C(|\overline{f}_{1}(x)|+\cdots|\overline{f}_{r}(x)|) .

3. X\rightarrow(\mathbb{C}^{d}, O) を J の埋め込み特異点解消, J\mathcal{O}_{X}=\mathcal{O}_{X}(-F) とすると, g\in H^{0}(X, \mathcal{O}_{X}(-F)) .

解析的な条件2が J 上整である事と同値であることは,Teissier [8] によって示された.

例2

J=\langle x^{2}, y^{2}\}\subset \mathcal{O}_{\mathbb{C}^{2},O}, g=xy とすると, g\in\overline{J} である,実際, c=x^{2}y^{2}\in J^{2} で, g^{2}-c=0 . また,

|xy|\displaystyle \leq\frac{1}{2}(|x^{2}|+|y^{2}|) なので,定理4, 2の条件を確かに満たす.また,原点での blow‐up X\rightarrow \mathbb{C}^{2} が J の

埋め込み特異点解消であり, X=U\cup V, U=\{(x, y/x) |x\neq 0\}, V=\{(x/y, y) |y\neq 0\} となり, U 上,

g=x^{2}\cdot y/x\in J\mathcal{O}_{U}=\{x^{2}, x^{2}(y/x)^{2}\}=\{x^{2}\rangle, V 上, g=y^{2}\cdot x/y\in J\mathcal{O}v=\{y^{2}(x/y)^{2}, y^{2}\rangle=\{y^{2}\} なので,

定理4, 3の条件も確かに満たされている.

整閉包と Hilbert‐Samuel 重複度の関係として,次の定理が知られている.

定理5 ([6])
R=S/I を等次元とする. \mathfrak{m} 準素イデアル J_{1}\subset J_{2}\subset R に対し, e_{R}(J_{1})=e_{R}(J_{2}) と, J2\subset J_{1} とは同値.

この定理により,Hilbert‐Samuel 重複度が計算出来れば, \mathrm{m} 準素イデアルの整閉包の所属判定ができる事に

なる.Hilbert‐Samuel 重複度の計算には,節減を用いる.

定義6

\mathfrak{m} 準素イデアル J_{1}\subset J2 \subset R に対し, J_{1} がJ2の節減とは,ある r>0 が存在して, J_{1}J_{2}^{r}=J_{2}^{r+1} が成り立

つときを言う.
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定理7

J= {五,..., \overline{f}_{m} } とする. K が無限体の時,ある Zariski 開集合 U\subset K^{d\times m} が存在し, (a_{ $\iota$ j})_{i,j}\in U に対し,

Q_{J}=\langle\overline{g}_{1} ,
. . .

, \overline{g}_{d}\rangle, \displaystyle \overline{g}_{j}=\sum_{i}a_{ij}\overline{f_{ $\iota$}}(1\leq i\leq d) , は J の節減となる.

定理 \mathrm{S}

JÎ がJ2の節減のとき, e_{R}(J_{1})=e_{R}(J_{2}) が成り立つ.

4 アルゴリズム

R=S/I はCohen‐Macaulay であるとする. J の節減を得るには,乱数を生成して,それを a_{ $\iota$ g} とすれば

よさそうであるが,この方法は確率的であり,出力の正当性を保証するには, Q が実際に節減であることを

示す必要がある.すなわち, J^{r+1}=QJ^{r} となる r が存在することを示す必要がある. r=1 , 2, 3, . . . と増や

していき,その都度イデアルー致問題を解く事になるが, r が大きくなるごとにイデアルは複雑になってい

き,また, r がどれだけ大きいところまで調べればよいかは事前に知ることはできない.さらに, Q が節減に

なっていない場合にはこの操作は終わらない.確定的なアルゴリズムにするためには,係数を乱数ではなく,
パラメタとして計算すれば良い.

定理7により,十分一般の a_{ $\iota$,j} に対し, Q , は J の節減となる.Zariski 開集合の有限の共通部分は空でな

いZariski 開集合なので, a_{ $\iota$ i}\neq 0, 1\leq i\leq d , としてよい.よって, Q=\{\overline{g}_{1}, . . . , \overline{g}_{d}\} , \displaystyle \overline{g}j=\overline{f}_{j}+\sum_{ $\iota$=d+1}^{m}a_{ij}\overline{f_{ $\iota$}}
(1\leq i\leq d) , は十分一般の \underline{a}=(a_{\'{i} j})_{\mathrm{t},f}\in K^{d\times(m-d)} に対して, J の節減となる.

\underline{t}=(t_{i_{J}})_{1\leq $\iota$\leq d,d+1\leq \mathcal{J}\leq m}\in K^{d\times(m-d)} を K 上の変数とし, \mathrm{K}=K(t_{i,j}|i,j) , S'=\mathbb{K}[x_{1} ,
. . .

, x_{n}\mathrm{J},
R'=S'/IS' とする. Q_{\underline{t}}:=\displaystyle \langle\overline{f_{j}}+\sum_{ $\iota$=d+1}^{m}t_{j}\overline{f_{i}}|1\leq i\leq d\rangle\subset R' とし,その S' での原像を

P_{\underline{t}}=\displaystyle \{f_{J}+\sum_{i=d+1}^{m}t_{xg}\prime f_{i}|1\leq i\leq d\}+IS'\subset S'
とする. Q_{\underline{t}}, P_{\underline{t}} の生成系の \underline{t}=(t_{ij})_{ $\iota$,g} に,具体的な値 \underline{a}=(a_{ $\iota$}f)_{ $\iota$,j} を代入して得られるイデアルをそれぞれ

Q_{\underline{a}}\subset R, P_{\underline{ $\alpha$}}\subset S とする.

定理9

{\underline{a}\in K^{d\times m-d}|Q_{\underline{a}} は節減} と他 \in K^{d\times m-d}|\ell_{R}(R/Q_{\underline{a}})=\ell s\prime(S'/P_{\underline{t}}) } は等しい Zariski 開集合であり2

e_{R}(J)=\ell s\prime(S'/P_{\underline{t}}) が成り立つ.

よって,田島‐中村‐鍋島のアルゴリズムで S�/尾 のマトリス双対を計算することにより, e_{R}(J) が計算でき

る.この計算過程を保存することによって,定理9のZariski開集合を計算することもできるが,次の定理が
成り立つ.

定理10

避の局所順序 \prec に関する標準基底  G= { h_{1} ,
. . .

, hp} で, h_{i}\in K[t_{ $\iota$,j}|i, j][x_{1}, . . . , x_{n}] となるものが存在す

る.馬の \mathrm{L}\mathrm{T}_{\prec}(h_{i}) の係数を u_{ $\iota$}(t) とすると,このとき, \{\underline{a}=(a_{l}j)_{ $\iota$,j}|u_{1}(\underline{a})\neq 0, . . . , ud(\underline{a})\neq 0\} は定理9

のZeriski 開集合に含まれる Zariski 開集合となる.

この定理によって, J の節減 Q を得ることができる. R はCohen‐Macaulay 環なので特に等次元で,

e_{R}(Q)=\ell(R/Q)=\ell(S/(I+Q')) である.ただし Q' は Q の S での原像. Q=J, e_{R}(J)=e(Q)=\ell(R/Q)
なので, g\in\overline{J} は, e_{R}(\{Q, g\rangle)=\ell(R/Q) と同値となる.つまり, Q'=\langle g_{1} ,

. . .

, gd}, g の S での原像の

一つを g�とし, P_{t}:= \langle g1 +t_{1g'} ,
. . .

, g_{d}+t_{dg'}\}\subset S':=K(t_{1}, \ldots, t_{d})[x_{1} ,
. . .

, x_{n}\mathrm{I} とすると, g\in\overline{J} は

\ell(S'/P_{t})=\ell(R/Q) と同値となる.よって, J の整閉包の所属判定問題も解くことができる.
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