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1 はじめに

[2] で示された Cylindrical Algebraic Decomposition (CAD) を利用する限量子消去 (Quantifier Ehmi‐

nation, \mathrm{Q}\mathrm{E} ) アルゴリズム (CAD‐QE) は \mathrm{Q}\mathrm{E} 手法の中で最も盛んに研究され,多くの改良が達成されてき
た.実際に,[8], [18], [9] や[1] 等では様々な改良がなされている.しかし,入力に等式制約が多い場合に不
要な計算を行ってしまう傾向を持つ.そうした不要な計算なしで QE を行うため,[21] でパラメータ付きイ

デアル操作を行う QE アルゴリズムが示された.パラメータ付きイデアル操作を包括的グレブナー基底系

(Comprehensive Gröbner System; CGS) によって行うので,本稿では CGS‐QE と呼ぶこととする.

CGS‐QE は著者らにより [4], [5] 等で改良されたが,本稿では [4] に着目する.[4] は飽和イデアルを計算

することで �[21] で扱われる (後述するような) 対称行列よりも簡略な対称行列を扱う� ような改善をし,
CGS‐QE 内部で起こる再帰計算出力論理式を簡略化することで,計算量を改善した.しかし,一般に飽和イ

デアルの計算は重い.また,パラメータ付き飽和イデアルの性質はパラメータの値に依存して変化し,ある
パラメータの値では考えるイデアル自身が飽和イデアルと等価となり,飽和イデアル計算自体が不要となる
ような場合もある.本稿では,そうした不要なパラメータ付き飽和イデアルの計算を排除する.
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本稿は次の通りに構成される.まず,2節で本稿の主定理 (考えるイデアル自身が飽和イデアルと等価と
なるための必要十分条件に関する定理) を示す.3節では CGS‐QE アルゴリズムを構成するために必要な

(既知である) 多変数実根個数計算定理に関する理論を示し,4節では CGS の定義を示す.そして,5節では
改良された CGS‐QE アルゴリズムを示す.本稿の最後では我々の実験データの一部を示す.

2 主定理

 K を計算可能な体, C をその代数閉包とする.更に, \overline{X} を X_{1} ,
. . .

, X_{n} とし, K[X] を係数体 K 上多項式環

とする.本節では,零次元イデアル I\subset K[X] と多項式 h\in K[\overline{X}] を考え,飽和イデアル I:h^{\infty} が I:h^{\infty}=I

となる必要十分条件を示す.まず,本節で利用する記号を定義する.

表記1

剰余環 A=K[\overline{X}]/I の基底を {vl, . . .

, v_{d} } とする.ここで,多項式 r\in K[X] に対し,写像 m_{r} : A\rightarrow A ;  a\mapsto

 a\cdot r を考える. m_{r} は線形写像であることに注意して,そのトレースを \mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}(m_{r}) で記述する.更に, (i, j) 成

分が \mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}(m_{hv_{i}v_{j}}) となるような対称行列 M_{h}^{I} を考える.また, C における I の多様体 \mathbb{V}_{C}(I)= {c51, . . .

, \overline{c}_{l} }
とし,各 \overline{c}_{i} の重複度を $\mu$_{ $\iota$} とする.ここで,一般には l\displaystyle \leq d=\sum_{1\leq $\iota$\leq l}$\mu$_{i} であるが, I が根基イデアルである

ときに限って l=d となることに注意する.

このとき,以下の構造を持つことがわかる.

補題2

M_{h}^{I} は以下のような構造を持つ.

M_{h}^{I}=\displaystyle \sum_{1\leq $\iota$\leq l}$\mu$_{ $\iota$}\cdot h(\overline{c}_{i})\left(\begin{array}{lll}
v_{1}(\overline{c}_{i})\cdot v_{1}(\overline{c}_{1}) & \cdots & v_{1}(\overline{c}_{i})\cdot v_{d}(\overline{c}_{ $\iota$})\\
\vdots & \ddots & \vdots\\
 v_{\mathrm{l}}(\overline{c}_{ $\iota$})\cdot v_{d}(\overline{c}_{i}) & \cdots & v_{d}(\overline{c}_{l})\cdot v_{d}(\overline{c}_{l})
\end{array}\right).
証明

m_{h} の固有値全体は $\mu$_{1} 個の h(\overline{c}_{1}) ,
. . .

, $\mu$_{l} 個の h(\overline{c}_{l}) で構成されることから従う.

更に以下のような行列たちを考えることとする.以下では転置行列を t の左付き添字で表現する.

表記3

\triangle_{ $\mu$}, \triangle_{h},  $\Gamma$ を以下のように定義する.ここで,補題2より  M_{h}^{I}={}^{t}$\Gamma$\cdot\triangle_{ $\mu$}\cdot\triangle_{h}\cdot $\Gamma$ に注意する.

 $\Gamma$=\left(\begin{array}{lll}
v_{1}(C_{1}) &  & .v_{d}(\overline{c}_{1})\\
\vdots &  & \vdots\\
 v_{1}(\overline{c}_{l}) & \cdots & v_{d}(\overline{c}_{l})
\end{array}\right), \triangle_{ $\mu$}=\left(\begin{array}{llll}
 &  &  & \\
 &  &  & \\
 &  &  & \\
 &  &  & 
\end{array}\right), \triangle_{h}=\left(\begin{array}{llll}
 &  &  & \\
 &  &  & \\
 &  &  & \\
 &  &  & 
\end{array}\right).
更に, 1\leq k_{1}< . . . <k_{l}\leq áに対して,  M_{h}^{I}(k_{1}, \ldots, k_{l}) を k_{1_{i}} . . .

, k_{l} 行と k_{1} ,
. . .

, k_{l} 列から構成される

M_{h}^{I} の l 次主小行列,  $\Gamma$(k_{1}, \ldots, k_{l}) を k_{1} ,
. . .

, 極行と k_{1} ,
. . .

, 極列から構成される  $\Gamma$ の  l 次主小行列とする.

上記を利用することで,次の構造を知ることができる.

114



補題4

1\leq k_{1}<\ldots<k_{l}\leq d に対して,

M_{h}^{I}(k_{1}, \ldots, k_{l})=t_{ $\Gamma$(k_{1},\ldots,k_{l})\cdot\triangle_{ $\mu$}\cdot\triangle_{h}\cdot $\Gamma$(k_{1},\ldots,k_{l})}.

証明

補題2より M_{h}^{I}(k_{1} , . . . , k_{l}) は以下の構造を持つため,主張を満足する.

\displaystyle \sum_{1\leq $\iota$\leq l}$\mu$_{i}\cdot h(\overline{c}_{i})\left(\begin{array}{lll}
v_{k_{1}}(\overline{c}_{i})\cdot v_{k_{\mathrm{l}}}(\overline{c}_{i}) & \cdots & v_{k_{\mathrm{l}}}(\overline{c}_{ $\iota$})\cdot v_{k_{l}}(\overline{c}_{l})\\
\vdots & . & \\
v_{k_{\mathrm{l}}}(\overline{c}_{i})\cdot v_{k_{l}}(\overline{c}_{i}) &  & .v_{k_{l}}(\overline{c}_{i})\cdot v_{k_{l}}(\overline{c}_{i})
\end{array}\right)=^{t} $\Gamma$(k_{1}, \displaystyle \ldots, k_{l})\cdot\triangle_{ $\mu$}\cdot\triangle_{h}\cdot $\Gamma$(k_{1}, \ldots, k_{l}) .

更に正方行列 M の行列式を \det(M) とする.

補題5

 1\leq k_{1}<\ldots<k_{l}\leq áに対して, \det(M_{h}^{I}(k_{1}, \ldots, k_{l})) は以下のように分解することが可能である.

\det(M_{h}^{I}(k_{1^{\backslash }}, \ldots, k_{l}))=\det( $\Gamma$(k_{1}, \ldots, k_{l}))^{2}\cdot\det(\triangle_{ $\mu$})\cdot\det(\triangle_{h}) .

証明

補題4より M_{h}^{I}(k_{1}, \ldots, k_{l}) は M_{h}^{I}(k_{1}, \ldots, k_{l})={}^{t}$\Gamma$(k_{1}, \ldots, k_{l})\cdot\triangle_{ $\mu$}\cdot\triangle_{h}\cdot $\Gamma$(k_{1}, . . . , k_{l}) . 更に, M_{h}^{I}(k_{1}, . . . , k_{l}) ,

{}^{t}$\Gamma$(k_{1}, \ldots, k_{l}) , \triangle_{ $\mu$}, \triangle_{h},  $\Gamma$(k_{1}, \ldots, k_{l}) はいずれも l 次正方行列である.従って, \det(M_{h}^{I}(k_{1}, \ldots, k_{l}))=
\det({}^{t}$\Gamma$(k_{1}, \ldots , k_{l})\cdot\det(\triangle_{ $\mu$})\cdot\det(\triangle_{h})\cdot\det( $\Gamma$(k_{1}, \ldots , k_{l}))=\det( $\Gamma$(k_{1}, \ldots , k_{l}))^{2}\cdot\det(\triangle_{ $\mu$})\cdot\det(\triangle_{h}) .

以下が本稿の主定理の鍵である.

命題6

M_{h}^{I} の l 次主小行列式の和は以下の構造を持つ.

\displaystyle \sum_{1\leq k_{1}<<k_{l}\leq d}\det (  M_{h}^{I} ( k\mathrm{l} ,
. . .

, k_{l}) ) =\displaystyle \sum_{1\leq k_{1}<} . . .

, k_{l}))^{2}\cdot\det(\triangle_{ $\mu$})\cdot\det(\triangle_{h}) .

証明

補題5から従う.

M_{h}^{I} の固有多項式の d-l 次係数を c_{h} で表現する.このとき,以下が従う.

命題7

M_{1}, M_{h}^{I} の固有多項式の d-l 次係数 c_{1}, c_{h} に関して, c_{h}=\det(\triangle_{h})\cdot c_{1}.

証明

命題6より2

c_{1}=(-1)^{k-l}\displaystyle \cdot\sum_{1\leq k_{1}<..<k_{l}\leq d}\det( $\Gamma$(k_{1}, \ldots, k_{l}))^{2}\cdot\det(\triangle_{ $\mu$})) .

従って,我々は主張を満足するような以下の変形を得ることができる.

c_{h} =

(-1)^{k-l}\displaystyle \cdot\sum_{1\leq k_{1}<} . . . k_{l}))^{2}\cdot\det(\triangle_{ $\mu$})\cdot\det(\triangle_{h})

= \displaystyle \det(\triangle_{h})\cdot((-1)^{k-l}\cdot\sum_{1\leq k_{1}<.<k_{ $\iota$}\leq d}\det( $\Gamma$(k_{1}, \ldots, k_{l}))^{2}\cdot\det(\triangle_{ $\mu$}))
= \det(\triangle_{h})\cdot c_{1}.
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ここで, c_{h}=c . CĨ となるような c を考えると,本稿の主定理である以下を満足する.

定理8

c\neq 0\Leftrightarrow I=I:h^{\infty}.

証明

命題7より c=\det(\triangle_{h}) . 更に, \displaystyle \det(\triangle_{h})=\prod_{1\leq $\alpha$\leq l}h(\overline{c}_{l}) . また, I は零次元イデアルであることに注意する

と, 1\leq\forall i\leq l(h(\overline{c}_{l})\neq 0)\Leftrightarrow I=I : h^{\infty} . 従って,主張が満たされる.

定理8は我々に飽和イデアルが元々のイデアルと等価になることの計算可能な必要十分条件を示してい

るが, \det(m_{h})\neq 0\Leftrightarrow I=I:h^{\infty} であることにも注意しなければならない.しかしながら,例9のように,

\det(m_{h})\neq 0 は(I =\sqrt{I} の場合を除いて) 重複した情報を持ち , \det(\triangle_{h}^{I})\neq 0 は我々に飽和イデアルが元々

のイデアルと等価になることの計算可能で簡略な必要十分条件を示していることがわかる.

例9

パラメータ A_{1} , A2に対し I=\langle(X-A_{1})^{3}(X-A_{2})^{12}\rangle, h=X とする.上記と同様の記号 c , mh を使うと

c=A_{1}\cdot A_{2}, \det(m_{h})=A_{1}^{3}\cdot A_{2}^{12}.

3 多変数実根個数計算

本節では前節と同様の記号たちを利用し, R を K を含む実閉体とする.また,概念1で定義された M_{h}^{I} と

同様に M_{h}^{I\cdot h^{\infty}} を定義し, \mathbb{V}_{R}(F) を多項式集合 F の R における多様体とする.そして,実対称行列 M に対

し, M に対応する二次形式の符号数を \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}(M) で記述する.ここで M_{h}^{I} や M_{h}^{I:h^{\infty}} は実対称であることに注

意する.以下は [13] における主定理である.

定理10 (PRS 1993)

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}(M_{h}^{I})=\#\{\overline{c}\in \mathbb{V}_{R}(I):h(\overline{c})>0\}-\#\{\overline{c}\in \mathrm{V}_{R}(I):h(\overline{c})>0\}.

有限な P
, {ql, . . .

, qt } \subset K[\overline{X}], h=\displaystyle \prod_{p}p^{2}\cdot\prod_{1\leq i\leq t}q_{i}, V=\displaystyle \{\overline{c}\in \mathbb{V}_{R}(I):\bigwedge_{p\in P}p\neq 0\wedge\bigwedge_{1\leq i\leq t}q_{i}>0\} を

考える.以下は [21] や[3] が扱う性質である.

定理11 (\mathrm{W}1998 , DG 2004)

\displaystyle \sum_{(\mathrm{e}_{1}}, e_{t})\in\{0,1\}^{t}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}(M_{hq_{1}^{e_{1}}\cdots q_{\mathrm{t}^{\mathrm{t}}}^{e}}^{I})\neq 0\Leftrightarrow\# V\neq 0.
更に,以下は [4] において示された主定理 ([4] Theorem 6) から得られる簡単な帰結である.

定理12 (FIS 2015)

\displaystyle \sum_{(e_{1}}, \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}(M_{q_{1}^{e_{1}}\cdot q_{$\iota$^{\mathrm{t}}}^{\mathrm{e}}}^{I:h^{\infty}})\neq 0\Leftrightarrow\# V\neq 0.
節1で記述した通り,[4] は[21] や[3] で扱われる対称行列よりも簡略な対称行列を扱うことができる.

例13

A^{2}-2A-1\neq 0 なるパラメタ A, I=\langle X^{2}+2X-1\rangle, h=(X+A)^{2} を考えたとき,

M_{1}^{I} =\left(\begin{array}{ll}
2 & -2\\
-2 & 6
\end{array}\right), M_{h}^{I}=\left(\begin{array}{ll}
2A^{2}-4A+6 & -2A^{2}+\mathrm{l}2A-\mathrm{l}4\\
-2A^{2}+\mathrm{l}2A-14 & 6A^{2}-28A+34
\end{array}\right).
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4 包括的グレブナー基底系

本節では前節と同様の記号等を利用することに注意し, A=A_{1} ,
. . .

, A_{m}, S を C^{m} の部分集合とする.

定義14

以下を満足する S の部分集合で構成される有限集合 {Sl, . . .

, S_{u} } は \mathcal{S} の構成的分割と呼ばれる.更に, \mathcal{S}_{i}

は分割部と呼ばれ,本稿ではその定義論理式と同一視することとする.

\bullet 1\leq\forall i, \forall j\leq u(S_{ $\iota$}\cap S_{j}=\emptyset) .

\displaystyle \bullet\bigcup_{1\leq i\leq u}\mathcal{S}_{i}=S.

\bullet 1\leq\forall i\leq u\exists E_{i} , Ni \subset K[A‐](El, 瓦は有限であり, \mathcal{S} $\iota$=\mathbb{V}_{C}(E_{ $\iota$})\backslash \mathbb{V}_{C}(N_{i}) ).

\overline{c}\in C^{m}, G\subset K[A, X] に対して G(\overline{c},\overline{X})=\{g(\overline{c}, X):g\in G\} とする.による項全体を T(X) とする.

更に, T(X) の項順序に関する g\in K[\overline{A}, \overline{X}] の先頭係数を HC (g)\in K[\overline{A}] で記述することとする.

定義15

T(X) の項順序 \succ , 有限な  F\subset K[A, X] を考える.このとき,以下を満たすような \mathcal{G} =\{(S_{1}, G_{1}), . . . , (S_{u}, G_{u})\}
を \{F\rangle の項順序 \succ に関する  S における CGS とよぶ.

\bullet {SĨ, . . .

,  S_{u} } は \mathcal{S}\subset C^{m} の分割である.

\bullet  1\leq\forall i\leq u\forall\overline{c}\in \mathcal{S}_{l}(G_{i}(\overline{c},\overline{X})) は \langle F(\overline{c}, X)\rangle の \succ に関するグレブナー基底である).

\bullet  1\leq\forall i\leq u\forall\overline{c}\in S_{ $\iota$}\forall g\in G_{i}(\mathrm{H}\mathrm{C}(g)(\overline{c})\neq 0) .

5 アルゴリズム

まずは , 前節までに利用してきた記号に加えて本節で扱う記号を定義する.

表記16

イデアル J の次元を \dim(J) で記述し,極大従属集合を \displaystyle \max(\mathrm{J}) で記述する.また2 (el, . . .

, e_{t} ) \in\{0, 1\}^{t} に

対するパラメータ付き d 次対称行列 M_{(\mathrm{e}_{1}}, e_{t} ) たちに対し, \displaystyle \sum_{(e_{1},\ldots,e_{\mathrm{t}})\in\{0,1\}^{\mathrm{t}}}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}(M_{(\mathrm{e}_{1},\ldots,e_{t})})\neq 0 なる論

理式� をId(M_{(e_{1},..,e_{t})} :(el, . . .

, e_{t})\in\{0,1\}^{t} ) で記述する.また,と \overline{X} による論理式  $\psi$ の選言標準形を

\mathrm{d}\mathrm{n}\mathrm{f}( $\psi$) で記述する.更に, \mathrm{d}\mathrm{n}\mathrm{f}( $\psi$) の任意の最小項  $\phi$ に対し,free ( $\phi$,\overline{X}) とnonfree ( $\phi$, X) によって  $\phi$ の \overline{X} に

よる free part とnon free part を記述する.

有限な F, P, \{q_{1}, . . . , q_{t}\}\subset K[A, \overline{X}](\forall r\in F\cup P\cup\{q_{1}, \ldots, q_{t}\}(r\not\in K[A])) を考え,次を  $\phi$ とする.

\displaystyle \exists\overline{X}(\bigwedge_{f\in F}f=0\wedge\bigwedge_{p\in P}p\neq 0\wedge\bigwedge_{1\leq i\leq t}q_{l}>0) .

以下は本稿によって改善された CGS‐QE アルゴリズムの概略である.

定理17

CGS‐QE は入力 \exists\overline{X} $\phi$ に対し,等価な限量子なし論理式を出力する.

証明

ステップ6から ステップ20までの妥当性は定理8及び定理12から従う.その他の妥当性や停止性は [4]
Theorem 16と同様であることに注意する.
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Algorithm 1 CGS‐QE

Input: a basic quantified formula \exists\overline{X} $\phi$ ;

Output: an equivalent quantifier free formula  $\psi$ ;

1: \succ\leftarrow \mathrm{a} term order of T(\overline{X}) ;

2: \mathcal{G}\leftarrow \mathrm{a} CGS of \{F\rangle with parameters \overline{A} w.r.t. \succ over  C^{m} ;

3: h\leftarrow \mathrm{a} polynomial product \displaystyle \prod_{p\in P}p\cdot\prod_{1\leq i\leq t}q_{ $\iota$} ;

4:  $\psi$\leftarrow false ;

5: for (S, G)\in \mathcal{G} do

6: if \dim(\langle G(\overline{a},\overline{X})\})=0 for aa then

7: c_{1}\leftarrow \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} tail coefficient of the characteristic polynomial of M_{1}^{(G\rangle} ;

8: \triangleright \mathrm{W}\mathrm{e} assume that the tail coefficient is (d-l)‐th coefficient.

9: c_{h}\leftarrow \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} (d-l)‐th coefficient of the characteristic polynomial of M_{h}^{(G\rangle} ;

10: c\leftarrow \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} numer of the factor c' s.t. c_{h}=c'\cdot c_{1} ;

11: S_{1}\leftarrow S\wedge(c\neq 0) ;

12: for (el, . . .

, e_{t} ) \in\{0, 1\}^{t} do

13: M_{(e_{1},..,\mathrm{e}_{t})}\leftarrow \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} symmetric matrix M_{$\Pi$_{1\leq $\tau$\leq \mathrm{t}}q^{e_{i}}}^{(G\rangle}.

on S_{1} ;

14: end for

15:  $\psi$\leftarrow $\psi$\vee (  S_{1}\wedge I_{d} ( M_{(e_{1},\ldots,e_{t})} : (el, . . .

, e_{t})\in\{0,1\}^{t} ));
16: S_{2}\leftarrow S\wedge(c=0) ;

17: for (el, . . .

, e_{t} ) \in\{0, 1\}^{t} do

18: M_{(\mathrm{e}_{1},..,e_{t})}\leftarrow \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} symmetric matrix M_{$\Pi$_{1\leq\leq t}q^{e}}^{\langle G\rangle h} on S_{2} ;

19: end for

20:  $\psi$\leftarrow $\psi$\vee (  S_{2}\wedge I_{d} ( M_{(e_{1},..,e_{t})} : (el, . . .

, e_{t})\in\{0,1\}^{t} ));
21: else if 0<\dim((G(\overline{a}_{)}\overline{X})\})<n for \overline{a}\in S then

22: \displaystyle \overline{M}\leftarrow\max(\{G\rangle):�
23: \overline{X}'\leftarrow\overline{X}\backslash \overline{M} ;

24:  $\phi$ í \leftarrow free ( $\phi$,\overline{X}
25: $\phi$_{2}'\leftarrow \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{f}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{e}( $\phi$,\overline{X}') ;

26: $\phi$'\leftarrow \mathrm{d}\mathrm{n}\mathrm{f}\cdot($\phi$_{2}\wedge \mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}-\mathrm{Q}\mathrm{E}(\exists\overline{X}'$\phi$_{1} \triangleright \mathrm{W}\mathrm{e} assume that $\phi$' is $\phi$_{1}\vee\ldots\vee$\phi$_{s}.
27: for 1\leq i\leq s do

28:  $\phi$ í� \leftarrow \mathrm{f}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{e}( $\phi$,\overline{M}) ;

29: $\phi$_{2}''\leftarrow \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{f}\dot{x}\mathrm{e}\mathrm{e}( $\phi$,\overline{M}) ;

30:  $\psi$\leftarrow $\psi$\vee($\phi$_{2}''\wedge \mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}-\mathrm{Q}\mathrm{E}(\exists\overline{M}  $\phi$í
31: end for

32: else

33:  $\psi$\leftarrow $\psi$\vee \mathrm{O}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{Q}\mathrm{E}(\exists\overline{X} $\phi$) ;

34: end if

35. end for
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上記アルゴリズムにおいて登場するOtherQEに関して,以下に注意する.

注意18

OtherQE はCGS‐QE 以外による \mathrm{Q}\mathrm{E} 論理式を表現している.ここで,ステップ32のIf 文の条件は限量

子変数等式制約が存在しないことを意味していることに注意すると,�限量子変数等式制約が存在しない場
合に我々は CGS‐QE 以外のアルゴリズムを適用している� ということになる.つまり,CGS‐QE は入力の

一階述語論理式 \exists X $\phi$ から等式制約多項式集合  F を利用可能な限り利用し,�束縛変数等式制約を一切含ま
ない論理式� に変換 (簡略化) し,OtherQE を利用する.ここでは �束縛変数等式制約を一切含まない論理

式� に対する CAD の強力な結果 [181を利用できることにも注意しなければならない.

本稿の改良点は以下である.

注意19

ステップ 6から ステップ20までが倒のZeroDimQE を改良していることを注意する.これら以外は [4]
で示されたアルゴリズムと変わりない.主な改良点は以下2点である.

\bullet ステップ 13: 定理8により飽和イデアルの計算なしで定理12の構造が利用可能となった.

\bullet ステップ20: 定理8により得た自由変数等式制約  c=0 を飽和イデアル計算で利用可能となった.

つまり,軽量な計算量を持つ傾向がある飽和イデアル計算が利用可能となった.

自由変数等式制約 c=0 は [21f で扱う M_{h\cdot$\Pi$_{1\leq-\leq \mathrm{t}}q_{-}^{e_{2}}}^{(G\rangle} も簡略化する.

ステップ18では M_{h\cdot$\Pi$_{1\leq-\leq t}q_{\mathrm{t}}^{e}}^{(G\rangle} . を利用することも可能である.

本節における改良は必要最小限の飽和イデアル計算で例13で示されたような簡略な対称行列の構造を利

用することを可能にした.つまり,[4] の不要な飽和イデアルの計算を完壁に取り除いたのである.更に言え

ば,飽和イデアル計算が必要なときでさえ,軽量な計算で済むという効果すらも発生させた.次節では本節
で示されたアルゴリズムの効果を我々の実験データを通して示す.

6 実験

我々はこれまで数式処理システムMaple上に CGS‐QE アルゴリズムを実装したCGSQEパッケージ
を公開してきた.本節では,2016年に公開したバージョンのCGSQEパッケージ (以下では old と記述す

る ) とともに,Algorithm 1\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}-\mathrm{Q}\mathrm{E} を実装した新バージョンの CGSQE パッケージ (以下では new と

記述する) を比較する.2016年に公開したバージョンのCGSQEパッケージは以下で公開されているため,
誰もが利用可能である.

http: //\mathrm{w}\mathrm{w}\mathrm{w} . rs. tus. ac. \mathrm{j}\mathrm{p}/\mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{u}/\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{f}\mathrm{t}\mathrm{w}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e}/\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{Q}\mathrm{E}-20160509/

更に QE パッケージとして公開されている次のパッケージも比較する: 富士通によって公開されている

Maple 上の SyNRAC パッケージ (下表では syn と記述する,[19]), Maple 上の RegularChains パッ

ケージ (下表では rc と記述する,[16]), 数式処理システム Mathematica 上に実装された Reduce パッ

ケージ (下表では red と記述する,[15]) とResolve パッケージ (下表では res と記述する,[17]), 数式処理

システム Reduce 上に実装された rlhqe パッケージ (下表では rlh と記述する,[14]) とrlqe パッケージ

(下表では rl と記述する,[14]), QEPCAD パッケージ (以下では qep と記述する,[12]).
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数式処理システムたちに関するバージョンは次の通りである: MapleのバージョンはMaple2015,
Mathematica のバージョンは Mathematica 11, Reduce のバージョンは Reduce (Free CSL ver‐

sion), 04-\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{g}-11 , QEPCAD のバージョンは Version B1.69, 16 Mar 2012.

以下で示される実験はいずれも16 GB のメモリを持つ,4つのIntel(R) Core(TM)i7‐3635QM CPU @

2. 40\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{z} によって,Ubuntu 14.04上において行われた.

本稿では我々の実験結果の一部として以下の入力に関する計算時間を示す.

1. \displaystyle \exists x_{1}\exists x_{2}\exists x_{6}\exists x_{7}(\bigwedge_{1\leq i\leq 6}F_{i}=0 $\Lambda$\bigwedge_{1\leq i\leq 7}P_{i}\neq 0\wedge Q>0) .

F_{1^{=x_{5}x_{1}x_{4}^{2}+x_{4}^{2}-x_{1}x_{2}x_{4}-x_{2}x_{4}+x_{1}x_{2}+3x_{2:}F_{2^{=x_{1}x4}}+x_{3}-x_{1}x_{2},F_{3}=x_{3}x4-2x_{2}^{2}-x_{1}x_{2}-1,F_{4}=2x_{1}x_{2}^{2}+2x_{1}^{2}x_{2}^{2}-2x_{1}^{2}x_{2}+x_{1}^{2}+x}}

F_{5}x_{3}^{2}-x_{1}^{2}x_{2^{X}3-x_{1}x_{2}x+x_{1}^{3}x_{2}+3x_{1}^{2}},,

P_{1^{=x_{1}^{2}+x_{2}+x_{3}^{2}+x4}},P_{2}=x_{6}-x_{3}-1,P_{3}=x_{2}-x_{1},P_{4}=x_{2}-xP=x7-x_{1},P_{6}=x_{6}-x_{2}.

P_{7^{=x_{8}^{7}x_{1}+x_{8}^{6}x_{2}+x_{8}^{5}x_{3}+x_{8}^{4}x_{4}+x_{8}^{3}x_{5}+x_{8}^{2}x_{6}+x_{8}x}7-x_{1}-x_{2}-x_{3}-x4-x_{5}-x_{6}-x_{7}^{3}},

Q=x_{1}x_{7}+x_{2}x_{6}-x_{3}^{100}.

2. \exists v_{1}\exists v_{2}(F=0\wedge P\neq 0) .

F=av1^{3}+3v1^{3}v2+2v1v2+bv2^{3},

P=v1v2(v2-1)(3v1-v2)(v1+v2)(av1+27bv1+9v1^{2}+6)(av1^{3}+3v1^{3}+b+2v1)(av1-bv1-3v1^{2}-2) .

3. \displaystyle \exists c_{2}\exists s_{2}\exists c_{1}\exists s_{1}\exists t(\bigwedge_{1\leq $\iota$\leq 4}F_{i}=0\wedge Q>0) .

F_{1}=r-\mathrm{c}_{1}+l(s_{1}s_{2}+c_{1}c2),F_{2}=z-s_{1}-l(s_{1}c2-s2c_{1})-c_{1},F_{3}=s_{1}^{2}+c_{1}^{2}-1,F_{4}=s_{2}^{2}+\mathrm{c}_{2}^{2}-1,

Q=4c_{1}r+2c_{1}z+2c_{2}l+5s_{1}^{2}-t.

4. \displaystyle \exists x\exists y\exists z\exists w(\bigwedge_{1\leq $\iota$\leq 5}F_{i}=0 $\Lambda$ P\neq 0\wedge Q>0) .

F_{1}=xyw+axz+yz-1, F_{2}=xyz+xz+xy-a, F_{3}=xz+yz-az-x-y-1, F_{4}=axy‐byz, F_{5}=ayz‐bzx:

P=w(-w^{6^{q}}-9w^{4}-135w^{2}-27) ,

Q=w-c.

5. \exists x\exists y(F=0\wedge P\neq 0) .

F=ax^{3}-x^{2}y^{3}+bxy+x+y,

P=(x+1)(y+1)xy(x+y)(x-y)(ax2-1)(x^{3}+ax+b)((-x^{4})+ax^{2}-bx-2)(ax^{3}+bx+x^{2}-x+1) .

6. \displaystyle \exists x\exists y\exists z(\bigwedge_{1\leq $\iota$\leq 4}F_{i}=0 $\Lambda$\bigwedge_{1\leq i\leq 2}P_{i}\neq 0) .

F_{1}=xy+axz+yz-1,F_{2}=xyz+xz+xy-a,F_{3}=xz+yz-az-x-y-1,F_{4}=axy ‐byz,

P_{1}=ayz ‐bzx,P_{2}=azx ‐bxy.

7. \displaystyle \exists x\exists y\exists z\exists u\exists v\exists w(\bigwedge_{1\leq i\leq 6}F_{i}=0 $\Lambda$ P\neq 0 $\Lambda$\bigwedge_{1\leq i\leq 3}Q_{i}>0) .

F_{1}=xyu+axz+yz-1,F_{2}=xyzv+xz+xy-b,F_{3}=axy-byz,F_{4}=ayz ‐bzx,F_{5}=azu ‐buv,F_{5}=auv ‐bvx:F_{6}=avx ‐bxy:

P=axy-wy+y^{2}+b,

Q_{1}=axyz-buv, Q_{2}=ax+y+bz-w, Q_{3}=-buv+ax.

8. \displaystyle \exists s\exists t(F=0 $\Lambda$\bigwedge_{1\leq i\leq 3}P_{$\iota$'}\neq 0) .

F=(t-a)(s-b)+(t^{4}-a^{4})(s^{4}-b^{4})-1,

P_{1}=t-a,P_{2}=s-b,P_{3}=a-b.

9. \displaystyle \exists b_{1}\exists b_{2}\exists c_{1}\exists c_{2}\exists d_{1}\exists d_{2}\exists e_{1}\exists e_{2}\exists fi\exists f_{2}\exists h_{1}\exists h_{2}\exists k_{1}\exists k_{2}(\bigwedge_{1\leq i\leq 20}F_{i}=0 $\Lambda$\bigwedge_{1\leq i\leq 4}P_{i}\neq 0) .

F_{1}=b_{1},F_{2}=b_{2},F_{3}=c_{1}^{2}-1,F_{4}=c_{2_{:}}F_{5}=(a_{1}-d_{1})(b_{1}-c_{1})+(a_{2}-d_{2})(b_{2}-c_{2}),F_{6}=(b_{1}-e_{1})(a_{1}-c_{1})+(b_{2}-e_{2})(a_{2}-c_{2}) ,
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下表は単位を �秒� とした,上記入力1から9に対する,計算時間である. \mathrm{E}_{t} は t 秒で何かしらのエラー

が発生してしまったことを意味し, >_{3600} は3600秒では計算が止まらなかったため計算を終了させたこと

を意味する.

表1: 計算時間

上表の通り,計算量は改善した.ここで,特筆すべきは,等式制約が少ないような入力 (例えば,入力2, 5

及び8) に対しても,本稿によって,改善したことである.

7 まとめ

本稿では,定理8により飽和イデアルの計算なしで定理12の構造が利用可能な分割部を構築した.更に
言えば,そうでない分割部における計算ですらも,定理8により得た自由変数等式制約 c=0 を利用可能と

なり,軽量な計算量で限量子を消去した論理式を計算することも可能にした.

また,CGS‐QE の進歩は近年の CGS アルゴリズムの進歩 ([20] がCGS アルゴリズムのブレイクスルーと

なり,その改良 [6] , [7| , [10], [11] が達成された) の貢献が大きいと思われる.しかしながら,CGS‐QE では,
CGS の性質の全てを使わない.従って,CGS‐QE に特化した CGS の計算も必要であるように思われる.
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