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1 はじめに

限量記号消去法 (Quantifier Elimination: QE) [12, 5, 16] は限量記号がついた一階述語論理式を入力と

して,それと等価で限量記号のない論理式を出力するアルゴリズムである.

QE は多くの応用がある重要なアルゴリズムで,効率化のための様々な研究がなされている.しかし,汎

用QE は,最悪の計算量の下限が限量記号の交代の数に対し,二重指数であること [7] が示されており,現

在知られている最も効率のいい手法であるCylindrical Algebraic Decomposition (CAD) [6] でも,多くと

も5変数程度までの問題しか解けない.そのため,入力に制限を加えることで効率化を実現した専用 QE

が提案されている.例えば,線形や2次など束縛変数の次数に制限を加えた一階述語論理に対するVirtual
Substitution [13, 14], Sign Definite Condition (SDC) と呼ばれる多項式の正定性を求める問題に対して,

Sturm‐Habicht 列を用いた \mathrm{Q}\mathrm{E}[2 , 10] などがある.包括的グレブナー基底系 (Comprehensive Gröbner

System) を利用した \mathrm{Q}\mathrm{E} (以下,CGS‐QE) [15, 9] もその一つで (複数の) 等式制約を持つ場合に効率的に

動作する.

本稿では,不等式制約をもつ論理式に対する CGS‐QE の出力の公式を論理関数処理による手法 [10] で

簡単化する方法について述べる.QE は,自由変数がない閉論理式の場合を除いて,出力の論理式に対して
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別の操作 (実行可能領域の描画) を行うための前処理として用いるものであり,簡単な論理式が生成される

ことが期待される.また,CGS‐QE を含めて再帰的な QE アルゴリズムも多いため,QE 計算の時間を削

減するためにも論理式の簡単化は重要である.

2 CGS‐QE

本稿では以下のような等式制約をもつ一階述語論理式で,等式制約に関するイデアル \{f_{ $\iota$}\} が束縛変数

\overline{X} :=x_{1} ,
. . .

, x_{n} に関して零次元である場合の CGS‐QE の出力の公式を考える.

 $\varphi$\equiv\exists X^{-} (($\Lambda$_{i}f_{i}=0) $\Lambda$($\Lambda$_{J}^{\ell_{=1}}h_{j} >0)) (1)

イデアルが束縛変数に関して零次元であるので,以下の多変数実根個数計算手法 [11] が適用できる.

定理1

I を \mathbb{R}[X^{-}] 上の零次元イデアル, V_{\dot{\mathbb{R}}}(I) を I の \mathbb{R} における多様体とする. f\in \mathbb{R}[X^{-}] に対して, \mathbb{R}[X^{-}]/I を

\mathbb{R} 上の線形空間とみなし, t_{1} ,
. . .

, tk をその基底とする.任意の g\in \mathbb{R}[X^{-}] に対して, \mathbb{R}[X^{-}]/I から \mathbb{R}[X^{-}]/I
への線形写像 $\theta$_{g,i_{\mathrm{J}}},(f)=gt_{ $\iota$}t_{\mathcal{J}}f とする.qg, i,g を $\theta$_{g,i,g} のトレース, M_{g}^{I} を (i,j) 成分を qg,x,j とする対称

行列, $\chi$_{g}^{I}(x) をその特性多項式,  $\sigma$(M_{g}^{I}) を M_{g}^{I} の符号数とする.このとき,以下が成立する.

 $\sigma$(M_{1}^{I})=\#(V_{\mathbb{R}}(I))

今, M_{g}^{I} は実対称行列であるため,その特性多項式は実根のみをもつ.したがって,デカルトの符号律を利

用すれば,正と負の実根の数をそれぞれ正確に数え上げることが出来る.この事実を利用しで,CGS‐QE
では  $\sigma$(M_{1}^{I})\neq 0 となる係数の符号条件を与えることにより,QE が実現される.以下,  $\sigma$(M_{g}^{I}) と  $\sigma$($\chi$_{g}^{I}(x))
を同一視する.

不等式制約を持つ場合には,特性多項式が可約であることが示されている [9].

定理2

I を \mathbb{R}[X] 上の零次元イデアル, h_{1} ,
. . .

, 碗を \mathbb{R}[X] 上の多項式, J=I+\{Z_{1}^{2}-h_{1} ,
. . .

,  Z_{\ell}^{2}-h\ell\rangle を \mathbb{R}[X^{-}, \mathbb{Z}]
上のイデアルとする. k を \mathbb{R}[X^{-}]/I の次元, \{t_{1}, . . . , t_{k}\}\subset T(X) を \mathbb{R}[X^{-}]/I を \mathbb{R}[X^{-}] 上の線形空間とみな

したときの基底とするとき, \{t_{1}Z_{1}^{\mathrm{e}_{1}}Z_{2}^{e_{2}}\cdots Z_{\ell}^{e\ell}, . . . , t_{k}Z_{1}^{e_{1}}Z_{2}^{e_{2}}\cdots Z_{\ell}^{\mathrm{e}\ell}|(e_{1}, \ldots, e\ell)\in\{0, 1\}^{\ell}\} はベクトル空間

\mathbb{R}[X^{-}, \mathbb{Z}]/J の基底をなす. $\chi$_{g}^{J} を g\in \mathbb{R}[X^{-}] に対して,上記の \mathbb{R}[X^{-}, \mathbb{Z}]/J の基底から導入される特性多項

式とする. $\chi$_{g}^{I} を g\in \mathbb{R}[X^{-}] に対して,上記の \mathbb{R}[X^{-}]/I の基底から導入される特性多項式とする.このとき,

非零の定数 c を用いて,以下が成立する.

$\chi$_{g}^{J}(2^{\ell}x)=c\displaystyle \prod_{(e_{1},..,e\ell)\in\{0,1\}^{p}}$\chi$_{gh_{1}\cdot\cdot h_{\ell}}^{I}(x)
不等式制約がある場合に,可約なことを利用すると,因数分解しない場合の公式 (k=d, \ell=0) に代入

した結果よりも非常に簡単になる.以下は, k=2, \ell=2 の場合で,特性多項式が

(x^{2}+a_{1}x+b_{1})(x^{2}+a_{2}x+b_{2})(x^{2}+a_{3}x+b_{3})(x^{2}+a_{4}x+b_{4})

とおいた場合の人手での簡単化結果 [8] である.

(a_{0}\neq 0\wedge b_{0}=0 $\Lambda$ a_{1}=0 $\Lambda$ a_{2}=0\wedge a_{3}=0)\vee(a_{1}<0\wedge b_{1}=0 $\Lambda$ a_{2}=0 $\Lambda$ a_{3}=0)\vee(b_{0}>0\wedge b_{1}=0\wedge a_{2}=0\wedge a_{3}=
0)\vee(a_{1}\leq 0 $\Lambda$ a_{2}<0 $\Lambda$ b_{2}=0\wedge a_{3}=0)\vee(b_{0}>0\wedge a_{1}=0\wedge b_{2}=0\wedge a_{3}=0)\vee(a_{1}\leq 0 $\Lambda$ a_{2}\leq 0\wedge a_{3}<0\wedge b_{3}=
0)\vee(b_{1}=0\wedge a_{2}\leq 0\wedge a_{3}\leq 0 $\Lambda$ b_{3}>0)\vee(b_{0}>0\wedge a_{1}\leq 0 $\Lambda$ a_{2}\leq 0 $\Lambda$ b_{3}=0)\vee(a_{1}\leq 0\wedge b_{1}>0\wedge a_{2}\leq 0 $\Lambda$ b_{3}=
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 0)\vee(a_{1}\leq 0 $\Lambda$ a_{2}\leq 0 $\Lambda$ b_{2} >0\wedge\'{o} 3\leq 0)\vee(b_{0}>0\wedge b_{1}\leq 0 $\Lambda$ a_{2}\leq 0 $\Lambda$ b_{2}>0)\vee(b_{0}>0\wedge a_{1}\leq 0 $\Lambda$ b_{1}>0 $\Lambda$ b_{2}\leq
0) \vee (ao \neq 0 \wedge b0 = O \wedge bĨ <0 $\Lambda$ a_{2}=0 $\Lambda$ a_{3}=0 ) \vee(a_{0}\neq 0\wedge b_{0}=0\wedge a_{1}=0\wedge b_{2}<0 $\Lambda$ a_{3}=0)\vee(b_{0}>0 $\Lambda$ a_{1}\leq

 0\wedge a_{3}<0 $\Lambda$ b_{3}\geq 0)\vee(a_{1}\leq 0 $\Lambda$ b_{1}>0\wedge a_{3}<0\wedge b_{3}=0)\vee(b_{0}>0 $\Lambda$ a_{2}\leq 0 $\Lambda$ a_{3}<0 $\Lambda$ b_{3}\geq 0)\vee(b_{1}<0 $\Lambda$ a_{2}\leq
 0 $\Lambda$ a_{3}<0\wedge b_{3}\geq 0)\vee(a_{2}\leq 0 $\Lambda$ b_{2}>0\wedge a_{3}<0 $\Lambda$ b_{3}=0)\vee(a_{1}\leq 0 $\Lambda$ b_{2}<0 $\Lambda$ a_{3}<0\wedge b_{3}\geq 0)\vee(a_{0}\neq 0\wedge b_{0}=

 0\wedge b_{1}\neq 0 $\Lambda$ b_{2}\neq 0\wedge b_{3}\neq 0)\vee(a_{0}=0 $\Lambda$ a_{1}\neq 0 $\Lambda$ b_{1}=0 $\Lambda$ b_{2}\neq 0 $\Lambda$ b_{3}\neq 0)\vee(.b_{0}\neq 0\wedge a_{1}\neq 0\wedge b_{1}=0\wedge b_{2}\neq 0 $\Lambda$ b_{3}\neq
 0)\vee(a_{0}=0\wedge b_{1}\neq 0 $\Lambda$ a_{2}\neq 0\wedge b_{2}=0 $\Lambda$ b_{3}\neq 0)\vee(b_{0}\neq 0 $\Lambda$ b_{1}\neq 0\wedge a_{2}\neq 0\wedge b_{2}=0\wedge b_{3}\neq 0)\vee(a_{1}<0 $\Lambda$ b_{1}\geq
 0 $\Lambda$ a_{3}\leq 0 $\Lambda$ b_{3}>0)\vee(b_{0}>0\wedge b_{1}<0 $\Lambda$ a_{2}\leq 0 $\Lambda$ b_{3}\leq 0)\vee(b_{1}<0 $\Lambda$ a_{2}\leq 0\wedge b_{2}>0\wedge b_{3}\leq 0)\vee(b_{0}>0 $\Lambda$ a_{1}\leq
 0 $\Lambda$ b_{2}<0 $\Lambda$ b_{3}\leq 0)\vee(a_{1}\leq 0\wedge b_{1}>0 $\Lambda$ b_{2}<0\wedge b_{3}\leq 0)\vee(a_{0}\neq 0\wedge b_{0}\geq 0 $\Lambda$ a_{1}=0 $\Lambda$ a_{2}=0\wedge b_{3}<0)\vee(a_{1}<
0 $\Lambda$ b_{1}\geq 0\mathrm{A}a_{2}\leq 0\wedge b_{3}<0)\vee(a_{0}\neq 0 $\Lambda$ b_{0}\geq 0\wedge b_{1}\leq 0 $\Lambda$ a_{2}<0\wedge b_{2}\geq 0 $\Lambda$ a_{3}\leq 0)\vee(a_{0}\neq 0\wedge b_{0}\geq 0\wedge a_{1}<

 0 $\Lambda$ b_{1}\geq 0\wedge b_{2}\leq 0\wedge a_{3}\leq 0)\vee(a_{0}\neq 0 $\Lambda$ b_{0}=0\wedge b_{1}\neq 0 $\Lambda$ b_{2}\neq 0 $\Lambda$ a_{3}=0)\vee(a_{0}=0 $\Lambda$ a_{1}\neq 0 $\Lambda$ b_{1}=0\wedge b_{2}\neq
 0\wedge a_{3}=0)\vee(b_{0}\neq 0\wedge a_{1}\neq 0\wedge b_{1}=0\wedge b_{2}\neq 0 $\Lambda$ a_{3}=0)\vee(a_{0}=0\wedge b_{1}\neq 0\wedge a_{2}\neq 0\wedge b_{2}=0\wedge a_{3}=0)\vee(b_{0}\neq
 0\wedge b_{1}\neq 0\wedge a_{2}\neq 0 $\Lambda$ b_{2}=0 $\Lambda$ a_{3}=0)\vee (  b_{0}>0\wedge b_{1}<0 $\Lambda$ a_{3}<0 $\Lambda$ b_{3} \geq O) \vee (ó0 >0\wedge b_{2}<0 $\Lambda$ a3 <0\wedge b_{3}\geq

 0)\vee(b_{1}<0\wedge b_{2}<0 $\Lambda$ a_{3}<0 $\Lambda$ b_{3}\geq 0)\vee(a_{0}\neq 0 $\Lambda$ b_{0}=0 $\Lambda$ b_{1}\neq 0 $\Lambda$ a_{2}=0 $\Lambda$ b_{3}\neq 0)\vee(b_{0}>0\wedge a_{1}\neq 0 $\Lambda$ b_{1}=
0\wedge a_{2}=0 $\Lambda$ b_{3}\neq 0)\vee(a_{0}\neq 0\wedge b_{0}=0\wedge a_{1}=0\wedge b_{2}\neq 0\wedge b_{3}\neq 0)\vee(a_{0}=0 $\Lambda$ a_{1}=0 $\Lambda$ a_{2} \neq 0 \wedge b2 = 0 \wedge ó3 \neq

 0)\vee(b_{0}\neq 0\wedge a_{1}=0\wedge a_{2}\neq 0 $\Lambda$ b_{2}=0\wedge b_{3}\neq 0)\vee(a_{0}\neq 0\wedge b_{0}\geq 0\wedge b_{1}\leq 0 $\Lambda$ b_{2}\leq 0 $\Lambda$ a_{3}\leq 0 $\Lambda$ b_{3} >0) \vee (óo >

0\wedge b_{1}>0\wedge b_{2}>0\wedge b_{3}\leq 0)\vee(b_{0}>0\wedge b_{1}<0\wedge b_{2}<0 $\Lambda$ b_{3}\leq 0)\vee(a_{0}\neq 0 $\Lambda$ b_{0}\geq 0\wedge a_{1}<0\wedge b_{1}\geq 0\wedge a_{2}<
0\wedge b_{2}\geq 0)\vee(b_{0}\leq 0 $\Lambda$ b_{1}>0\wedge a_{2}<0\wedge b_{2}\geq 0 $\Lambda$ b_{3}>0)\vee(a_{0}\neq 0\wedge b_{0}\geq 0\wedge b_{1}\leq 0 $\Lambda$ a_{2}<0\wedge b_{2} \geq 0 \wedge ó3 <

 0)\vee(a_{0}\neq 0 $\Lambda$ b_{0}\geq 0\wedge a_{1}<0\wedge b_{1}\geq 0 $\Lambda$ b_{2}\leq 0 $\Lambda$ b_{3}<0)\vee(a_{0}\neq 0 $\Lambda$ b_{0}=0 $\Lambda$ a_{1}\neq 0\wedge b_{1}=0 $\Lambda$ b_{2}\neq 0\wedge a_{3}\neq
 0\wedge b_{3}=0)\vee(a_{0}\neq 0\wedge b_{0}=0\wedge b_{1}\neq 0\wedge a_{2}\neq 0\wedge b_{2}=0\wedge a_{3}\neq 0 $\Lambda$ b_{3}=0)\vee(a_{0}=0 $\Lambda$ a_{1}\neq 0 $\Lambda$ b_{1}=0\wedge a_{2}\neq

 0\wedge b_{2}=0 $\Lambda$ a_{3}\neq 0 $\Lambda$ b_{3}=0)\vee(b_{0}\neq 0 $\Lambda$ a_{1}\neq 0 $\Lambda$ b_{1}=0 $\Lambda$ a_{2}\neq 0\wedge b_{2}=0 $\Lambda$ a_{3}\neq 0 $\Lambda$ b_{3}=0)\vee(a_{0}\neq 0\wedge b_{0}=
0\wedge a_{1}\neq 0 $\Lambda$ b_{1}=0\wedge a_{2}=0\wedge a_{3}\neq 0\wedge b_{3}=0)\vee(a_{0}\neq 0\wedge b_{0}=0\wedge a_{1}=0\wedge a_{2}\neq 0\wedge b_{2}=0\wedge a_{3}\neq 0\wedge b_{3}=0)

一方, k=8, \ell=0 の公式に上記の特性多項式を代入すると,上記の式よりも冗長になる上,係数は

a_{1}, b_{1} ,
. . .

, a_{4}, b_{4} の4次式となり,後処理での計算量も大きくなる.

3 論理式の簡単化

本節では,例を用いて,本稿で扱う論理式の簡単化について述べる.通常,自由変数がない閉論理式の場

合を除いて出力の論理式に対して,実行可能領域の描画などの別の操作を行うための前処理として \mathrm{Q}\mathrm{E} は

用いられる.そのため,QE の出力はできるかぎり簡単であるべきである.また,再帰的な QE アルゴリズ

ムも多いため,QE としての計算量を削減するためにも論理式の簡単化は重要である.(QE の出力はアルゴ

リズムや実装方法によって大きく異なる.いくつかの QE ツールでの実行結果を付録 \mathrm{A} に掲載している)

以下では,定理1の手順で得られる特性多項式 $\chi$_{g}^{I}(x) を単に特性多項式と表記する.モニックであると

仮定しても一般性を失わないので,特性多項式を x^{d}+\displaystyle \sum_{i=0}^{d-1}C_{ $\iota$}x^{ $\iota$} とする.

d=2 (例えば, k=2, \ell=0 ) の場合を例に考える.前節で述べたように,表1 (これを本稿では真偽値

表とよぶ) のように C_{1}, C_{0} の符号により,与えられた論理式 (1) の真偽が判定できる.例えば1行目は,

C_{1}<0\wedge C_{0}<0 を表していて,このとき特性多項式の係数の符号列は [+, -, -] となり,正の実根の数も

負の実根の数も1である.従って,符号数は 0 となり,この条件のとき定理1より (1) は偽となる.表1

の真の行を取り出せば,(1) と等価な CGS‐QE の出力の論理式 (2) が構築できる.ここでは, >, <, = の
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表1: 真偽値表 :次数2の特性多項式の係数の符号と真偽値の関係

みを用いていることに注意されたい.

 C_{1}<0\wedge C_{0}=0\vee

 C_{1}>0 $\Lambda$ C_{0}=0\vee
(2)

 C_{1}<0\wedge C_{0}>0\vee

 C_{1}>0\wedge C_{0}>0

ここで, g=0\vee g>0\Leftrightarrow g\geq 0 を利用すると,以下の等価な式が得られる.

 C_{1}<0\wedge C_{0}\geq 0\vee
(3)

 C_{1}>0\wedge C_{0}\geq 0

さらに, g<0\vee g>0\Leftrightarrow g\neq 0 を利用すると,以下のような簡単な式が得られる.

C_{1}\neq 0 $\Lambda$ C_{0}\geq 0

出力の形式を選言標準形 (\displaystyle \bigwedge_{ $\iota$}C_{i}$\rho$_{x},\mathcal{J}0) の形式に制限すると,論理式の簡単化は表の真の表を取り出し

て得られた論理式たちに対して,上記の操作をどううまく組み合わせるかという問題になる.しかし,次

数が大きな問題では,組合せが膨大で,手作業で上記の操作を行って簡単化するのは困難である.そこで,

論理式の簡単化を組合せ最適化問題のひとつである集合被覆問題として扱い,計算機で解くことを考える.

定義3

要素集合 T=\{1, . . . , |T|\} , その部分集合 S, T の部分集合の族 V' が与えられたとき,すべての i\in S に

対してある v\in V' が存在し, i\in v となる条件を満たすとき, V' は S を被覆するという. T の部分集合族

V=\{v_{1}, . . . , v_{n}\} が与えられたとき, S を被覆するようにいくつかの集合を選び,選んだ集合に付けられ

た重みの総和を最小にする問題を集合被覆問題という.この問題は以下のような0—1整数最適化問題と

して定式化される.

minlmlze \displaystyle \sum_{j=1}w_{j^{X}j}
れ

subject to \displaystyle \sum_{g=1}a_{ $\iota$}x_{j}nJ\geq 1, i\in S

x_{j}\in\{0, 1\} (\forall j\in\{1, \ldots, n\})
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\bullet  a_{ij}:i\in v_{j} ならば1, そうでなければ 0 となる定数

\bullet  w_{J} :集合 vj の重み (正の定数)

\bullet  x_{\mathcal{J}} :集合 v_{J} が集合被覆に含まれるなら1, そうでなければ 0 となる変数

T を真偽値表の行番号の集合, S を真偽値表の真となる行番号の集合 (論理式  $\varphi$ を表現) ,  V の要素を論理

積のみで表現される偽の行を含まない論理式の行番号の集合,つまり, $\Lambda$_{ $\iota$}C_{$\iota$'}$\rho$_{ $\iota$}0($\rho$_{i}\in\{>, <, =, \geq, \leq, \neq, \mathrm{T}\})
で表現されるもの (ただし, C_{i}\mathrm{T}0\leftrightarrow \mathrm{T} とする) で,偽の行を含まないものとすると,最適化によって得

られる最適解のうち x_{J}=1 となるような v_{J} に対応する論理式の論理和を取れば,重みによって定められ

る簡単な論理式が得られる.すべての重みを w_{J}=1 とすると,論理和の数を最小にする問題となる.

上記の例 (2次の場合) では, T=\{1 , 2, . . .

,
9 \}, S=\{4 , 6, 7, 9 \} で,CĨ  $\rho$ 10 \wedge CO  $\rho$OO で表現されるもの

で,偽の領域を含まない以下の論理式が  V の要素となる.

C_{1}<0 $\Lambda$ C_{0}=0\leftrightarrow\{4\}

C_{1}>0\wedge C_{0}=0\leftrightarrow\{6\}

C_{1}<0\wedge C_{0}>0\leftrightarrow\{7\}

C_{1}>0\wedge C_{0}>0\leftrightarrow\{9\}

C_{1}\neq 0\wedge C_{0}=0\leftrightarrow\{4, 6\}

C_{1}\neq 0\wedge C_{0}>0\leftrightarrow\{7, 9\}

C_{1}<0\wedge C_{0}\geq 0\leftrightarrow\{4, 7\}

C_{1}>0\wedge C_{0}\geq 0\leftrightarrow\{6, 9\}

C_{1}\neq 0\wedge C_{0}\geq 0\leftrightarrow\{4, 6, 7, 9\}

例えば,{1, 9} は, C_{1}<0\wedge C_{0}<0\vee C_{1}>0\wedge C0>0 であり, C_{1}\cdot C0>0 と表現できるが,本稿では被

覆の候補とはしていない.

集合被覆問題は整数計画問題なので,整数計画ソルバーを用いて解くことができる.しかし,その計算量
はNP 困難であることが知られており,規模の大きな問題の厳密解を得ることは困難である.

そのため,Cylindrical Algebraic Decomposition による QE における論理式の構築においては,効率的

に計算するための近似手法 [4] が提案されている.Sign Definite Condition専用 QE の出力の簡単化にお

いては,次節で説明する論理関数処理を用いた方法 [10] が提案されている.

4 論理関数処理を用いた論理式の簡単化

本節では,論理関数処理を用いた論理式の簡単化 [10] について述べる.本手法は,有限個の多項式が与

えられ、それら符号により真偽値が決定されるような論理式の簡単化に適用できる.つまり,真偽値表が得

られているような状況で,簡単な論理式を構築したい場合に適用可能である.論理関数処理は特別な集合

被覆問題のみを扱うため,汎用の整数計画ソルバーで解くよりも効率的に解ける.

4.1 論理代数とブール式の簡単化

ここでは論理代数と論理関数を定義する.
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定義4

論理代数は,論理値の集合 B=\{0 ,
1 \} に関する論理積 () , 論理和 (\oplus) , 論理否定の3つの演算から

なる代数系として定義される.ここで論理積,論理和,論理否定は図1のように定義される.

\ovalbox{\tt\small REJECT}_{10}^{xx_{1}'}0
図1: 論理演算子 (論理積論理和論理否定)

定義5

論理変数およびその否定のことをリテラル(literal), 1個のリテラル,または複数個の互いに異なる変数の

リテラルの論理積を積項 (product term), 1個の積項,または複数の異なる積項の論理和を積和形 (sum‐of‐
products form または disjunctive form) と呼ぶ.

定義6

定義4における論理演算子と括弧,及び任意の個数の論理変数と論理定数 (0 または1) を組み合わせて

計算手順を表した式をブール式(Boolean expression) と呼ぶ.また,関数 f : B^{n}\rightarrow B を論理関数 (logic

function) と呼ぶ.

定義7

n 変数論理関数の入力値の 0, 1の組み合わせは 2^{n} 通りある.通常の論理関数は,すべての入力の組み合

わせに対する出力が定義されており,そのような論理関数を完全指定論理関数(completely specihed logic

function) と呼ぶ.それに対して,一部の入力値に対しては,出力が未定義な論理関数を不完全指定論理関

数(incompletely specified logic function) と呼び,出力が未定義な入力値をドントケア (don�t care: DC) と

呼ぶ.

例えば, (X \oplus Y)' と X'\oplus Y' は等価な論理関数であるように1つの論理関数は複数の等価なブール式

により表現できる.本稿では,与えられたブール式に対して,等価でより積項数の少ないブール式を得るこ

とをブール式の簡単化と呼ぶ.不完全指定論理関数では,ドントケアを都合の良い値に解釈して,ブール式

をより簡単化できる場合がある.

論理関数を表すブール式を簡単化することは回路素子の数や配線の本数が少なくなる設計につながるた

め実用上重要である.そのため,二分決定グラフ(Binary Decision Diagram: BDD) を用いた厳密解法や

ヒューリスティクスを用いた近似解法ESPRESSO[3] など多くの研究がなされている.

4.2 論理式とブール式

論理関数処理を利用して,論理式を簡単化することを考える.考えている問題において,表1に対応す

る真偽値表 (  $\tau$ :{‐1,0,1}d \mapsto {真,偽,DC}) が得られているとする.つまり,  d 個の多項式 \{C_{i}\}_{i=0}^{d-1} が与

えられて,それら符号を決定すれば真偽値が決まるとする.

まず,論理式 (2) をブール式で記述することを考える.論理変数は2つの値をとり,符号は3つの値を

とるので2つの論理変数 Xí, Yl を用いて C_{i} の符号を表現する.例えば,Xí Yi�を零,Xi Y_{$\iota$'}' を正,

X_{l}' 巧を負とすると,表2のような対応になる.X $\iota$�はXí OY \oplus Xí OYi�と等価なので,  C_{ $\iota$}<0\vee C_{ $\iota$}=0
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表2: ブール式と論理式の対応

を表現しており,つまり, C_{i}\leq 0 と対応する.論理変数2つでは,非等式 ( \neq ) が表現されないことに注意

されたい.

上記の設定で,論理式 (2) はブール式で

Xí ④  Y_{1} ④XÓ  Y_{0}'\oplus

 X_{1}Y_{1}'X_{0}'\mathrm{C}Y_{0}'\oplus

 X_{1}'Y_{1}X_{0}Y_{0}'\oplus

 X_{1}Y_{1}'X_{0}

と記述できる.例えば, C_{1}<0\wedge C_{0}>0 は,表2から X_{1}=0\wedge Y_{1}=1\wedge X_{0}=1 $\Lambda$ Y_{0}=0 であり,上

記のブール式に代入すると1が復帰される.このブール式を論理関数処理により簡単化 (Z\oplus Z'=1 を利

用 ) すると,

X_{1} yÓ \oplus

 Y_{1} YÓ

が得られ,表2から簡単化された以下の論理式 ((3) と同一) が得られる.

 C_{1}>0 $\Lambda$ C_{0}\geq 0\vee

 C_{1}<0 $\Lambda$ C_{0}\geq 0

4 \cdot 3 ドントケア

ドントケアを用いるとブール式がより簡単化できる.本稿の問題設定では,  X_{i} ⑦は入力として現れな

いのでドントケアとして扱うことができる.

その他に,真偽値表の各行 (\wedge C_{l}$\rho$_{l}0) を満たす自由変数が存在しない場合には,その論理式は偽になるの

で,それを論理和として加えても加えなくても結果に影響しない.別の言い方をすると,この論理式によっ

て表現される集合は空なので,その真偽値を真としても偽としても結果に影響が無いため,ドントケアと

扱うことができる.

例えば,表1においては,符号数が負になっている行があるが,定理1から,  $\sigma$($\chi$_{1}^{J}) は V_{\mathbb{R}}(J) の要素

数を表しており,非負の値を取ることが保証される.つまり,符号数が負になる行の条件を満たす自由変数

は存在しないことになる.また, C_{1}=0 $\Lambda$ C_{0}>0 の場合には,特性多項式は実根をもたないので,特性多

項式が実対称行列から生成されるという仮定を満たさない.このように各行を満たす実数が存在しないも

のをドントケアとすると,表3が得られ,すべてのドントケアを真と扱えば,

C_{0}\geq 0
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表3: 真偽値表 :次数2の特性多項式の係数の符号と真偽値の関係 (DC あり)

が得られる.

ドントケアとなる符号条件をみつけさえすれば,論理関数処理がドントケアを真または偽のどちらに扱

うべきかは判断し,簡単なブール式を生成する.

図2に表3に対応するESPRESSO [1] を利用して解いた実行例を示す.入カファイルの3行目から8

行目が表3を表している.最初の4列が Xl, Yl, Xo, Yb の値を表していて (表2のPLA 行参照) , 最後の

列に入力値に対応する論理式の真偽値を表している.真偽値は真の場合に1, 偽の場合に 0 , ドントケアの

場合に2を記述する.偽の場合はその行を省略可能である.9行目から10行目は,Xi OY1をドントケア

と扱うことを表している.このファイルを入力として実行すると出力として,「---01 」 の1行が得られ,

表2から,等価な論理式 Co\geq 0 が得られる.

1. \mathrm{i} 4 . \mathrm{i}4

2.\circ 1 .\circ 1

301001 \mathrm{p}1
40000 2 -01

51000 2 \mathrm{e}

60110 1

70010 2

81010 2

9 11--2

10 --112

11 . \mathrm{e}

図2: 表3に対応するESPRESSOコマンドの入力 (左) と出力 (右)

注意1

集合被覆問題でも自然にドントケアを扱うことが出来る.表1を用いた,3節の場合に対して, S は表3

のうち真となる行の論理和なので,より小さな集合 {4, 7} になる.被覆の候補 V は,表3のうち,偽を含
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まない論理積で表現される集合は以下になる.(ドントケアのみを含むものは冗長なので削除している)

C\ovalbox{\tt\small REJECT}<0 $\Lambda$ C_{0}=0\leftrightarrow\{4\}

C_{1}\leq 0 $\Lambda$ C_{0}=0\leftrightarrow\{4, 5\}

C_{1}\neq 0 $\Lambda$ C_{0}=0\leftrightarrow\{4, 6\}

C_{0}=0\leftrightarrow\{4, 5, 6\}

C_{1}<0 $\Lambda$ C_{0}>0\leftrightarrow\{7\}

C_{1}\leq 0 $\Lambda$ C_{0}>0\leftrightarrow\{7, 8\}

C_{1}\neq 0\wedge C_{0}>0\leftrightarrow\{7, 9\}

C_{0}>0\leftrightarrow\{7, 8, 9\}

C_{1}<0 $\Lambda$ C_{0}\geq 0\leftrightarrow\{4, 7\}

C_{1}\leq 0 $\Lambda$ C_{0}\geq 0\leftrightarrow\{4, 5, 7, 8\}

C_{1}\neq 0\wedge C_{0}\geq 0\leftrightarrow\{4, 6, 7, 9\}

C_{0}\geq 0\leftrightarrow\{4, 5, 6, 7, 8, 9\}

対応する論理式に含まれる論理式の数を考慮するように重みを設定すると, C_{0}\geq 0 を求めることができる.

集合被覆問題の立場からは,ドントケアを利用することで,被覆される S は集合として小さくなる上,被

覆の候補集合 V の要素が多くなるため,より簡単な結果が得られることになる.

5 特性多項式の係数が満たす条件

本節では,特牲多項式 $\chi$_{1}^{J}(x) の係数の符号がみたすべき必要条件を考える.本節で示す必要条件をみた

さない符号条件は,ドントケアとして扱い,簡単化に利用する.ここで,ドントケアとして扱える符号条件

を多く見つけることが,論理式の簡単化につながる.ここでは,イデアル伍 \rangle の任意の元に対して,  h_{J}\neq 0
であると仮定する.つまり, h_{J}>0 と h_{J}\geq 0 が同一視できる状況であるとする.

定理1を利用して得られる必要条件を以下に示す.

\bullet $\chi$_{1}^{J} は実根のみをもつ.

\bullet $\sigma$($\chi$_{1}^{I})\geq 0,  $\sigma$($\chi$_{1}^{J})\geq 0.

\bullet$\chi$_{1}^{I}\neq x^{k}, $\chi$_{1}^{J}\neq x^{d}.

実根のみをもつときの係数の符号の条件として,以下の定理が利用できる.

定理8

次数 áの多項式 g(x) の係数の符号変化の数を N(g(x))_{f}x=0 の重根度を u とする. g(x) が実根のみを

もつ場合には,以下が成立する.

N(g(x))+N(g(-x))+u=d

証明 デカルトの符号律から, N(g(x)) は正の実根の最大値, N(g(-x)) は負の実根の最大値である. g

の実根の個数は重複を込めて高々 N(g(x))+N(g(-x))+u 個であり,この値は d 以下の値をとる.した

がって, d より小さい場合にはかならず虚根を持つ I

定理2から以下の係数の符号に関する必要条件が得られる.
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\bullet  $\sigma$($\chi$_{1}^{J}) は 2^{\ell} で割り切れる.

\bullet \ell=1 のとき, | $\sigma$($\chi$_{h_{1}}^{I})|\leq $\sigma$($\chi$_{1}^{I}) .

\bullet 任意の (el, . . .

,  e_{\ell} ) \in\{0, 1\}^{\ell} に対して ( $\sigma$($\chi$_{1}^{I})+ $\sigma$($\chi$_{h_{1}^{\mathrm{e}_{1}}\cdot\cdot h_{Z}^{\mathrm{e}_{\ell}}}^{I}(x)))/2\geq $\sigma$($\chi$_{1}^{J}(x))/2^{p}.
\bullet\ell=2 のとき, i\in\{1 ,

2 \} に対して  $\sigma$($\chi$_{h_{ $\iota$}}^{I})= $\sigma$($\chi$_{1}^{I}) ならば,  $\sigma$($\chi$_{h_{3-v}}^{I})= $\sigma$($\chi$_{h_{1}h_{2}}^{I}) .

さらに,以下のように部分問題を定義すると,任意の部分問題は  $\varphi$ の必要条件であり,上記の条件を満

たす必要がある.

定義9

 M を添字集合 \{ 1, . . .

, \ell\} の部分集合, S を M の直和分解とする.すなわち, S の任意の2つの要素は互

いに素で, M=\displaystyle \bigcup_{s\in S^{S}} が成立する.このとき,以下を  $\varphi$ の部分問題と呼ぶ.

\displaystyle \exists x_{1}\cdots\exists x_{n}(($\Lambda$_{i}f_{l}=0) $\Lambda$(\bigwedge_{s\in S}\prod_{J\in s}h_{j}>0))
これらの条件を満たさない入力をドントケアとして簡単化実験を行った.

6 計算機実験結果

表4に統計情報を示す. d が同じ値の場合でも因数分解可能な条件を用いることで,非常に小さな論理式
を構成できていることが確認できる.たとえば, k=8, \ell=0 の場合には,10個の論理和だったのに対し

て, k=2, \ell=2 の場合には,97.82% の符号情報をドントケアとして扱えたこともあり,論理和記号3個

にまで簡単化できている.以下が簡単化によって得られた式である.2節で紹介した手計算での簡単化結果

にくらべて大きく改善できていることがわかる.

 a_{2}<0\wedge b_{2}>0\wedge b_{4}<0\vee

 a_{3}<0\wedge b_{3}>0 $\Lambda$ b_{4}<0\vee

\'{O} 3<0\wedge a_{4}<0 $\Lambda$ b_{4}>0\vee

 a_{2}<0\wedge b_{2}\geq 0 $\Lambda$ a_{4}<0

3^{d} 個の符号条件の列挙および評価が必要で,最大で特性多項式の次数 á = 16まで計算できているが,扱

える不等式の数としては高々 3程度という状態である.不等式が4個以上の場合は,例えば,不等式が4
個 (\ell=4) の場合には, k=2 の場合でも d=32 で 3^{32}\approx 2^{50} 行の真偽値表が必要なので,実時間での

計算の完了が期待できない状態である.

7 まとめ

論理関数処理による簡単化手法により,不等式制約をもつ論理式に対する CGS‐QE の出力の公式を構築

する方法について述べた.特性多項式の係数の符号が満たす必要条件を利用して,従来よりも簡単化した

結果が得られるようになった.

今後の課題としては,特性多項式の係数の符号が満たす必要十分条件を見つけることでさらに簡単化さ

せることがある.また,現在の手法を直接適用できない d が大きな問題に対する公式構築が課題として残っ

ている.
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表.4: 簡単化結果: 「k」 列は等式制約を満たす実根の数 (\#(V_{\mathbb{R}}(I))= $\sigma$($\chi$_{1}^{I})) , [\ell」‐ 列は不等式制約の数,
「  d」 列は $\chi$_{1}^{J} の次数を表す. \mathrm{r}_{15\rfloor} 列は $\chi$_{1}^{J} が虚根を持たない条件のみを利用した結果 [9] である.「実根」

列は,定理1のみから得られる必要条件をドントケアとして簡単化した結果である.記号の部分は実
験を行っていない.「提案手法」 列は,「実根」 に加えて,定理2から得られる必要条件をドントケアとし

て簡単化した結果である.それぞれ,論理和記号 \vee の数を表し, * 記号がついているものは近似解である.

「提案手法」 における空欄は \ell=0 で因数分解できないため,「実根」 の場合と同じ結果になる.「真」 列と

「偽」 列はそれぞれ,提案手法において真および偽となる符号条件の数を表す.「 \mathrm{D}\mathrm{C}」 列は ドントケアと扱っ

た符号条件の全体からの割合を表す.
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A QE ツールの出力の比較

本節で,複数のアルゴリズムおよび実装での実行例を示す.一部、出力結果にインデントを揃える修正を

加えている.入力は以下を用いた.

\exists x(-1\leq x\leq 3\wedge k=x^{3}/3-ax^{2}/2\wedge a>0)

同じ CAD を用いていても、Mathematica, QEPCAD, SyNRAC, REDLOG で出力が大きく異なる.専

用アルゴリズムは出力が大きいことが確認できる.

以下は,Mathematica の結果である.Cylindrical Algebraic Decomposition (CAD) が動作した結果と

推測される.Resolve コマンドでも同じ結果であった.
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以下は,SyNRAC の実行結果である.qe コマンドは Sign Definite Condition 専用の QE [2, 10] が動作

した結果で,cad コマンドは CAD による QE の結果である.
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以下は,QEPCAD の実行結果である.Mathematica と同様 CAD が動作している.必要条件を利用し

ており,選言標準形になっていないことが特徴の一つである.(式構築のオプションで変更可能)
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以下は,REDLOGによる QE の実行結果である.rlqe はCAD による \mathrm{Q}\mathrm{E} の結果だと推測されるが,

rlcad と少し結果が異なるものだった.rlhqe はCGS‐QE による結果で,非常に冗長なものになっている.
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以下は RegularChains パッケージの結果である.

141



以下は,本稿の簡単化結果を利用した CGS‐QE による実行結果である.SyNRAC のSDC よりは冗長で

あるが,REDLOG のrlqe, rlhqe よりも簡単な結果が得られている.RegularChains に比べると論理和の

数が少ないが,原子論理式のサイズが大きくなっている.(これは本稿の簡単化の影響ではなく,特性多項

式の係数のサイズが大きいことが理由)
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