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DLA IまDiffusion‐Limited Aggregation の略で,
日本語では拡散律速凝集と呼ばれる (cf. [30]). 始めに一

点に置かれた粒子を核とし,無限遠からランダムに放た
れた粒子が吸着していくことでクラスタが成長していく
過程を言う.それは1981年にWitten‐Sander ([28],[29])
によりパターン形成の単純なモデルとして導入された
もので,シミュレーションによって樹木のような形状が
現れることから,フラクタル的な性質が注目された.

本稿では,DLA とその類似のモデルに関する数学的
研究について概観する (証明手法に踏み込めず結果の羅 図1: Witten‐Sander [28] , pp.1401より.平面

列でしかないことを予めお断りします). なお,DLA の正方格子上で3600粒子のランダム凝集.

解説として [4] および [31] も参照されたい.

1 正方格子

粒子は格子点を中心にして配置された幅1の立方体とみなし,粒子同士が側面で接触した
ときに吸着することでクラスターが成長する過程を考える.集合 A\subset \mathbb{Z}^{d} の境界を, A の

隣接点の全体,すなわち

\partial A=\{y\in A^{c}:\exists x\in A, |y-x|=1\} (1.1)

で \not\in_{ $\iota$} める.但し, A^{c}=\mathbb{Z}^{d}\backslash A とし, |\cdot| はEuclid ノルムを表す.集合 A ごとに境界 \partial A

上の確率分布  $\mu$\partialA(以下では仮に境界分布と呼ぶ) が与えられたとき,クラスター成長の過
程 \{A_{n}\} が次のように定まる.それは \mathbb{Z}^{d} の部分集合値のマルコフ過程であって,クラス
ターの推移確率,すなわちクラスター A_{n} の隣接点 y に新しい粒子が一つ吸着してクラス
ター A_{n+1} に成長する確率が,

P(A_{n+1}=A_{n}\cup\{y\}|A_{n})=$\mu$_{\partial A_{n}}(y) (1.2)

によって与えられるものである.但し,左辺は確率変数 A_{n} による条件付き確率を表す.

言い換えると,各時刻に粒子が吸着する場所巧,Y2, . . . が

P(Y_{n+1}=y|Y_{1}=y_{1}, \ldots, Y_{n}=y_{n})=$\mu$_{\partial\{0,y_{1},\ldots,y_{n}\}}(y) (1.3)

を満たすということに他ならない.以下では,初期値 Ao は原点の一点集合としておく.
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Witten‐Sander [29] で引き合いに出されているが,クラスター成長の最も単純なモデ
ルに Eden モデル ([10],1961) がある.それは境界点のうちから一様分布に従って一点ず
つ選んで粒子が吸着していく過程であり,言い換えると,境界分布として \partial A 上の一様分
布を選ぶことによって得られる,すなわち,推移確率が

P(A_{n+1}=A_{n}\displaystyle \cup\{y\}|A_{n})=\frac{1}{|\partial A_{n}|} (1.4)

によって与えられるものである.但し, |B| は集合 B の点の個数を表す.

Witten‐Sander のDLA を数学的に定式化するには,「無限遠からランダムに放たれた
粒子の吸着」 を境界分布によって表現する必要がある.これは格子上のランダムウォー

クの到達確率の極限として捉えることができる.Kesten([15],[16],1987;[17],1990) および

Lawler ([20, §2],1991) の数学モデル (これを仮に DLA 過程と呼ぶ) と結果を紹介する.

(\{S_{n}\}, P_{x}) を \mathbb{Z}^{d} 上の x 出発単純ランダムウォークとする.空でない B\subset \mathbb{Z}^{d} に対し

T_{B}=\displaystyle \inf\{n\geq 1:S_{n}\in B\} (1.5)

と定め,これを集合 B への到達時刻と呼ぶ.但し, \displaystyle \inf\emptyset=\infty と約束,すなわち到達しな

いことを到達時刻が無限大と理解する.従って  T_{B}<\infty ならば,到達点  S_{T_{B}} は B に属す
る点である.二点 x, y\in \mathbb{Z}^{d} に対し

H_{B}(x, y)=P_{x} (S_{T_{B}}=y|T_{B}< \mathrm{o}\mathrm{o} ) :=\displaystyle \frac{P_{x}(S_{T_{B}}=y,T_{B}<\infty)}{P_{x}(T_{B}<\infty)} (1.6)

と定める.従ってとくに \displaystyle \sum_{y\in B}H_{B}(x, y)=1 であり, H_{B}(x, \cdot) は,点 x から放たれた粒子
が集合 B に到達するときの到達点の確率分布を表す.Spitzer ([25], 1976) の結果を用いる
と, d\geq 2 であれば,極限

H_{B}(\displaystyle \infty, y):=\lim_{|x|\rightarrow\infty}H_{B}(x, y) (1.7)

が収束して B 上の確率分布を与えることがわかる. H_{B}(\infty, \cdot) は調和測度と呼ばれ,無限
遠から放たれた粒子が集合 B に到達するときの到達点の確率分布を表す. d\geq 3 のとき,
無限遠から B への到達点が \mathrm{y} である確率は

H_{B}(\displaystyle \infty, y)=\frac{P_{y}(T_{B}=\infty)}{\sum_{x\in B}P_{x}(T_{B}=\infty)} (1.8)

すなわち y から出発して B に到達しない確率に比例する.別表現として,

g_{B}(y)=P_{y}(T_{B}'=\displaystyle \infty) , T_{B}'=\inf\{n\geq 0:S_{n}\in B\} (1.9)

および \nablaf(y) =E_{y}[f(S_{1})-f(S_{0})] とおくと, \nabla g_{B}(y)=P_{y}(T_{B}=\infty) となることから

H_{B}(\displaystyle \infty, y)=\frac{\nabla g_{B}(y)}{\sum_{x\in B}\nabla g_{B}(x)} (1.10)
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と表すこともできる.式(1.10) は, B が有限集合ならば, d=2 の場合でも

g_{B}(y)=\displaystyle \lim_{n\rightarrow\infty}(\frac{2}{ $\pi$}\log n)P_{y}(T_{B}>T_{B_{n}^{\mathrm{c}}}) (1.11)

として成立する. \{\underline{\mathrm{B}} し B_{n} は \not\simeq\not\in\pm n の \ovalbox{\tt\small REJECT} B_{n}:=\{x\in \mathbb{Z}^{d}:|x|<n\} とした.

こうして得られた H_{\partial A}(\infty, \cdot) を境界分布として選択することで,無限遠から A への吸

着点の確率分布を表現することができる.すなわち DLA 過程とは推移確率が

P(A_{n+1}=A_{n}\cup\{y\}|A_{n})=H_{\partial A_{n}}(\infty, y) (1.12)

によって与えられるものである.

上述の Kesten およびLawler の論文では,クラスター半径

R_{n} :=\displaystyle \max\{|x| : x\in A_{n}\} (1.13)

の増加速度の上からの評価 R_{n}\sim<f(n) が確率1で成立するような f(n) を求めている:

但し, R_{n}\sim<f(n) とは,ある (ランダムでない) 定数 c が存在して,確率1で十分大きな n

に対し R_{n}\leq \mathrm{c}f(n) が成り立つこととする.評価は年を追って少しずつ改良されていると
は言え,シミュレーションによる予想 (cf. [15, Remark2]) では R_{n} の増大度が n^{(d+1)/(d^{2}+1)}

と見積もられていることと比べると,数学的に厳密な結果はずっと弱い.

上からの評価を得る途中過程において,固定した半直線 U^{+} と伸びていく線分 U_{n}^{+}

U^{+}=\{(x_{1}, \ldots, x_{n})\in \mathbb{Z}^{d}:x_{1}\geq 0\}, U_{n}^{+}=\{(x_{1}, \ldots, x_{n})\in \mathbb{Z}^{d}:0\leq x_{1}<n\} (1.14)

を考え,時刻 n までに U^{+} に到達しない確率および半径 n の球 B_{n} を脱するまでに U^{+} に

到達しない確率の漸近挙動 (以下で f\check{\ovalbox{\tt\small REJECT}}g は f\sim<g かつ g\sim<f の意味)

P_{0}(T_{U+}>n)_{\wedge}\vee\{
n^{-1/4} (d=2)

 P_{0}(T_{U+}>T_{B_{n}^{c}})\veeへ \{(\log n)^{-1/2} (d=3)

n^{-1/2} (d=2)
(115)

(\log n)^{-1/2} (d=3)

を求め,それらを用いて U_{n}^{+} への到達時刻の漸近挙動

P_{0}(T_{U_{n}^{+}}>T_{B_{2n}^{\mathrm{c}}})_{\wedge}\cdot\left\{\begin{array}{ll}
n^{-1/2} & (d=2)\\
(\log n)^{-1/2} & (d=3)
\end{array}\right. (1.16)
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を導出し,無限遠から U_{n}^{+} への到達点が原点である確率の漸近挙動

H_{U_{n}^{+}}(\infty, 0)\underline{\cdot}\left\{\begin{array}{ll}
n^{-1/2} & (d=2)\\
n^{-1}(\log n)^{1/2} & (d=3)
\end{array}\right. (1.17)

を得ている.これらの式を単純でないランダムウォークに一般化した結果として,深井
[12],[13] (cf. [32]), 内山 [27],[26] がある.

注1.1. 部分集合 B\subset \mathbb{Z}^{d} に対し,補集合 B^{\mathrm{c}} の有限連結成分を穴と呼び,その数を H(B)
と書く.DLA 過程に対して, A_{n} における穴は A_{n+1}, A_{n+2} ,

. . . においてもやはり穴である
から,穴の数 H(A_{n}) は増加する. d=2 において,確率1で  H(A_{n})\rightarrow\infty が成り立つこと
が知られている (Eberz‐Wagner [9, Corollary 3. 1. 1

- Directed DLA (略して DDLA). DDLA 過程とは,
DLA 過程に類似のクラスター成長過程であって, \mathbb{Z}^{2} の

無限遠から放たれた粒子が各時刻で左方向または下方
向に等確率で移動 (これを仮に有向ランダムウォークと
呼ぼう) してきて原点に吸着していく過程であり,クラ
スターは第一象限 \mathbb{Z}_{+}^{2}=\{(i,j)\in \mathbb{Z}^{2}:i, i\geq 0\} におい

て成長する.

有限集合 B\subset \mathbb{Z}_{+}^{2} に対して調和測度は

H_{B}(\infty, y)=P_{U_{L_{k}}}(S_{T_{B}}=y|T_{B}<\infty) , y\in B

(1.18) 図2: Martineau [24, version 2], \mathrm{p}\mathrm{p}.4 より.

DDLA過程のクラスタ- , by Vincent Beffara.

で与えられる.但し, L_{k} は二点 (0, k) , (k, 0) を結ぶ線分 (反時計回りに45度回転したもの.粒子は無限

で, k は塩の下部領域が B を含むくらい大きい数とし, 上方から下方に降りて来て吸着していく.)

(\{S_{n}\}, P_{U_{L_{k}}}) は初期分布を玩上の一様分布とする有向
ランダムウォークを表す.DDLA過程は, \mathbb{Z}_{+}^{2} 上のクラ

スター成長過程であって,推移確率が

P(A_{n+1}=A_{n}\cup\{y\}|A_{n})=H_{\partial A_{n}}(\infty, y) (1.19)

で与えられる.DDLA過程のクラスター最大高さ

 h(A_{n})=\displaystyle \inf {  k:L_{k} の下部領域が A_{n} を含む} (1.20)

について,次が知られている.

定理1.2 (Martineau [24, Proposition 4 \cdot 1]). \sqrt{2n}\sim<h(A_{n})\leq n^{2/3}\mathrm{a}.\mathrm{s}.

- Internal DLA. Internal DLA はDiaconis‐Fulton ([8],1982) で初めて導入され,数多く
の研究がある (�Internal DLA�で検索すると大量に見つかる). また,Internal DLA に類
似の決定論的モデルに rotor‐router モデルがある (例えばLevine‐Peres [23] を見よ).
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Internal DLA とは,正方格子上のクラスター成長過程であって,推移確率が

P(A_{n+1}=A_{n}\cup\{y\}|A_{n})=H_{\partial A_{n}}(0,y) (1.21)

で与えられるものである.すなわち,新しい粒子は無限遠からではなく原点から発生して
クラスターの内部を動き,境界に到達した点に吸着していく過程である.

Internal DLA においては,確率1で総クラスター A_{\infty}=\displaystyle \bigcup_{n}A_{n} が \mathbb{Z}^{d} 全体に一致する.
この意味では,Internal DLA はEden モデルに近く,DLA 過程とは異なる様相を示す.一

方で,クラスターの成長過程における形状に着目すると,次が知られている.

定理1.3 (Lawler‐Bramson Griffeath ([21],1992)): 任意の  $\epsilon$>0 に対し,確率1で,

B(0;n(1- $\epsilon$))\subset A_{[ $\omega$ n^{d}]}d\subset B(0;n(1+ $\epsilon$)) for large n (1.22)

が成り立つ.但し, $\omega$_{d} は d 次元 Euclid 空間における単位球の体積, B(a;r) は a 中心で半
径 r の球, [x] は x を超えない最大の整数を表す.

この定理により,Internal DLA のクラスターは球状になって成長していて,半径の増
大度が n^{1/d} のオーダーであることがわかる.Eden モデルのクラスターは d が大きいとき

球状でない (Dhar [7]) ため,この意味では Internal DLA はEden モデルとも異なる様相
を示す.

2 一次元格子

一次元の場合,前節の意味での調和測度は存在しない.実際,正の無限遠から来る粒子は
B の右端の点に,負の無限遠からは左端の卓に吸着するから, H_{B}(x, y) に対して国 \rightarrow\infty

の極限が存在しない.一次元の場合は前節とは異なる定式化が必要である.

Kesten‐Sidoravicius ([18],[19],2008) は,一次元格子上でランダムウォークをする多数
の粒子が原点に吸着していくときの速さを論じている.ここでは詳しく触れない.

\mathrm{A}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{r}-\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{l}-\mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{j}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}-Kozma [ 1] , Amir Angel Kozma [2], Amir [3] は一次元格子上

のクラスター成長が長距離ランダムウォークによって与えられる場合を論じた.長距離
(long range) というのは,いくらでも大きな跳びを持ち得ることを表す.,このモデルでは,
まず等確率で正と負の無限遠を選択しそこから長距離ランダムウォークする粒子が,前の
クラスターに到達する直前の場所で固着することでクラスターが成長する.ここで言うク
ラスターは必ずしも連結性を持たないことに注意しよう.以下でもう少し詳しく述べる.

(\{S_{n}\}, P_{x}) は \mathbb{Z} 上の再帰的なランダムウォークとし, p(x) :=P_{0}(S_{1}=x) とおく (この
とき推移確率は p(y-x)=P_{x}(S_{1}=y) で与えられる). Spitzer ([25],1976) の結果を用い

ると,有限集合 A\subset \mathbb{Z} と a\in A および y\in A^{c} に対し,二つの極限

H_{A}(+\displaystyle \infty, y):=\lim_{x\rightarrow+\infty}P_{x}(S_{T_{A}-1}=y) , H_{A}(-\displaystyle \infty,y):=\lim_{x\rightarrow-\infty}P_{x}(S_{T_{A}-1}=y) (2.1)
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がともに存在する ([1, Lemma 2.1]). そこで

H_{A}(\displaystyle \infty, y):=\frac{1}{2}\{H_{A}(+\infty, y)+H_{A}(-\infty, y)\} (2.2)

と定め,クラスター成長の過程 \{A_{n}\} の推移確率を

P(A_{n+1}=A_{n}\cup\{y\}|A_{n})=H_{A_{n}}(\infty, y) (2.3)

によって与える.こうして得られた \{A_{n}\} をlong range DLA 過程と呼ぶ.クラスター

半径 R_{n} を式 (1.13) で定める.

定理2.1 ([1, Theorem 1], [2 , Theorem 1 ランダムウォークは対称 (すなわち推移確
率が p(-x)=p(x) を満たす) とし,かつ定数  $\alpha$, c>0 に対して

p(k)=(c+o(1))k^{\rightarrow 1- $\alpha$}. as  k\rightarrow\infty (2.4)

と仮定する.このとき,以下の ( $\alpha$,  $\beta$) の値に対し,確率1で R_{n}=n^{ $\beta$+o(1)} が成り立っ:

なお, \displaystyle \frac{1}{3}< $\alpha$<1 のときは少し弱い評価であるが,  $\beta$=\displaystyle \max\{2, \frac{1}{ $\alpha$}\}, $\beta$'=\displaystyle \frac{2}{ $\alpha$(2- $\alpha$)} として

n^{ $\beta$+o(1)}\leq R_{n}\leq n^{$\beta$'+o(1)} が成り立っ.

 $\alpha$>2 のときは分散が有限であるからランダムウォークのスケール極限はブラウン運

動に収束するが,long range DDL 過程のクラスター半径の増大速度は  $\alpha$=3 の前後で異
なる様相を示す.また,総クラスター A_{\infty}=\displaystyle \bigcup_{n}A_{n} の密度について次が得られている.

定理2.2 ([3, Theorems 1 and 2仮定 (2.4) の下で,確率1で次が成り立つ:

(i)  $\alpha$>3 のとき, \displaystyle \lim_{n\rightarrow\infty}\frac{|A_{\infty}\cap[-n,n]|}{2n}=\lim_{n\rightarrow\infty}\frac{n}{R_{n}} (ランダムでない定数に収束)

(ii) 2< $\alpha$<3 のとき, |A_{\infty}\cap[-n, n]|=n^{\frac{ $\alpha$-1}{2}+o(1)}

3 有限グラフのシリンダー

Benjamini‐Yadin ([6],2008) は有限グラフを底面とするシリンダー上で DLA 過程の類似を

考察した.彼らのモデルと結果を紹介する.

\mathbb{N}=\{0 , 1, 2, . . . \} とする. G=(V(G), E(G)) を有限無向グラフとし, G を底面とする
シリンダー G\times \mathrm{N} を以下で定まる無限無向グラフとする.頂点集合は直積 V(G\times \mathrm{N})=
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V(G)\times \mathrm{N} である.各 i\in \mathbb{N} に対して G_{i}=\{(v, i):v\in V(G)\} と書き , これを第 i 階層と
呼ぶ. G\times \mathrm{N} 内の二点の隣接条件を以下で定める:

以下では, G は連結かつ匪正則グラフ(G の各頂点はちょうど d 個の隣接点を持つ) と仮
定する.このとき, G 上の単純ランダムウォーク (隣接点に等確率で移動するマルコフ連鎖)
の状態分布は一様分布に収束する.このことに着目すると,有限部分集合 B\subset V(G\times \mathbb{N})
に対し, B の点が属する最大階層を G_{m} とすると,調和測度は

H_{B}(\infty, (v, i))=P_{U_{G_{m}}}(S_{T_{B}}=(v, i (v, i)\in B (3.1)

で与えられることがわかる.但し, (\{S_{n}\}, P_{U_{G_{m}}}) は初期分布を G_{m} 上の一様分布とする
G\times \mathbb{N} 上の単純ランダムウォークである. G\times \mathrm{N} 上の DLA 過程 \{A_{n}\} は,.集合値のマル
コフ連鎖であって,初期値を A_{0}=G_{0} とし,推移確率が

P(A_{n+1}=A_{n}\cup\{(v, i)\}|A_{n})=H_{\partial A_{n}}(\infty, (v, i)) (3.2)

で与えられる.下図のように,シミュレーションで樹木状のクラスターが現れる.

図3: Benjamini‐Yadin [6], pp.190より. G が500個の点からなるサイクルグラフとした場合の DLA 過程のクラスター.粒子数
は約64,400. (オリジナルはカラーで,吸着した時間によって色分けされていると思われる.)

正方格子上の DLA 過程に対するクラスター半径 R_{n} に相当するものとして,シリンダー
上の DLA 過程に対してはクラスターの最大階層

M_{n}=\displaystyle \max\{i\in \mathrm{N}:A_{n}\cap G_{i}\neq\emptyset\} (3.3)

が考えられるが,その代わりに,Benjamini‐Yadin [6] は各階層へのクラスターの到達時間

T_{m}=\displaystyle \min\{n\geq 0:A_{n}\cap G_{m}\neq\emptyset\}=\min\{n\geq 0:M_{n}=m\} (3.4)
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の期待値の増大度を調べた.これもクラスター成長速度を測る尺度のーつと考えられる.
G の混合時間 \mathrm{m}(G) を次で定める (よく用いられる定義 (cf. [22]) とは異なる):

\displaystyle \mathrm{m}(G)=\min\{n>0:\forall i,j\in V(G) , \forall k\geq n, P(X_{k}=i|X_{0}=j)\displaystyle \geq\frac{1}{2|G|}\} . (3.5)

但し, |G| は G の頂点数を表す.

定理3.1 (Benjamini‐Yadin [6, Theorem 2.1]). d\geq 2 とする.このとき,ある s_{0}=

s0(のが存在し, s>s_{0} で以下が成り立つ: G が頂点数 s の泌正則グラフで

\displaystyle \mathrm{m}(G)\leq\frac{(\log s)^{2}}{(\log\log s)^{5}} (3.6)

ならば,任意の m で

E[T_{m}]<\displaystyle \frac{4ms}{\log\log s} (3.7)

が成り立つ.

[6] ではクラスをさらに限定して下からの評価も導いている ([6, Theorem 5 \cdot 1]). また,
総クラスター  A_{\infty}=\displaystyle \bigcup_{n}A_{n} に対する密度も論じている.エルゴード理論によって

D=\displaystyle \lim_{m\rightarrow\infty}\frac{1}{m|G|}\sum_{i=1}^{m}|A_{\infty}\cap G_{i}| (3.8)

の右辺の極限が存在して a.s. で定数であり,

D=E[D]=\displaystyle \lim_{m\rightarrow\infty}\frac{1}{m|G|}E[T_{m}] (3.9)

が成り立つ ([6, Theorem 4.2]).

4 Poincaré 円板

Eldan ([11],2015) は双曲平面上で DLA 過程の類似を考察した.それは,粒子を半径1の球
とみなし,無限遠からBrown 運動する粒子が吸着していくモデルである.[11] では Poincaré

上半平面モデルで説明しているが,ここではPoincaré円板モデルで説明する.

双曲平面 \mathbb{H}^{2} とは,(記号を濫用すると)集合としては \mathbb{R}2における単位円板 \mathbb{H}^{2}=\{(x, y) :

x^{2}+y^{2}<1\} であり,異なる二点 a, b\in \mathbb{H}^{2} の間の距離を

d_{\mathrm{E}\mathbb{P}}(a, b)=\displaystyle \log\frac{d_{\mathbb{R}^{2}}(a, $\beta$)d_{\mathbb{R}^{2}}(b, $\alpha$)}{d_{\mathbb{R}^{2}}(a, $\alpha$)d_{\mathbb{R}^{2}}(b, $\beta$)} (4.1)
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と定めたものである.但し, d_{\mathbb{R}^{2}} は \mathbb{R}2におけるEuclid距離とし,二点  $\alpha$,  $\beta$\in \mathbb{H}^{2}(\infty):=
. \{(x, y):x^{2}+y^{2}=1\} を  $\alpha$, a_{:}b,  $\beta$ の順に通る円が \mathbb{H}^{2}(\infty) と直交するようにとる.例えば,
原点 0=(0,0) と点 a\in \mathbb{H}^{2} との距離は, r=d_{\mathbb{R}^{2}}(0, a) とおくと d_{\mathbb{H}^{2}}(0, a)=\displaystyle \log\frac{1+r}{1-r} で与え

られ, r=d_{\mathbb{R}^{2}}(0, a)\uparrow 1 とすると  d_{\mathrm{F}\mathbb{P}}(0, a)\uparrow+\infty となる.集合 \mathbb{H}^{2}(\infty) はEuclid 位相の意
味では \mathbb{H}^{2} の境界であるが,距離卿に関しては無限遠点の集合 (理想境界) である.

無限遠点が一つでないため,調和測度が意味を持たないから,その類似物を考える.
B\subset \mathbb{H}^{2} は(距離 d_{\mathbb{P}} に関する) 球の有限和とし, \partial B 上の関数 m_{B,\mathrm{F}\mathbb{P}(\infty)}(a) を

m_{B,\mathrm{I}\mathbb{P}(\infty)}(a):=\displaystyle \lim_{ $\epsilon$\downarrow 0\overline{ $\epsilon$}}P
1

(\mathrm{B}\#_{\mathrm{L}^{\backslash }}^{\infty}\ovalbox{\tt\small REJECT}\exp_{\mathrm{a}}(  $\epsilon$

すv)るを\leftarrow\check{}出と
\ovalbox{\tt\small REJECT}

‐xしくf‐\acute {}\mathbb{H}B2
(\infty)f_{\mathrm{L}^{\backslash }}^{\infty}\ovalbox{\tt\small REJECT}するrown\grave{\mathrm{J}}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\emptyset\grave{1}) (42)

とおく.ここで, T_{a} は a における \mathbb{H}^{2} の接空間, v\in T_{a} は a における \partial B の外向き法線ベ
クトル, \exp_{a} : T_{a}\rightarrow \mathbb{H}^{2} は指数写像とする (\mathbb{H}^{2} における Brown 運動については,例えば

[14] を見よ). \ell を \partial B 上の standard length measure とし,

\displaystyle \mathcal{M}_{B}(D):=\mathcal{M}_{B,\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{P}(\infty)}(D):=\int_{D}m_{B,\mathrm{I}\mathbb{P}(\infty)}(a)\mathrm{d}\ell(a) , D\subset\partial B (4.3)

と定める.これが調和測度の役割を果たす (式 (4.2) は式 (1.8) の類推である).

\mathbb{H}^{2} 上の DLA 過程 \{A_{n}\} は,集合値のマルコフ過程
であって各 n で A_{n} は n+1 個の点からなるとし,初期
値は A_{0}=\{0\} で,推移確率が

P(A_{n+1}\displaystyle \in A_{n}\cup D|A_{n})=\frac{\mathcal{M}_{B_{n}}(D)}{\mathcal{M}_{B_{n}}(\partial B_{n})} (4.4)

で与えられるものである.但し,

B_{n}=\displaystyle \bigcup_{a\in A_{n}}B(a;2) (4.5)

とし, B(a;r) は a 中心で半径 r.の球を表すとする.各

塩はクラスターをなす粒子の中心点の集合を表してお 図4: Eldan [11], \mathrm{p}\mathrm{p}.20\mathrm{S}6 より.Poincaré円

り, \displaystyle \overline{A}_{n}:=\bigcup_{a\in A_{n}}B(a;1) がクラスターである. \overline{A}_{n} に吸 スター.
板モデルで見た粒子数1000のDLA 過程のクラ

着した粒子の中心が a であることは,無限遠からBrown
運動してきて \partial B_{n} に到達した点が a であることに他ならない.

定理4.1 (Eldan [11, Theorem 1.1]). ある universal constant c>0 が存在して,確
率1で,総クラスター A_{\infty}=\displaystyle \bigcup_{n}A_{n} のupper density は c 以上である.すなわち,ある点
a\in \mathbb{H}^{2} と数列  r_{n}\uparrow\infty が存在して

|A_{\infty}\cap B(a;r_{n})|\geq c $\mu$(B(a;r_{n} \forall n (4.6)

が成り立つ.但し,  $\mu$ は \mathbb{H}2における standard Riemannian volume である.
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5 tree

この節では,Barlow‐Pemantle Perkins ([5], 1997) に基づき , tree 上の DLA 過程について

述べる.

\mathrm{B} を d‐ary tree とする (2‐ary =\mathrm{b}\dot{\max}\mathrm{y}, 3-\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y}=trinary). すなわち, \mathbb{B} はroot 0\in \mathbb{B} を持

つ無限無向グラフであって, 0 は d 個の子と隣接していて, 0 以外の \mathrm{B} のすべての点は一

つの親および d 個の子と隣接しており,かつどの点からも親を辿っていくと 0 に辿り着く.

この場合も無限遠点が一つでないため,調和測度の類似物を考えるのだが , ここでは

「無限遠からの吸着」 に拘らないことに注意しておこう.固定したパラメタ  $\alpha$>0 に対し,
\mathrm{B} 上の DLA 過程 \{A泌は次のように定まる.それは集合値マルコフ連鎖であって,初期
値は馬 =\{0\} であり,推移確率が次で与えられるものである:

P(A_{n+1}=A_{n}\displaystyle \cup\{y\}.|A_{n})=\frac{$\alpha$^{-|y|}}{\sum_{x\in\partial A_{n}}$\alpha$^{-|x|}} . (5.1)

但し, |x| は高さと呼ばれ, x と 0 とを結ぶ最短経路の長さを表す.この DLA 過程に対し

てクラスターの最大高さ R_{n} およびクラスターの補集合の最小高さ L_{n},

R_{n}=\displaystyle \max\{|x| : x\in A_{n}\}, L_{n}=\min\{|x| : x\in A_{n}^{c}\} (5.2)

の増加速度に着目する、以下では, a_{n}\sim b_{n} は a_{n}/b_{n}\rightarrow 1 を表すとし,結果を列挙しよう.
文献については [5] を参照されたい.

定理5.1 (Pittel (1984),Devroye (1986)). d=2 かつ  $\alpha$=1 のとき,確率1で

R_{n}\sim$\beta$_{1}\log_{2}n, L_{n}\sim$\beta$_{0}\log_{2}n . (5.3)

但し
\grave{}

, $\beta$_{1}=4.311\ldots および  $\beta$0 =0.373\ldots はいずれも方程式 \displaystyle \frac{1}{2} $\beta$ \mathrm{e}^{(1- $\beta$)/ $\beta$}=1 の解.

定理5.2 (Aldous‐Shields (1988)). d=2 かつ  $\alpha$>1 のとき,確率1で

R_{n}\sim L_{n}\sim\log_{2}n . (5.4)

定理5.3 (Barlow‐Pemantle Perkins (1997)). d\geq 2 かつ 0< $\alpha$<1 のとき,

 R_{m}\displaystyle \sim$\mu$_{0}( $\alpha$, d)n, \sup_{n}L_{n}<\infty (5.5)

が確率1で成り立つ.但し, $\mu$_{0}( $\alpha$, d) は  $\alpha$ と  d に依存する正の定数である.また, R_{n} につ

いて中心極限定理も成立する.

 $\alpha$>1 のときは,高さが大きいほど吸着しにくい.  $\alpha$=1 のときは,吸着しやすさが境

界点について一様であるので,Edenモデルの類似と言える.いずれの場合も L_{n} が発散

するので,総クラスター A_{\infty} はtree全体 \mathbb{B} に一致しており,Edenモデルに近く , 正方格

子上の DLA 過程とは異なる様相を示す. 0< $\alpha$<1 のときは高さが大きいほど吸着しや

すく , 正方格子上の DLA 過程に近いと言えそうである.
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