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概要

本稿では楕円型偏微分方程式の計算機援用証明法で重要となる線形化作用素の逆作用素の評価法について新

たな方法を提案する.線形化作用素の逆作用素の評価法は碗在様々な方法が提案されている.その中で本手法
の特徴は,作用索の分数霧を用いてある無限次元一般化固有値問題に変形し,評価することである.この無限

次元一般化固有値問題は作用素の分数幕を用いることで重調和作用素を含まれない定式化も可能である.

1 はじめに

本稿では楕円型偏微分方程式のDirichlet境界値問題

\left\{\begin{array}{ll}
- $\Delta$ u=f(u) & \mathrm{i}\mathrm{n}  $\Omega$,\\
u=0 & \mathrm{o}\mathrm{n} \partial $\Omega$,
\end{array}\right. (1)

の定常解の存在性を検証するための計算機援用証明法を示す.ここで  $\Omega$\subset \mathbb{R}^{2} は有界な凸領域とし,  f:H_{0}^{1}( $\Omega$)\rightarrow
 L^{2}( $\Omega$) はFréchet 微分可能とする.

楕円型偏微分方程式の計算機援用証明法は中尾によって1998年に開発された [1]. 特徴的な点はSobolev空間

論を導入し,不動点定理に基づく計算機で実行可能な解の検証アルゴリズムの開発があげられる.詳しくは,数

学的なアルゴリズムから実際のプログラムまで丁寧にまとめられている和書 [2] やサーベイ論文 [3] を参考にされ

たい.中尾の研究を皮切りに1991年にPlum[4] , 1995年に大石 [5] がそれぞれ偏微分方程式を見据えた計算機援

用証明法を考案している.Plumや大石の方法はある無限次元作用素の正則性の証明とその逆作用素のノルム評

価を行うことが特徴的である.Plumは無限次元固有値問題をホモトピー法で解き,得られた固有値から逆作用

素のノルム評価を得ている.詳しくはPlumの方法がまとめられている論文 [6] を参照されたい.また,大石は有

限次元への直交射影作用素とノルム評価を巧みに用いて逆作用素のノルム評価を得ている.大石の方法の詳細は

和書 [7, 8] を参照されたい.

現在では,逆作用素のノルム評価を考案することが偏微分方程式の解の存在性を検証するアルゴリズムの改

良の主たる部分を占めている.2005年には中尾らによって大石の手法を改良した手法が提案されている [9].
また,2014年には田中らよってPlumが導出したある無限次元固有値問題に対し,劉らによる正値自己共役

作用素に対する無限次元固有値評価 [10, 11] を適用した手法が考案されている [12]. また,上記の手法は無
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限次元作用素を例えば H_{0}^{1}( $\Omega$) \rightarrow  H^{-1}( $\Omega$) としている.それに対し渡部らは,有界な凸多角形領域に限定し

H^{2}( $\Omega$)\cap H_{0}^{1}( $\Omega$)\rightarrow L^{2}( $\Omega$) となる無限次元作用素に対する逆作用素のノルム評価を提案している [13, 14, 15, 16].
渡部らの方法は有限次元への直交射影作用素とノルム評価を巧みに用いた手法となっている.

本稿では,有界な凸多角形領域に限定し逆作用素のノルム評価に現れる H^{2}( $\Omega$)\cap H_{0}^{1}( $\Omega$)\rightarrow L^{2}( $\Omega$) となる無限

次元作用素に対し,放物型偏微分方程式の理論で良く利用されるLaplace作用素の分数幕を用いて無限次元固有
値問題に帰着する手法を提案する.この無限次元固有値問題には重調和作用素が含まれないことが特徴である.

さらに,導出した無限次元固有値問題に対し劉らの無限次元固有値評価 [10, 11] を利用して具体的に求められる

ことを示す.また提案した手法に基づき,(1) の具体例として f(u)=u^{3} の場合に対するの真の定常解の存在を

計算機援用証明する.

2 準備

2.1 関数空間の設定

L^{p}( $\Omega$) , p \in [1, \infty) を Lebesgue p 乗可積分な関数全体の集合とする.特に Hilbert 空間 L^{2}( $\Omega$) には内積

(u, w)_{L^{2}} :=\displaystyle \int_{ $\Omega$}u(\cdot x)w(x)dx と内積から誘導されるノルム \Vert u\Vert_{L^{2}} :=\sqrt{(u,u)_{L^{2}}} を導入する. L^{\infty}( $\Omega$) を  $\Omega$ におけ

る本質的に有界な関数全体の集合とし,導入するノルムを \Vert u\Vert_{L^{\infty}} :=\displaystyle \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\sup_{x\in $\Omega$}|u(x)| とする. s を正の実数と

し, H^{s}( $\Omega$) を s 階の L^{2}( $\Omega$)‐Sobolev空間とする. H_{0}^{1}( $\Omega$) := { u\in H^{1}( $\Omega$) : u=0 on \partial $\Omega$} とし,  H_{0}^{1}( $\Omega$) に導入

する内積を (u, w)_{H_{0}^{1}} :=(\nabla u, \nabla w)_{L^{2}} とし,内積から誘導されるノルムを \Vert u\Vert_{H_{0}^{1}} :=\Vert\nabla u\Vert_{L^{2}} とする.琉を有限

個の基底関数で張られた H_{0}^{1}( $\Omega$) の有限次元部分空間とする.

 $\sigma$(A) を線形作用素 A のスペクトルとする.また, $\sigma$_{p}(A) を線形作用素 A の点スペクトルとする.

Sobolev の埋め込み定理より領域の次元が n=2 以下であれば  2\leq p<\infty に対し

\Vert u\Vert_{L^{p}}\leq C_{p}\Vert u\Vert_{H_{0}^{1}} \forall u\in H_{0}^{1}( $\Omega$)

を満たす定数 C_{\mathrm{p}} が存在し,具体的に求められる (n=1 のときは  p=\infty も成り立つ). 実際に  $\Omega$ を二次元以上の

凸多角形領域に限定すれば,ほぼ最良の定数  C_{p} が求まる [17].

2.2 作用素の定義と計算機援用証明法のフレームワーク

A:D(A) \subset L^{2}( $\Omega$)\rightarrow L^{2}( $\Omega$) をLaplace 作用素 - $\Delta$ に対し Friedrichs 拡張した作用素とする.もし  $\Omega$ の境界

がDirichlet 境界条件を \prime \mathrm{B} つ有界な凸多角形領域ならば D(A)=H^{2}( $\Omega$) 寡 H_{0}^{1}( $\Omega$) となる.また,作用素 A は逆

作用素 A^{-1} : L^{2}( $\Omega$)\rightarrow L^{2}( $\Omega$) を持つ.作用素 A^{-1} は基礎空間 L^{2}( $\Omega$) において有界線形作用素であり,さらにコ

ンパクト作用素となる.

また, F:D(A)\subset H_{0}^{1}( $\Omega$)\rightarrow L^{2}( $\Omega$) を F(u) :=A\mathrm{u}-f(u) , u\in D(A) とする.そのとき,(1) は

Find u\in \mathcal{D}(A) , F(u)=0, u\in D(A)

と書き換えられる.

続いて,作用素 f の \^{u}\in H_{0}^{1}( $\Omega$) における Fréchet 微分を \tilde{f}'[\hat{u}] : H_{0}^{1}( $\Omega$)\rightarrow L^{2}( $\Omega$) と記述する.また, f の仮

定として, A\^{u}\in L^{2}( $\Omega$) を満たすある \^{u}\in H_{0}^{1}( $\Omega$) について \Vert\overline{f}'[\hat{u}]\Vert_{L}\infty <\infty を満たすとする.そのとき,  H_{0}^{1}( $\Omega$)
は L^{2}( $\Omega$) で稠密で,かつ f�[ûû] が L^{2}( $\Omega$) の作用素としてみて有界であることから f�[û]u =\tilde{f}'[\hat{u}]u\prime, u\in H_{0}^{1}( $\Omega$)
を満たす有界な線形作用素 f[û] : H_{0}^{1}( $\omega$) \subset L^{2}( $\Omega$) \rightarrow L^{2}( $\Omega$) が存在する.但し, f の仮定として \Vert f'[\hat{u}]\Vert_{L^{\infty}} <

\infty \Vert $\Delta$ f'[\hat{u}]\Vert_{L\infty} <\infty が成り立つと仮定する.そのとき,Newton‐Kantorovich の定理に似た定理を用いて解の

存在性と局所一意性の証明を行う.
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系1 (1) の近似解を Aû \in Xを満たす \^{u}\in H_{0}^{1}( $\Omega$) とする.Fréchet 微分 F'[\hat{u}] について

\Vert $\phi$\Vert_{H_{0}^{1}} \leq K\Vert F'[\hat{u}] $\phi$\Vert_{L^{2}}, \forall $\phi$\in D(A) (2)

を満たす定数 K が存在すると仮定する.また  $\delta$ を

\Vert F(\hat{u})\Vert_{L^{2}}\leq $\delta$. (3)

を満たす正の定数とする.B‐(û, 2K $\delta$) を \overline{B}(\hat{l $\iota$}, 2K $\delta$) :=\{u\in H_{0}^{1}( $\Omega$) : \Vert u-\^{u}\Vert_{H_{0}^{1}} \leq 2K $\delta$\} を満たす閉球とする.

D をD \supset B(ûû,  2K $\delta$) を満たす開球とする.  G を

\Vert f'[w]-f'[m]\Vert_{L(H_{0}^{1},L^{2})} \leq G\Vert w-m\Vert_{H_{0}^{1}}, \forall w, m\in D . (4)

を満たす正の定数とする.もし K^{2} $\delta$ G<1/2 を満たすなら (1) の弱形式を満たす弱解 u^{*} \in V が存在し

\Vert 駕
*

—û ||v \displaystyle \leq $\rho$=\frac{1-\sqrt{1-2K^{2} $\delta$ G}}{KG} (5)

を満たす.その上で,解 u^{*} は \overline{B} (\^{u}, 2K $\delta$) 内で一意である.

定数  $\delta$ と  G の求め方は簡単であるため,ここでは定数 K の求め方を示す.

3 定数 K の評価方法

定数 K の計算方法は例えば渡部らの [16] がある.今回は,特に無限次元固有値評価を利用した方法を提案す

る.本章では作用素 A の分数幕とその性質を利用するため,最初にいくつか準備する.詳細は例えば書籍 [18, 19]
を参照されたい.まず A^{*} : D(A^{*}) \subset L^{2}( $\Omega$) \rightarrow  L^{2}( $\Omega$) を (Au, v)_{L^{2}} = (u, A^{*}v)_{L^{2}} を満たす共役作用素とする.

もし  $\Omega$ の境界が Dirich] \mathrm{e}\mathrm{t} 境界条件を持つ有界な凸多角形領域ならば D(A^{*}) =D(A) となり,さらに A は自己

共役作用素である.

さらに自己共役作用素 A は正則で (A^{-1}u, u)_{L^{2}} >0, u\in D(A)\backslash \{0\} が成り立つため, A^{-1} の平方根を

A^{-\frac{1}{2}} :=\displaystyle \frac{1}{2 $\pi$\dot{ $\iota$}}\int_{C}z^{-\frac{1}{2}}(A-zI)^{-1}dz:L^{2}( $\Omega$)\rightarrow L^{2}( $\Omega$)
と定義する.但し,経路 C は A のレゾルベント集合を通るとする.また A^{-\frac{1}{2}} は正則であり,その逆作用

素を A^{1}\mathrm{z} ;= (A^{-\frac{1}{2}})^{-1} とする.作用素 A^{1}\mathrm{z} : L^{2}( $\Omega$) \rightarrow  L^{2}( $\Omega$) の定義域は  $\Omega$ が有界な凸多角形領域であれば

 D(A^{\frac{1}{2}})=H_{0}^{1}( $\Omega$) となる.その上で, \Vert A^{\frac{1}{2}}u\Vert_{L^{2}}=\Vert u\Vert_{H_{0}^{1}}, \forall u\in H_{0}^{1}( $\Omega$) , (A^{1}3)^{*}=A^{\frac{1}{2}} , A=A^{\frac{1}{2}}A^{\frac{1}{2}} となる.

定理2 $\mu$_{1} =\displaystyle \inf($\sigma$_{p}(A\dashv F'[\hat{u}]^{*}F'[\^{u}]A^{-}7)) とする.もし $\mu$_{1}\neq 0 ならば,(2) を満たす定数 K は存在し,

K=\displaystyle \frac{1}{\sqrt{$\mu$_{1}}} (6)

となる.

Proof

(2) を満たす定数 K の定義より

 $\phi$\displaystyle \in D(A)\backslash \{0\}\sup\frac{|| $\phi$\Vert_{H_{0}^{1}}}{\Vert F[\hat{u}] $\phi$||_{L^{2}}}=\sup_{ $\phi$\in D(A)\backslash \{0\}}\frac{\Vert A^{1}\mathfrak{T} $\phi$\Vert_{L^{2}}}{\Vert F[\hat{u}] $\phi$|\mathrm{t}_{L^{2}}}= $\phi$\in D(A)\backslash \{0\}\sup_{\prime}\sqrt{\frac{(A^{\frac{1}{2}} $\phi$,A^{1}5 $\phi$)_{L^{2}}}{(F[\hat{u}] $\phi$,F'[\hat{u}] $\phi$)_{L^{2}}}}
となる.ここで  $\phi$ を  A^{1}\mathrm{z} $\phi$\in H_{0}^{1}( $\Omega$) と置きなおすと, A\displaystyle \frac{1}{2} は正則であるため

 $\phi$\displaystyle \in H_{0}^{1}( $\Omega$)\backslash \{0\}\sup\sqrt{\frac{( $\phi,\ \phi$)_{L^{2}}}{(F'[\hat{u}]^{*}F^{l}[\hat{u}]A^{1}-\mathrm{z} $\phi$,A-.\frac{1}{2} $\phi$)_{L^{2}}}}= $\phi$\in H_{0}^{1}( $\Omega$)\backslash \{0\}\sup\sqrt{\frac{( $\phi,\ \phi$)_{L^{2}}}{(A-\frac{1}{2}F'[\hat{u}]^{*}F'[\hat{u}]A^{-\frac{1}{2}} $\phi,\ \phi$)_{L^{2}}}}
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となる.

その上で A^{-11}\mathrm{z}F'[\hat{z}]^{*}F'[\hat{z}]A^{-}\mathrm{z} は仮定より $\mu$_{1} \neq 0 であり,さらに L^{2}( $\Omega$) で稠密な定義域 D(A) を持つため,

正値自己共役閉作用素となり,スペクトル分解可能で

(A^{-\mathrm{F}}F'[\displaystyle \hat{z}]^{*}F'[\hat{z}]A^{-\mathrm{z}} $\phi$,  $\phi$)_{H_{0}^{1}}11 = (\int_{-\infty}^{\infty} $\mu$ dE( $\mu$) $\phi$,  $\phi$)_{H_{0}^{1}} \geq$\mu$_{1}(z, z)_{V}.
となる.但し, \mathrm{E}() は \mathbb{R} 上の単位の分解とする.よって,

 $\phi$\displaystyle \in \mathrm{D}(A)\backslash \{0\}\sup\frac{|| $\phi$||_{H_{\mathrm{O}}^{1}}}{\Vert F[\hat{u}] $\phi$||_{L^{2}}}\leq\sup_{ $\phi$\in H_{0}^{1}( $\Omega$)\backslash \{0\}}\sqrt{\frac{( $\phi,\ \phi$)_{L^{2}}}{($\mu$_{1}$\phi$_{\text{）}} $\phi$)_{L^{2}}}}=\frac{1}{\sqrt{$\mu$_{1}}}
となる.その上で,  $\sigma$(A-\displaystyle \frac{1}{2}F'[\hat{u}] * F�[ûû|A‐ \mathfrak{h} =$\sigma$_{\mathrm{p}} (A\displaystyle \dashv F'[\^{u}]*F'[u\hat {}u]A- \frac{1}{2}) より,定理は示せた.

口

4 $\mu$_{1}=\displaystyle \inf($\sigma$_{p}(A-\frac{1}{2}F'[\hat{u}]^{*}F'[\hat{u}]A^{-\frac{1}{2}})) の包含方法

定義より  A^{-11}3F'[\hat{u}]^{*}F'[\hat{u}]A- $\Gamma$ =A+A^{-1}\mathrm{z} (f'\models]
*

f�[ûu]—(Af�[u|+ (Af� [\hat{u}] ) ) ) A^{-\frac{1}{2}} となる.よって考える

べき固有値問題は

Find  $\mu$\in \mathbb{R} .) u\in D(A) s.t. Au + A \dashv (f�[u
\hat{}

]
*

f�[û]—(Af�[u] + (Af�[û]Y)) A^{-} $\Sigma$ 1u= $\mu$ u

となる.非常に小さな正の定数を  $\epsilon$ とし,作用素  D を

D : = A + A \dashv (f�[u
\hat{}

]
*

f�[û]—(Af�[A + (Af� \models] ) ) ) A^{-\frac{1}{2}}+ $\epsilon$ I

と定義すると, D は正値自己共役作用素となる.その上,次のような内積とノルムを定義する:

(u, v)_{D} :=(D\mathrm{u}, v)_{L^{2}}, \Vert u\Vert_{D}=\sqrt{(u,u)_{D}}

そのとき,  $\mu$'= $\mu$+ $\epsilon$ とすると固有値問題は

Find  $\mu$'\in \mathbb{R}, u\in D(A) s.t. (u, v)_{D}=$\mu$'(u, v)_{L^{2}} (7)

と書き直せる.さらに, P_{D} を次を満たす直交射影とする:

((I-P_{D})u, v_{h})_{D}=0, v_{h}\in V_{h}

そのとき,固有値問題 (7) に対し劉‐大石の定理 [10] を適用すると次のようになる:

系3 \{$\mu$_{i}'\} を次の固有値問題を満たす第 i 固有値とする:

Find u\in D(A) , $\mu$'\in \mathbb{R}\mathrm{s}.\mathrm{t}. (u, v)_{D}=$\mu$'(u, v)_{L^{2}}, w\in D(A)-

また, \{$\mu$_{i}^{\prime^{h}}\} を次の有限次元固有値問題を満たす第 i 固有値とする:

Find u_{h}\in V_{h}, $\mu$^{\prime^{h}}\in \mathbb{R} s.t. (u_{h},v_{h})_{D}=$\mu$^{\prime^{h}}(u_{h}, v_{h})_{X}, v_{h}\in V_{h} . (8)

C_{D} を次を満たす定数とする:

\Vert u-P_{D}u\Vert_{L^{2}} \leq C_{D}\Vert u-P_{D}u\Vert_{D}, u\in V. (9)

そのとき,第 i 固有値 $\lambda$_{i}' は

\displaystyle \frac{$\mu$_{i}^{\prime^{h}}}{1+C_{D}^{2}$\mu$_{i}^{\prime^{h}}}\leq$\mu$_{i}'\leq$\mu$_{\dot{l}}^{\prime^{h}} . (10)

のように評価できる.
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よって,目的とする固有値 $\mu$_{1} の包含は  $\mu$_{1}=$\mu$_{1}'- $\epsilon$ と (10) より

\displaystyle \frac{$\mu$_{1}^{\prime^{h}}}{1+C_{D}^{2}$\mu$_{1}^{\prime h}}- $\epsilon$\leq$\mu$_{1}\leq$\mu$_{1}^{\prime^{h}}- $\epsilon$.
となる.

5 \Vert u-P_{D}u\Vert_{L^{2}} \leq C_{D}\Vert u-P_{D}u\Vert_{\mathrm{D}} を満たす定数 C_{D} の計算方法

直交射影 P_{h} : H_{0}^{1}( $\Omega$)\rightarrow V_{h} を ((I-P_{h})u, v_{h})_{H_{0}^{1}}=0, \forall v_{h}\in 砿 と定義する.直交射影の性質として  P_{h}=P_{h}^{2}
を持つ.また,直交射影 P_{h} に対し,定数 C_{h} を

\Vert u-P_{h}u\Vert_{H_{0}^{1}} \leq C_{h}\Vert Au\Vert_{L^{2}}, u\in \mathcal{D}(A)

と定義する.この定数 chはVhを構成する基底に依存する [20, 21, 22, 23]. また,定数 C_{AD} を

\Vert Au\Vert_{L^{2}} \leq C_{AD}\Vert Du\Vert_{L^{2}}, u\in D(A)

を満たす定数とする. w_{h}=z-P_{h}z とすると,

\Vert A^{-\mathrm{z}}1 (f' [û]
*

f� [û]—(Af� ]û] + (Af� [\hat{u}] ) ) ) A^{-\not\supset}w_{h}\Vert_{L^{2}}1
\leq\Vert A\mathrm{z}f'[\hat{u}]^{*}f'[\hat{u}]A^{-\mathrm{B}}w_{h}\Vert_{L^{2}}+\Vert A^{2}f' [ûj A^{-\frac{1}{2}}wh\Vert_{L^{2}}+\Vert A^{-l}f'[\hat{u}]^{*}A^{\frac{1}{2}}w_{h}\Vert_{L^{2}}1
\leq C_{2}^{2}\Vert f' [û] *f

�

[\hat{u}]\Vert_{L}\infty\Vert w_{h}\Vert_{L^{2}}+\Vert\nabla(f^{\prime^{1}}[\hat{u}]A^{-\mathrm{g}}w_{h})\Vert_{L^{2}}+C_{2}\Vert f^{J} [ûû]� \Vert_{L}\infty\Vert w_{h}\Vert_{H_{0}^{1}}

\displaystyle \leq(C_{2}^{2}C_{h}\Vert f'[\hat{u}]^{*}f'[\hat{u}]\Vert_{L}\infty\Vert+C_{2}\Vert f'[\hat{u}]^{*}\Vert_{L}\infty)\Vert w_{h}\Vert_{H_{0}^{1}}+\Vert(\frac{\partial f'[\hat{u}]}{\frac{}{}\partial f'\coprod u\partial x,\partial y} ) (A^{-}15w_{h})+f'[\hat{\mathrm{u}}]\nabla A^{-\frac{1}{2}}w_{h}\Vert_{L^{2}}
\displaystyle \leq (C_{2}^{2}C_{h}\Vert f'[\hat{u}]^{*}f'[\hat{u}]\Vert_{L}\infty\Vert+C_{2} lf'[\^{u}]'\Vert_{L}\infty+C_{2}C_{h}\Vert ( \frac{\partial f\underline{\partial}f\partial}{\partial}\bigcup_{y}^{u}\perp_{u}'x )\Vert_{(L)^{2^{+C_{h}\Vert f'[\hat{u}]\Vert_{L}}}}\infty\infty) \Vert wh\Vert_{H_{0}^{1}}

よって定数 Cfを

 C_{f}:=C_{2}^{2}C_{h}\displaystyle \Vert f'[\hat{u}]^{*}f'[\hat{u}]\Vert_{L\infty}\Vert+C_{2}\Vert f'[\hat{u}]^{*}\Vert_{L}\infty+C_{2}C_{h}\Vert ( \frac{\partial f'[\hat{u}]}{\lrcorner_{\partial y}^{\partial \mathfrak{x}}\partial f^{i_{\hat{u}}}\lrcorner} )\Vert_{(L)^{2}}\infty+C_{h}\Vert f'[\hat{u}]\Vert_{L}\infty
とする.そのとき,  w_{D}:=z-.P_{D^{Z}} と w_{h}=z-P_{h}z とすると

\Vert w_{D}\Vert_{D}^{2}
\leq\Vert w_{h}\Vert_{D}^{2}
= ( (A + A \rightarrow (f�[û]

*

f�[ûû]—(Af�[û] + (Af�[ûû])
*

)) A-\displaystyle \frac{1}{2}|+ $\epsilon$ I)w_{h}, w_{h})_{L^{2}}
=(\nabla w_{h}, \nabla w_{h})_{L^{2}}+( (A^{-1}\mathrm{z} (f'[\hat{u}]^{*}f'[\^{u}] - (Af'[\^{u} u]+(Af' [\hat{u}])^{*}))A^{-\frac{1}{2}}\prime+ $\epsilon$ I)w_{h}, w_{h})_{L^{2}}
\leq \Vert w_{h}\Vert_{H_{0}^{1}}^{2}+\Vert (  A^{-\mathrm{z}}1 (f�[û]

*

f� [û]—(Af�[û] + (Af�[?û])
*

)) A^{- $\tau$}1+ $\epsilon$ I) w_{h}\Vert_{L^{2}}\Vert w_{h}\Vert_{L^{2}}
\leq\Vert w_{h}\Vert_{H_{0}^{1}}^{2}+\Vert A^{- $\tau$}1(f'[\hat{u}]^{*}f'[\hat{u}\mathrm{J}-(Af'[\hat{\uparrow $\iota$}]+(Af'[\hat{u}])^{*}))A^{-\frac{1}{2}}w_{h}\Vert_{L^{2}}\Vert w_{h}\Vert_{L^{2}}+ $\epsilon$\Vert w_{h}\Vert_{L^{2}}^{2}
\leq C_{h}^{2}C_{AD}^{2}(1+C_{f}+ $\epsilon$ C_{h}^{2})\Vert Du\Vert_{L^{2}}^{2}

となる.よって,

C_{D}:=C_{h}C_{AD}\sqrt{1+C_{f}+ $\epsilon$ C_{h}^{2}}
とすると, |\mathrm{t}u-P_{D}u\Vert_{L^{2}} \leq C_{D}\Vert u-P_{D}u\Vert_{D} を満たす.
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6 \Vert Au\Vert_{L^{2}} \leq CAD \Vert Du\Vert_{L^{2}} を満たす定数 CADの計算方法

定数 C_{AD} は

\Vert Au\Vert_{L^{2}} \leq.C_{AD}\Vert Du\Vert_{L^{2}}, u\in D(A)\Leftrightarrow\Vert u\Vert_{H_{\mathrm{O}}^{1}} \leq C_{AD}\Vert A^{1}-\S DA^{-\frac{1}{2}}u\Vert_{L^{2}}, u\in H_{0}^{1}( $\Omega$)

と書き直せる.そのうえで.[9] や[12] を利用すれば C_{AD} は計算できる.ここでは,[9] に基づく方法を示す.

まず,

B=-A^{-\mathrm{z}}1(f'\{\hat{u}]^{*}f'[\hat{u}]-(Af'[\hat{u}]+(Af'[\hat{u}])^{*}))A^{-\frac{1}{2}}+ $\epsilon$ I

とすると, D=A-B と書ける.そのとき,次の定理が成り立つ:

定理4  V\perp を砺に対する直交補空間とする.定数  K_{\mathrm{i}}, K_{2}, K_{c} をそれぞれ次を満たす正の定数とする:

\Vert A^{\mathrm{z}}BA^{-}\S u\Vert_{L^{2}}11 \leq K_{1}\Vert u\Vert_{H_{0}^{1}}, u\in H_{0}^{1}( $\Omega$)
\Vert A^{\frac{1}{K}}BA^{-\frac{1}{2}}u\perp\Vert_{L^{2}} \leq K_{2}\Vert u\perp\Vert_{H_{0}^{1}}, u\in V\perp

\Vert P_{h}A^{-1}\mathrm{z}BA^{-\frac{1}{2}}u\perp\Vert_{H_{0}^{1}} \leq K_{c}\Vert u\perp\Vert_{H_{0}^{1})} u\in V\perp
さらに,  P_{h}(I-A^{-}\mathrm{z}BA^{-}\mathrm{z})|_{V_{h}}11 :  V_{h}\rightarrow 琉は正則で,次を満たす定数  $\tau$ が存在するとする:

\Vert(P_{h}(I-A^{-}1 $\Sigma$ BA^{-\frac{1}{2}})|_{V_{h}})^{-1}\Vert_{H_{0}^{1},H_{0}^{1}} \leq $\tau$
 $\kappa$:=C_{h}(K_{1} $\tau$ K_{\mathrm{c}}+K_{2}) とする.もし  $\kappa$<1 ならば,

C_{AD}=\displaystyle \Vert (\frac{CK $\tau$ {}_{\text{∽}}CK1-}{1- $\kappa$} $\kappa$\mapsto $\tau$ K \vec{\frac{1- $\kappa$ 1}{1- $\kappa$}}\prime rK)\Vert_{2}
を満たす.

7 定数 K_{1}, K_{2}, K_{c},  $\tau$ の計算方法

7.1 定数  K_{1} の計算方法

定数 K1の定義より

\Vert A^{\mathrm{z}}BA^{-\mathrm{z}}u\Vert 11  L2=\Vert (f�[û]
*

f�[û]— (Af�[û] + f�[û]
*

A)) A^{-1}u+ $\epsilon$ u\Vert_{L^{2}}
\leq (C_{2}^{2}\Vert f'[\hat{u}]^{*}f'[\hat{u}]\Vert_{L\infty}+\Vert f'[\hat{\mathrm{u}}]^{*}\Vert_{L}\infty+ $\epsilon$)\Vert u\Vert_{L^{2}}+\Vert Af'[\hat{u}]A^{-1}u\Vert_{L^{2}}

さらに,

\Vert Af'[\hat{u}]A^{-1}u\Vert_{L^{2}}= \Vert( $\Delta$ f'[\hat{u}])(A^{-1}u)+2(\nabla f'[\hat{\mathrm{u}}])^{T}\cdot $\zeta$\nabla(A^{-1}u))+f'[\hat{u}]( $\Delta$ A^{-1}u)\Vert_{L^{2}}
\leq C_{2}^{2}\Vert $\Delta$ f'[\hat{u}]\Vert_{L}\infty\Vert u\Vert_{L^{2}}+2C_{2}\Vert\nabla f'[\hat{u}]\Vert_{(L\infty)^{2}}\Vert u\Vert_{L^{2}}+\Vert f'[\hat{\mathrm{u}}]\Vert_{L}\infty\Vert u\Vert_{L^{2}}

よって,

K_{1}:=C_{2}(C_{2}^{2}\Vert f' [iû f'[\hat{u}]\Vert_{L}\infty+\Vert f'[\hat{u}]^{*}\Vert_{L}\infty+C_{2}^{2}\Vert $\Delta$ f'[\hat{u}]\Vert_{L}\infty+2C_{2}\Vert\nabla f'[\hat{u}|\Vert_{(L)^{2}}\infty+\Vert f'[\hat{u}]\Vert_{L}\infty+ $\epsilon$)

となる.
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7.2 定数馬の計算方法

定数 K_{2} の定義より同様に

K_{2}:=C_{h}(C_{2}^{2}\Vert f'[\hat{u}]^{*}f'[\hat{u}]\Vert_{L}\infty+\Vert f'[\hat{u}]^{*}\Vert_{L}\infty+C_{2}^{2}\Vert $\Delta$ f^{J}[\hat{u}]\Vert_{L}\infty+2C_{2}||\nabla f'[\hat{u}]\Vert_{(L)^{2}}\infty+\Vert f'[\hat{u}]\Vert_{L}\infty+ $\epsilon$)

となる.

7.3 定数 K_{c} の計算方法

定数 K_{c} の定義より

\Vert P_{h}A^{1}-\mathrm{z}BA^{-\frac{1}{2}}u\perp\Vert_{H_{0}^{1}} \leq \Vert A^{-}?BA^{-\mathrm{z}}u\perp 1\Vert_{H_{0}^{1}} \leq C_{2}K_{2}\Vert u\perp\Vert_{L^{2}}
よって, K_{\mathrm{c}}:=C_{2}K_{2}.

7.4 定数  $\tau$ の計算方法

定数  $\tau$ の定義より

\displaystyle \Vert(-\mathrm{z}- $\tau$ \leq\sup_{\mathrm{z}$\lambda$^{h}P_{h}(I-A^{-1}BA^{-1}}
8 アルゴリズム

1.  $\epsilon$=2^{-53} とする (倍精度浮動小数点数の場合).
2.  C_{f}:=C_{2}^{2}C_{h}\Vert f'[\hat{u}]^{*}f'[\hat{u}]\Vert_{L\infty}\Vert+C_{2}\Vert f'[\hat{u}]^{*}\Vert_{L}\infty+C_{2}C_{h}\Vert\nabla f'[\hat{\mathrm{u}}]\Vert_{(L)^{2}}\infty+C_{h}\Vert f'[\hat{u}]\Vert_{L}\infty を求める.

3. (F'[\hat{u}]u_{h}, F'[\hat{u}]v_{h})_{L^{2}}+ $\epsilon$(A $\tau$ A_{h}, v_{h})_{L^{2}} = $\lambda$^{h} (Auh, Av_{h})_{L^{2}} の絶対値最小固有値 $\lambda$_{1}^{h} より  $\tau$ = 1/|$\lambda$_{1}^{h}| を求

める.

4. K_{1}:=C_{2} (  C_{2}^{2}\Vert f'[\hat{u}]^{*}f'[\hat{u}]\Vert_{L}\infty+\Vert f'[\hat{u}]^{*}\Vert_{L}\infty+C_{2}^{2}\Vert $\Delta$ f'[\hat{u}]\Vert_{L}\infty+2C_{2}\Vert\nabla f'[\hat{u}]\Vert_{(L}\infty )  2+\Vert f'[\hat{u}]\Vert_{L}\infty+ $\epsilon$)
5.  K_{2}:=C_{h}(C_{2}^{2}\Vert f'[\hat{\mathrm{u}}]^{*}f'[\prime\hat{ $\iota \iota$}]\Vert_{L}\infty+\Vert f'[\hat{u}]^{*}\Vert_{L}\infty+\grave{C}_{2}^{2}\Vert $\Delta$ f'[\hat{u}]\Vert_{L}\infty+2C_{2}\Vert\nabla f'[\hat{\mathrm{u}}]\Vert_{(L)^{2}}\infty+\Vert f'[\hat{u}]\Vert_{L}\infty+ $\epsilon$)
6. K_{\mathrm{c}}=C_{2}K_{2} と  $\kappa$=C_{h}(K_{1} $\tau$ K_{c}+K_{2}) を求める.

7.  $\kappa$<1 であることをチェックし,もし満たさなければ失敗

8.  C_{AD}=\Vert (  $\tau$(1+\displaystyle \perp_{ $\kappa$} $\tau$ K\rightarrow)\frac{C^{\frac{c_{h}}{K^{1}}}rK-}{1- $\kappa$} \frac{1}{1- $\kappa$} $\tau$ K\vec{1- $\kappa$} )\Vert_{2} を求める.

9. C_{D}:=C_{h}C_{AD}\sqrt{1+C_{2}^{2}C_{h}^{2}C_{f}+ $\epsilon$ C_{h}^{2}} を求める.

10. (F�[ûû]uh, F'[\hat{u}]v_{h})_{L^{2}}+ $\epsilon$(Au_{h}, v_{h})_{L^{2}}=$\mu$^{h} (Auh, v_{h})_{L^{2}} を満たす最小固有値 $\mu$_{1}^{\prime h} を求める.

11. $\mu$_{1}\in [\displaystyle \frac{$\mu$_{1}^{\prime h}}{1+C_{D}^{2}$\mu$_{1}^{h}}- $\epsilon,\ \mu$_{1}^{\prime^{h}}- $\epsilon$.] より K=\displaystyle \frac{1}{\sqrt{$\mu$_{1}}} を計算し, K の包含を得る.

9 数値実験結果

本章では  $\Omega$=(0,1)^{2}\subset \mathbb{R}^{2} とし,Dirichlet 境界値問題

\left\{\begin{array}{ll}
- $\Delta$ u=\mathrm{u}^{3} & \mathrm{i}\mathrm{n}  $\Omega$,\\
u=0 & \mathrm{o}\mathrm{n} \partial $\Omega$,
\end{array}\right. (11)

の解に対し.系1を用いた計算機援用存在証明法を行う.
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数値実験では CentOS 6.6, CPU : Intel Xeon CPU E7‐4830 v2 2.2\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{z}\times 4 , RAM : 2TByte を使用した.

また,開発環境は Matlab 2012\mathrm{b} と Matlab の精度保証付き数値計算ツールボックスである INTLAB Version 9

[24] , 及びコンパイラ GCC ver 4.4.7を用いた \mathrm{C}++ 言語と \mathrm{C}++ 言語の精度保証付き数値計算ライブラリであ

る kv library 0.4.36 [25] を使用した.また,kv library 0.4.36では高品質多倍長浮動小数点ライブラリ MPFR

3.1.4 [26] も利用した.

(11) の近似解 ûは

û = \displaystyle \sum_{i=1_{J}'=1}^{N}u_{$\iota$'j}$\phi$_{\mathrm{i}}(x)$\phi$_{j}(y) , u_{i} \in \mathbb{R}

とする.但し,Legendre多項式

 P_{i}=\displaystyle \frac{(-1)^{i}}{i!}(\frac{d}{dx})^{i}x^{i}(1-x)^{i}, i=0, 1, 2, \cdots
を用いた基底

$\phi$_{i}(x)=\displaystyle \frac{1}{\mathrm{i}(\dot{ $\iota$}+1)}x(1-x)\frac{dP_{i}}{dx}(x) , i=1, 2, 3, \cdots
を利用した (例えば [27]).

(11) のLegendre 多項式の次数  N=20 の場合の近似解を図1に示す.

8

6

4

2

0
0 1

1 0

図1 (11) に対する Legendre 多項式の次数 N=20 の場合の近似解.

図1の近似解に対し提案した定数 K に関する数値実験結果を表1に示す.この表1にて,定数 K の結果

0.18_{49}^{54} は K \in [0.1849, 0.1854] を意味する. \dim(V_{h}) は式 (8) の次元を意味し,近似解の Legendre 多項式の次

数 N=20 とは異なる.表1の  $\kappa$ はどちらも1未満であるため定数  C_{AD} が存在する.そのうえで,定数 C_{D} を

求め,目的とする固有値 $\mu$_{1} の値を得た.その結果,定理2から定数 K が求まった.

その上で,残差  $\delta$ \in [0.01354045, 0.01354046] ,  G=4.57614 とすると K^{2} $\delta$ G=0.002130 <0.5 となるため,

系1より真の解 u^{*} は存在することが言える.
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