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1. まえがき

セルオートマトンは局所的に相互作用を有する並列変換であるが、この立場

からすると行列は相互作用の無いスコープ幅1のベク トル空間上の線形セルオ

ートマトンとみなすことができる。2次元ユークリッド空間における直交行列

をセルオートマトンの立場から拡張すると新たにパラメータが存在し、このパ

ラメータに関して1スコープから3スコープへと連続的に移る。この変換は各

セルのノルムの総和を保存するので回転群を真部分群として含む。同様に2次

元ミンコフスキー空間における回転であるローレンツ変換も1スコープから3

スコープへと連続的に拡張できる。

2. 諸定義と基本的性質

セルオートマトンは同一構造のセルを空間に規則的に配置し、相互接続し、

各セルはローカルなルールで同期して並列動作する。すなわちローカルなルー
ル (局所関数) を各セルに一斉に作用させる。この作用は各セルの状態の分布

を新しい状態の分布に変換する並列写像と呼ばれる写像を誘導する。セルオー

トマトンでは普通各セルの状態集合として有限集合を扱うので、局所関数が1

スコープの場合は明らかに並列写像の単射性、全射性、可逆性の性質はすべて

等価になる。しかし局所関数が2スコープ以上では単射性と可逆性の性質のみ

が等価になる。
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セルの状態集合が無限集合になると並列写像の性質についてはあまり知られ

ていない。しかし線形セルオートマトンに限ると以下のことが成り立っ。
(1) 可換なアルティン環上の線形セルオートマトンの並列写像については局所

関数が1スコープの場合並列写像の単射性、全射性、可逆性の性質はすべ

て等価になるが局所関数が2スコープ以上では並列写像の単射性と可逆性

のみが等価になる。

(2) 行列環上の線形セルオートマトンの並列写像については局所関数が1スコ

ープの場合、すなわち行列の単射性、全射性、正則性 (可逆性) の性質は

すべて等価になることが線形代数でよく知られている。局所関数が2スコ

ープ以上では並列写像の単射性と可逆性のみが等価になる。行列環は非可

換なアルティン環である。

本論文ではベク トル空間上の線形セルオートマトンを考え、それが直交変換

になる場合すなわち、その並列写像が直交変換になる場合を考え、直交行列を
セルオートマトンの立場から拡張する。

Z を整数の集合とする。スコープ幅3のベク トル空間 V 上の線形セルオート

マトンは各セルの状態集合としてベク トル空間をとり、3変数の線形局所関数

f : V\times V_{\mathrm{X}}y\rightarrow V は V 上の3つの正方行列 A_{-1},A_{\{}, \mathrm{A}_{1} を与えると定まり、それぞ

れの行列は左側のセル、自分自身のセル、右側のセルに作用する。
並列写像 f_{\infty} : V^{z}\rightarrow y^{z} は... V\times V\times V から自分自身への線形写像で次式のよ

うに定義される。

f_{\infty}(u) =u', u,u'\in V^{Z}  $\zeta$\Rightarrow \forall_{i\in Z} u_{i}'=A_{-1}u_{i-1}+A_{0}u_{i}+A_{1}u_{i+1}

ここで、 u,u' は各セルの状態の分布で u_{i}, u_{i}'\in V は i 番目のセルの状態を表す。

したがって、線形セルオートマトンの理論から並列写像は次式のような行列上

の多項式で表される。

f_{\infty} \Leftrightarrow F_{X}=A_{-1}X^{-1}+4+A_{1}X

で表される。ここで X はシフトオペレータである。

なお {}^{t}F_{X}=^{t}A_{-1}X+^{t}A_{0}+^{t}A_{1}X^{-1} である。
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3. ユークリッド空間 V 上の直交変換

定義1. V 上の線形セルオートマトンが直交変換であるとはその並列写像が各

セルのベクトルのノルムの総和を保存するとき、すなわち次式が成り立つとき

である。

\displaystyle \sum_{i\in Z}<u_{j}'$\mu$_{i}^{\uparrow}> =\sum_{i\in Z}<u_{i}$\mu$_{i}>
ここで f_{\infty}(u)=u', u,u'\in V^{Z} <u_{j},u, >=^{1}u_{i}u_{i}

このとき F_{X} は {}^{t}F_{X}F_{X}=I を満たし、直交行列の自然な拡張となっている。

A(b)=\displaystyle \frac{1}{\sqrt{1+b^{2}}}\left(\begin{array}{ll}
1 & -b\\
b & 1
\end{array}\right) は2次元ユークリ ッ ド空間上の回転を表し、こ

れによって生成される回転群はアーベル群である。

A_{x}(r)=\displaystyle \frac{1}{\sqrt{1+r^{2}}}\left(\begin{array}{ll}
1 & -rX^{-1}\\
rX & 1
\end{array}\right) は2次元ユークリッド空間における3 スコー

プの直交変換でこれによって生成される群はやはりアーベル群である。しかし

これら2つの元によって生成される群、すなわち、これら2つの元とそれらの

逆元の有限積として書ける直交変換の群は非アーベル群で1スコープの回転群

を真に含み行列式が1の直交群をなす。

4. ミンコフスキー空間 M 上の直交変換

定義2. M 上の線形セルオートマトンが直交変換であるとはその並列写像が各

セルのベクトルのノルムの総和を保存するとき、すなわち次式が成り立つとき

である。

\displaystyle \sum_{i\in Z}<u_{iiM}'\oint 4'> =\sum_{i\in Z}<u_{i}$\mu$_{\dot{l}}>_{M}
ここで f_{\infty} (u)=u', u, u'\in M^{Z} <u_{j},u_{i}>_{M}=^{t}u_{i} $\Lambda$ u_{j},  $\Lambda$=\left(\begin{array}{ll}
\mathrm{l} & 0\\
0 & -1
\end{array}\right)
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このとき F_{x} は {}^{t}F_{X}M_{X}= $\Lambda$ を満たし、ローレンツ変換の自然な拡張となる。

 L( $\beta$)=\displaystyle \frac{1}{\sqrt{1-\sqrt{}^{2}}}\left(\begin{array}{ll}
1 & - $\beta$\\
\text{一 $\beta$} & 1
\end{array}\right) は2次元空間ンコフスキー空間上の回転を表し、

これによって生成される回転群はアーベル群である。

L_{X}( $\gamma$)=\displaystyle \frac{1}{\sqrt{1-$\gamma$^{2}}}\left(\begin{array}{ll}
1 & -r^{x^{-1}}\\
- $\gamma$ X & 1
\end{array}\right) は2次元ミンコフスキー空間における3 ス

コープの直交変換でこれによって生成される群はアーベル群である。しかし

これら2つの元によって生成される群、すなわち、これら2つの元とそれらの

逆元の有限積として書ける直交変換の群は非アーベル群で1スコープの回転群

を真に含み行列式が1の直交群をなす。この群の元は  $\gamma$=0 のとき L( $\beta$) で

 $\gamma$\rightarrow 1 になるにつれて L( $\beta$) からずれる。 L( $\beta$) はローレンツ変換と呼ばれ

 $\beta$=\displaystyle \frac{v}{c} で分子の v は2つの慣性系の相対速度を表し、分母の C は光の速度

である。 L_{\mathrm{x}}( $\gamma$) は r=1 で極を持ち、  $\gamma$ が次元をもたないことから  $\gamma$ はある物

理量の比を表す。したが \prime\supset て、  $\gamma$ は分子に最小値を持ち、  r=\displaystyle \frac{\ell_{\min}}{\ell} であるか、

または分母に最大値を持ち、  $\gamma$=\displaystyle \frac{\ell}{\ell_{\max}} であるかのいずれかである。

L_{X}( $\gamma$) の代わりに L_{$\lambda$'}($\gamma$^{r}, $\theta$)=\displaystyle \frac{1}{\sqrt{1-$\gamma$^{2}}}\left(\begin{array}{lll}
1 & -\text{搾^{-}} &  $\theta$ X^{-|}\\
- $\gamma$ e^{j $\theta$}X &  & 1
\end{array}\right) をとると例えば

F_{X}\displaystyle \equiv L( $\beta$)L_{\mathrm{x}}(r, $\theta$)=\frac{1}{\sqrt{1-\sqrt{}^{2}}\sqrt{1-$\gamma$^{2}}}[$\varphi$^{-i $\theta$}\left(\begin{array}{l}
0-\mathrm{l}\\
 $\beta$ 0
\end{array}\right)X^{-1}+\left(\begin{array}{ll}
1 & - $\beta$\\
-\sqrt{} & 1
\end{array}\right)+p^{i $\theta$}\displaystyle \left(\begin{array}{ll}
\sqrt{} & 0\\
-\mathrm{l} & 0
\end{array}\right)X]
は {}^{t}F_{X}\mathrm{A}_{X}= $\Lambda$ を満たす。
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