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1 序

本稿の目的は,研究集会 「変換群を核とする代数的位相幾何学」 における講演にもとつい

て論文 [4] の概説をすることである.シンプレクティック幾何学の研究において,Riemann‐
Roch (\mathrm{R}\mathrm{R}) 数という不変量の研究が様々な観点からなされている RR 数は以下の状況で定

義される不変量である.コンパク トなシンプレクティック多様体 (M,  $\omega$) が前量子化可能,つ
まりシンプレクティック形式  $\omega$ の定めるdeRhamコホモロジー類が整係数に持ち上がるとき,
 M 上の接続付き Hermitian 直線束 (L, \nabla) であって,その接続形式 \nabla の曲率形式が -\sqrt{-1} $\omega$

に一致するものが存在する.このような (L, \nabla) を前量子化束という.このとき,  $\omega$ と整合的
な  M の概複素構造に付随する spi \mathrm{n}^{}‐Dirac 作用素の Fìedholm指数として RR 数は定義され
る.群作用がある場合,RR 数は群の (仮想的な) 表現を与える. (M,  $\omega$) にKähler構造が入
り L の正則切断の高次コホモロジーが消滅する場合,RR 数は正則切断の空間の次元に一致

する.この正則切断の空間は幾何的量子化の文脈では (M,  $\omega$) の量子化とみなされる対象で,
Guillemin‐Sternberg による量子化予想の文脈や Borel‐Weil 理論など表現論においても重要な
研究対象となっている.

通常 RR 数はコンパク トなシンプレクティック多様体に対して定義される.コンパク トでな

い場合,一般には Dirac 作用素が Fredholm にならないため,ナイーブにはRR 数は定義されな

い.筆者は [4] において,Hamiltonian S^{1}‐作用をもつコンパクトとは限らないシンプレクティッ
ク多様体に対して運動量写像にある種のコンパク ト性の仮定をおくことにより, S^{1} ‐同変な RR

数の定式化を与えた.[4] における構成は,[5, 6, 7] において筆者が古田幹雄氏 (東大数理) およ
び吉田尚彦氏 (明治理工) との共同研究で構築した理論に基づくものである.そこでは,コンパ
ク トとは限らない Riemann 多様体上の Dirac 型作用素に対するある摂動から Fredholm 作用

素およびその指数を構成する枠組みが与えられた.この摂動は,多様体上のファイバー束の族
とそのファイバーに沿ったDirac型作用素の族を用いて定義される.具体的には,前量子化可
能なシンプレクティック多様体上のHamiltonian トーラス作用から得られるトーラス束の族か

ら構成される.この指数理論から Dirac型作用素の指数の局所化公式が得られ,RR 数の格子
点への局所化や量子化予想の証明などの応用がなされた.なお,この摂動は群作用を本質的に
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用いるものではなく,したがって局所化公式も固定点公式とは異なるものであることを注意し

ておく.また,[4] で定義された同変指数は [5, 6, 7] の指数の直接的な同変版ではないことも注
意しておく.直接的な同変版とその応用については [19] に解説がある.

摂動を用いた非コンパクトな多様体上の指数理論の定式化として,Bravermanによるものも

ある.[2] において Braverman Iは,群作用を持つ多様体上のある同変写像から定義されるベクト
ル場の Clifford 作用による摂動を考えることである (正則化された) 同変指数を定義した.その
指数は Atiyah による横断的楕円型作用素の指数に一致することも示されている Braverman
による指数理論も我々の指数理論も,群作用の軌道に沿った摂動を用いるという意味で類似点
がある.運動量写像が固有であるという仮定 (+ $\alpha$) のもとではそれらが一致することがわかる

が,そうではない極めて単純な例で両者が一致しないこともわかる.具体例を見ることで定性

的な違いが見えてくるが,より精密な両者の違いは捉えられていない.
本稿の構成は以下の通りである.まず第2章でコンパクトな状況での RR 数の定義を確認し

ておく.第3章では,非コンパク トな設定への拡張を述べる.第4章では,量子化予想の主張を
述べ,拡張された同変指数に対しても主張が成立することを述べる.第5章では,Braverman
による同変指数の枠組みを説明し,我々の指数理論との類似点および相違点を述べる.

謝辞.講演の機会を与えて下さった世話人の佐藤隆夫氏に感謝いたします.本研究はJSPS科

研費 (26800045(若手 \mathrm{B} )) の補助を受けております.

1.1 仮定と記号

\bullet 本稿では常に前量子化可能なシンプレクティック多様体を考える.つまり,シンプレク
ティック多様体 (M,  $\omega$) について,  $\omega$ の定める deRham コホモロジー類は整係数に持ち上
がると仮定する.また,  $\omega$ に対応する前量子化束 (L, \nabla) , つまり M 上の Hemitian 直線
束 L とその Hermitian 接続 \nabla でその曲率形式が -\sqrt{-1} $\omega$ に一致するものを固定して考

える.

. 整数  n に対して, \mathbb{C}_{(n)} を S^{1} の複素1次元表現であってウェイ ト n のものとする.つまり,
ベク トル空間として \mathbb{C}_{(n)} =\mathbb{C} であって,  t\in  S^{1} (\subset \mathbb{C}) と z \in \mathbb{C}_{(n)} に対して t\cdot z :=t^{n}z

である.

\bullet コンパク ト Lie 群  G の表現 R と G の既約表現  $\rho$ に対して,  R における  $\rho$ の重複度を
 R^{( $\rho$)} \in \mathbb{Z} で表す.とくに, G=S^{1} のとき \mathbb{C}_{(n)} の重複度を R^{(n)} で表す.

2 コンパク トシンプレクティック多様体の場合

まず,コンパク トな場合の状況を復習しておく. (M,  $\omega$) を前量子化可能シンプレクティック
多様体, (L, \nabla) を  $\omega$ に対応する前量子化束とする.いま,  $\omega$ と整合的な概複素構造  J をひとつ
固定し, M の接束の複素化を J に関して固有分解し,

TM\otimes \mathbb{C}=TM^{1,0}\oplus TM^{0,1}
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とする.つまり, J|_{TM^{10}} \equiv\sqrt{-1}, J|_{TM^{0,1}} \equiv-\sqrt{-1} である.余接束に関しても同様の分解

T^{*}M\otimes \mathbb{C}=T^{*}M^{1,0}\oplus T^{*}M^{0,1}

を考え,外積代数を用いて
W=\wedge\cdot T^{*}M^{0,1}

とおく.よく知られているように, W には微分形式の外積および ( $\omega$ と  J の誘導する計量に関

する) 縮約を用いて TM のClifford作用

c:TM\rightarrow \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(W)

が定義され, \mathbb{Z}/2‐次数付き Clifford 加群 W=W^{+}\oplus W^{-} となる ([10]). 次数は外積の偶奇に
よる. W_{L} :=W\otimes L とおくと,  v\in  TM に対して c_{\mathrm{L}}(v) :=c(v)\otimes \mathrm{i}\mathrm{d}_{\mathrm{L}} とおくことにより W_{L}

も \mathbb{Z}/2‐次数付き Clifford 加群 W_{L} = W_{L}^{+}\oplus W_{L}^{-} となる、外微分作用素 d(の複素化) を分解
TM\otimes \mathbb{C}=TM^{1,0}\oplus TM^{0,1} により d=\partial+\overline{\partial} と分解し,さらに L の接続 \nabla をテンソルするこ
とにより  L‐係数の Dolbeault 作用素 \overline{\partial}_{L} :  $\Gamma$(\wedge T^{*}M^{0,1}\otimes L) \rightarrow $\Gamma$(\wedge^{+1}T^{*}M^{0,1}\otimes L) を得る.

L^{2} ‐内積に関する \overline{\partial}_{L} の共役作用素を姥とする.外積の偶奇でまとめることにより,1階の楕
円型自己共役作用素 D_{L} :=\overline{\partial}_{L}+\overline{\partial}_{L}^{*} : W_{L} \rightarrow  W_{L} をえる.いま, M をコンパクト (で境界が
ない) とすると,コンパクト多様体上の楕円型作用素の一般論により, D_{L} はFredholm作用素,
つまり \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(D_{L}) および \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(D_{L}) は有限次元となる.また, D_{L} は概複素構造の定める \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}^{c_{-}}

構造に関する ( \mathbb{Z}/2‐次数付き)spinc‐Dirac 作用素であり, W_{L} の次数により D_{L} = D_{L}^{+}+D_{L}^{-},
D_{L}^{+} :  $\Gamma$(W_{L}^{+}) \rightarrow $\Gamma$(W_{L}^{-}) , D_{L}^{-} :  $\Gamma$(W_{L}^{-}) \rightarrow $\Gamma$(W_{L}^{+}) と分解できる.このとき, D_{L}^{\pm} も Fredholm

作用素であり, D_{L} の自己共役性から D_{L}^{+}=(D_{L}^{-})^{*} となる.

定義2.1. 前量子化付きコンパク トシンプレクティック多様体 (M,  $\omega$, L, \nabla) に対して,その
Riemann‐Roch 数 RR(M, L) を D_{L}^{+} のFredholm 指数

RR(M, L) :=\dim(\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(D_{L}^{+}))-\dim(\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(D_{L}^{+}))\in \mathbb{Z}

により定義する.

注意2.1. RR(M, L) の性質に関していくつか注意を述べておく.

1.  $\omega$ と整合的な概複素構造全体の集合が可縮であることと,Fredholm 作用素の指数のホモ

トピー不変性により,  RR(M, L) は J のとり方に依存しない.

2. Hirzebruch‐Riemann‐Roch の定理より, RR(M, L) は L のChern 指標 e^{c_{1}(L)} = $\mu$ と  M

のTodd 類Td(M) の積の M 上での積分の値 JM^{e^{ $\omega$}\mathrm{T}\mathrm{d}(M)} に等しい1.

3. J が可積分,つまり (M,  $\omega$, J) がKähler 多様体であるとき, L には自然に正則直線束の構
造が入る.このとき, J の可積分性から \overline{\partial}_{L}\circ\overline{\partial}_{L}=0 となり, L 係数の Dolbeault コホモ

ロジー H^{*}(M, L) が定義され,Hodge‐小平の定理により,Riemann‐Roch 数は Dolbeault
コホモロジーのEuler標数に一致する.つまり

RR(M, L) = \displaystyle \sum_{i}(-1)^{ $\iota$}\dim H^{i}(M, L)
1 この事実からも上述の1. の事実はわかる.
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が成立する.とくに, L の高次コホモロジーが消滅している場合, RR(M, L) は L の正則
切断の空間の次元を与える.

4. ここで考えているデータ (M,  $\omega$, L, \nabla) にコンパクト Lie 群 G が作用している状況下で,

( J も G‐不変なものをとることで)Ker(DL+ ) および \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(D_{L}^{+}) は G の有限次元表現に
なり,

RR_{G}(M, L) :=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(D_{L}^{+})-\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(D_{L}^{+})

は G の表現環 \mathrm{R}(G) の元を与える. RR_{G}(M, L) を同変 Riemann‐Roch 数(または
Riemann‐Roch 指標) という.本稿で与える指数はこの同変 Riemann‐Roch 数の非コン
パクトな状況への拡張である.

3 非コンパクトシンプレクティック多様体への拡張

次に,前章での定式化の非コンパクトな状況への拡張を考える. M のコンパクト性を仮定

しなくとも,(定義域などの関数解析的な問題を無視すれば) \mathbb{Z} /2‐次数付きDirac作用素 D_{L}=

D_{L}^{+}+D_{L}^{-} :  $\Gamma$(W_{L}^{+}\oplus W_{L}^{-})\rightarrow $\Gamma$(W_{L}^{+}\oplus W_{L}^{-}) は定義できる.しかし, D_{L} や D_{L}^{+} がFredholm と

はかぎらないため,ナイーヴには RR(M, L) の定義はできない.そこで,[4] において筆者は古
田幹雄氏 (東大数理) および吉田尚彦氏 (明治理工) との共同研究 ([5, 6, 7]) で用いたDirac作
用素の摂動および群作用によるある種の正則化の手続きを用いて,有限の値を取り出す処方箋
を与えた.以下の設定を考える.

(M,  $\omega$) をコンパクトとは限らない前量子化可能シンプレクティック多様体, (L, \nabla) を  $\omega$ に対
応する前量子化束とする. (M,  $\omega$) に S^{1} がHamiltonian に作用し,その作用は (L, \nabla) にも持ち
上がっていると仮定する.対応する運動量写像を  $\mu$ :  M\rightarrow \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}(S^{1})^{*} \cong \mathbb{R} とする.次のコンパ

クト性を仮定する.

仮定.各 n\in \mathbb{Z} の逆像 $\mu$^{-1}(n) はコンパクトである.

V を S^{1} ‐作用の固定点集合の補集合 M\backslash M^{S^{1}} とすると, V 上の微分作用素 D_{S^{1}} :  $\Gamma$(W_{L}|_{V})\rightarrow
 $\Gamma$(W_{L}|_{V}) であって次の性質をもつものが構成される,

\bullet  D_{S^{1}} は S^{1} 軌道方向の微分しか含まない.

. 各 x\in V に対し,軌道 S^{1}\cdot x 上の作用素 D_{S^{1}}|_{S^{1}} .。:  $\Gamma$(W_{L}|_{S^{1}\cdot x})\rightarrow $\Gamma$(W_{L}|_{\mathcal{S}^{1}\cdot x}) は \mathbb{Z}/2 次
数付き Dirac 型作用素である.つまり, D_{S^{1}}|_{S^{1}\cdot x} の主表象は S^{1} ‐方向の Clifford 作用に一
致する.

このとき,運動量写像の基本的な性質から次の事実がわかる.

1. 各 x \in  V に対して, L|_{S^{1}\cdot x} の平行切断の空間 H^{0}(S^{1} x, L|_{S^{1}} .のが自明であることと
\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(D_{S^{1}}|_{S^{1}\cdot x}) が自明であることは同値である.さらに,これは S^{1} の表現空間としての
重複度についても正しい.

2. 平行切断の空間 H^{0} (S^{1} . x, L|_{S^{1}\cdot x}) が非自明であれば  $\mu$(x) \in \mathbb{Z} であり, S^{1} の表現と
して H^{0} (S^{1} x, L|_{S^{1}\cdot x}) = \mathbb{C}_{( $\mu$(x))} となる.とくに , x \in  M^{S^{1}} であれば  $\mu$(x) \in \mathbb{Z},

H^{0}(S^{1}\cdot x, L|_{S^{1}x})=L|_{x}=\mathbb{C}_{( $\mu$(x))} となる.
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各 n \in \mathbb{Z} に対してコンパクト集合 $\mu$^{-1}(n) の S^{1} ‐不変な相対コンパクト近傍 M_{n} であって

$\mu$^{-1}(n)\subset M_{n}\subset$\mu$^{-1}([n-1/2, n+1/2]) となるものをとり, V_{n} :=M_{n}\backslash $\mu$^{-1}(n) とおく.

定義3.1. $\rho$_{n}:M_{n}\rightarrow \mathbb{R} を $\mu$^{-1}(n) の十分近くで 0 , その遠くでは1となる S^{1} ‐不変なカットオ
フ関数とする. t>0 に対して  $\Gamma$(W_{L}|_{M_{n}}) 上の微分作用素 D_{L,n,t} を

D_{L,n,t}:=D_{L}|_{M_{n}}+t$\rho$_{n}D_{S^{1}}|_{V_{n}}

により定義する.

定理3.2 ([4], Proposition 3.2, Proposition 3.3). 各 n\in \mathbb{Z} に対してある T>0 が存在して任
意の t > T に対して D_{L,n,t} は \mathbb{Z}/2 次数付き Fredholm 作用素 D_{L,n,t} = D_{L,n,t}^{+}+D_{L,n,t}^{-} とな

る.とくに,その同変 Fredholm 指数

\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}_{S^{1}}(M_{n}) :=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(D_{L,n,t}^{+})-\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(D_{L,n,t}^{+})

が表現環 R(S^{1}) の元として定義される.さらに, \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}_{S^{1}}(M_{n}) は M_{n} のとり方によらない.

定義3.3. 準同型写像 RR_{S^{1},1\mathrm{o}\mathrm{c}}(M, L) : R(S^{1})\rightarrow \mathbb{Z} を各 \mathbb{C}_{(n)} \in R(S^{1}) に対して

RR_{S^{1},1\mathrm{o}\mathrm{c}}(M, L)(\mathbb{C}_{(n)}) :=\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}_{S^{1}}(M_{n})^{(n)} \in \mathbb{Z}

により定義する. RR_{S^{1},1\mathrm{o}\mathrm{c}}(M, L) を同変局所 Riemann‐Roch 数とよぶ.

\mathrm{c}\sim 意

注意3.1.  RR_{S^{1},1\mathrm{o}\mathrm{c}}(M, L) の定義では,逆像 $\mu$^{-1}(n) の近傍からウェイ ト n の重複度のみを取

り出すという恣意的なことをしているようにも見えるが,上述の運動量写像の基本性質と同変

指数の消滅定理 ([7, Theorem 6. 1]) により, \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}_{S^{1}}(M_{n}) には \mathbb{C}_{(n)} 以外の重複度は含まれない
ことがわかる.

同変局所 Riemann‐Roch 数は以下の意味でコンパクトなものに対する定義の一般化になっ

ている.

定理3.4. M がコンパクトなとき,各 n\in \mathbb{Z} に対して

RR_{S^{1},1\mathrm{o}\mathrm{c}}(M, L)(\mathbb{C}_{(n)})=RR_{S^{1}}(M, L)^{(n)} \in \mathbb{Z}

となる.

注意3.2. 本稿では [4] に基づいて, S^{1} ‐作用に対する定義を与えているが,[6] の設定を適切に
用いることで,高次元のトーラス作用に関して同様の定義をすることも可能であると思われる.

4 量子化予想の定式化とその証明

同変 Riemann‐Roch 数に関わる重要な研究として,量子化予想 (量子化 (Quantization)
とシンプレクティック簡約 (Reduction) の可換性) [Q,R] =0 がある.これは1980年代に
Guilemin‐Sternberg([9]) によって定式化が与えられ,[8] や[3] などの部分的な解決を経て,[13]
や [15] などにおいて一般的に解決された.以下設定を述べる.
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(M,  $\omega$, L, \nabla) をコンパクトなシンプレクティック多様体とその上の前量子化束とし,そこ
ヘコンパクト Lie 群 G がHamiltonian に作用しているとする.いま, 0 \in (\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}(G))^{*} が対応
する運動量写像  $\mu$ :  M \rightarrow (\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}(G))^{*} の正則値であると仮定すると, l^{$\iota$^{-1}(0)} は M のなめら

かな部分多様体で G が(有限群の固定化部分群をのぞいて) 自由に作用することが知られて
いる.さらにこのとき,商空間 M_{(0)} := $\mu$^{-1}(0)/G には自然なシンプレクティック構造 $\omega$_{(0)}

が定義され, (L_{(0)}, \nabla_{(0)}) := (L, \nabla)|_{$\mu$^{-1}(0)}/G が (M_{(0)},$\omega$_{(0)}) 上の前量子化束となることもわ

かる. (M_{(0)}, $\omega$_{(0)}) を (0 での) シンプレクティツク商という.こうして,前量子化束付きの
コンパクトなシンプレクテイック多様体2 (M_{(0)},$\omega$_{(0)}, L_{(0)}, \nabla_{(0)}) と,その Riemann‐Roch 数

RR(M_{(0)}, L_{(0)}) \in \mathbb{Z} が定義される.一方,HamiltomanG‐作用をもつ (M,  $\omega$, L, \nabla) から同変

Riemann‐Roch 数 RR_{G}(M, L)\in R(G) およびその自明表現の重複度 RRG (M, L)^{(0)} \in \mathbb{Z} が定
義される.

定理4.1 (量子化予想 [[3 , 9, 8, 12, 13, 15, 16, 17] , etc). 上述の設定のもと,次が成立する.

RR_{G}(M, L)^{(0)}=RR(M_{(0)}, L_{(0)})\in \mathbb{Z}.

注意4.1. ここでは簡単のため  0\in (\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}(G))^{*} に対するシンプレクティック商を説明したが,一
般の  $\xi$\in (\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}(G))^{*} lこ対しても  $\xi$ を通る余随伴軌道の逆像に関してシンプレクティック商が考

えられ,それに対する量子化予想も証明されている.

Vergne ([18]) は以上の主張を非コンパク トな状況に拡張する予想を与え,その予想は Ma‐
Zhang([11]) , Paradan([14]) により証明された.Vergne による定式化では,非コンパクトな  M

に対する指数として,Atiyah による横断的楕円型作用素の指数 ([1]) が用いられ,Ma‐Zhang は
後述の Braverman の指数理論を用いることで予想を証明した.前章で我々が定義した同変局

所Riemann‐Roch 数に関しても量子化予想が成立する.

定理4.2. (M,  $\omega$, L, \nabla) を定義3.3のものとする. n\in \mathbb{Z} を対応する運動量写像  $\mu$ :  M\rightarrow \mathbb{R} の

正則値とするとき,

RR_{S^{1}} ,loc (M, L)(\mathbb{C}_{(n)})=RR(M_{(n)}, L_{(n)})
が成立する.ただし, (M_{(n)}, L_{(n)}) :=($\mu$^{-1}(n), L|_{$\mu$^{-1}(n)})/S^{1} は n\in \mathbb{Z} でのシンプレクティック
商である.

5 Braverman の指数理論との関係

我々の同変指数の定式化は,群作用の軌道に沿った作用素による摂動に基づいていた.Braver‐

man は,[2] において群作用をもつ非コンパクトな多様体に対して我々とは別種の軌道に沿っ
た摂動を用いてある同変指数を定義している.以下その設定を述べる.

M をRiemann 多様体, W_{M} をその上の \mathbb{Z}/2‐次数付き Clifford加群束とする.コンパクト

Lie 群 G が M に等長的に作用し,その作用が W_{M} に (TM のClifford 作用と可換になるよう

に ) 持ち上がっていると仮定する.  $\mu$ :  M\rightarrow \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}(G) を G‐同変な写像とする.ただし,Lie(G)
への G‐作用は随伴作用である.この  $\mu$ から  M 上のベクトル場 $\mu$_{M} が

$\mu$_{M}(x) := \displaystyle \frac{d}{dt}|_{t=0} (\exp(t $\mu$(x)) . x) \in T_{x}M
\overline{2\vee}る.
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により定義される.このベクトル場に関して次の仮定をおく.

仮定.Zero ($\mu$_{M}) := $\mu$訟(0) はコンパクト.

定義5.1.  G‐同変な \mathbb{Z}/2‐次数付き Dirac 作用素 3D :  $\Gamma$(W_{M}) \rightarrow  $\Gamma$(W_{M}) に対して, D_{ $\mu$} :
 $\Gamma$(W_{M})\rightarrow $\Gamma$(W_{M}) を

D_{l^{l}}:=D+\sqrt{-1}c($\mu$_{M})

により定義4する.ただし, c は W_{M} へのCliffford作用である.

 $\rho$ を  G の既約表現の一つとし,

 $\Gamma$(W_{M})_{ $\rho$}:=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{G}( $\rho$,  $\Gamma$(W_{M}))\otimes $\rho$

とおくと  $\Gamma$(W_{M})_{ $\rho$} は自然に  $\Gamma$(W_{M}) の部分空間とみなせ, D_{ $\mu$} の  $\Gamma$(W_{M})_{ $\rho$} への制限 D_{ $\mu,\ \rho$} が定
義できる.

定理5.2. 各既約表現  $\rho$ に対して  D_{ $\mu,\ \rho$} はFredholm 作用素となり,その Fredholm 指数

$\chi$_{G, $\mu$}(M)( $\rho$) := dim Ker (D_{ $\mu,\ \rho$})- dim Coker (D_{ $\mu,\ \rho$})\in \mathbb{Z}

を用いて準同型写像

$\chi$_{G, $\mu$}(M):R(G)\rightarrow \mathbb{Z},  $\rho$\mapsto$\chi$_{ $\mu$}( $\rho$)

が定義できる.さらに, $\chi$_{G, $\mu$} はAtiyah の横断的楕円型作用素の指数 ([1l) に一致する.

この同変指数理論を用いて,Ma‐Zhang は[11] において Vergne による予想を肯定的に解決
した.実際には [11] では,Zero ($\mu$_{M}) のコンパクト性より弱く,  $\mu$ が固有写像である,という仮
定のもとで予想を示している.

我々が同変局所 Riemann‐Roch 数  RR_{S^{1}} ,l。c を定義した状況において,不変内積により Lie (S^{1})=
\mathbb{R} と Lie (S^{1})^{*} を同一視することで  $\mu$ :  M\rightarrow \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}(S^{1}) と考え,さらに Zero ($\mu$_{M}) がコンパク ト
であると仮定すると $\chi$_{S^{1}, $\mu$}(\mathrm{M}) が定義される.このとき,群作用の軌道に沿つた摂動から定義
される2つの準同型写像 RR_{S^{1},1\mathrm{o}\mathrm{c}}(M, L) と $\chi$_{S^{1}, $\mu$}(\mathrm{M}) の関係を問うことは自然であろう.こ

の間に関して次がわかる.

定理5.3. 上述の仮定のもと, n\in \mathbb{Z} を  $\mu$ :  M\rightarrow \mathbb{R} の正則値と仮定すると

RR_{S^{1},1\mathrm{o}\mathrm{c}}(M, L)(\mathbb{C}_{(n)})=$\chi$_{S^{1}, $\mu$}(M)(\mathbb{C}_{(n)})\in \mathbb{Z}

が成立する.とくに,  $\mu$ が臨界値をもたない場合

 RR_{S^{1},1\mathrm{o}\mathrm{c}}(M, L)=$\chi$_{S^{1}, $\mu$}(M) : R(S^{1})\rightarrow \mathbb{Z}

となる、

3W_{M} への Clifford 作用と整合的な接続と Clifford 作用の合成で定義される微分作用素.
4正確には,摂動項 c($\mu$_{M}) に M の端で十分早く発散する関数 f : M\rightarrow \mathbb{R}_{+} をかける必要がある.
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定理の主張は,2つの同変指数に対して量子化予想が成立することから従う.すなわち,  $\mu$ の
正則値  n\in \mathbb{Z} に対して

RR_{S^{1},1\mathrm{o}\mathrm{c}}(M, L)(\mathbb{C}_{(n)})=RR(M_{(n)}, L_{(n)})=$\chi$_{S^{1}, $\mu$}(M)(\mathbb{C}_{(n)})

となることからわかる.つまり,定理5.3は2つの同変指数の関係を直接比較するのではなく,
量子化予想に由来する RR(M_{(n)}, L_{(n)}) を経由することで示される.定理が成立するもっとも

単純な例は長さが無限のシリンダー S^{1}\times \mathbb{R} である.ただし,必要な構造は標準的なものを考え
る.とくに,前量子化束 S^{1}\times \mathbb{R}\times \mathbb{C} への S^{1} ‐作用の持ち上げはファイバーの \mathbb{C} 方向への作用が
自明なものを考える.しかし,これら2つの同変指数が常に一致するというわけではない.以
下のような単純な例がそれを示している.

例5.4. k \in \mathbb{Z} に対して,長さの短いシリンダー M_{k} :=S^{1} \times (k-1/2, k+1/2) を考える.た
だし,必要な構造は S^{1} \times \mathbb{R} と同様に標準的なものを考える.特に, S^{1} ‐成分への S^{1} ‐作用の運
動量写像  $\mu$ は射影 \mathrm{p}\mathrm{r}_{\mathbb{R}} : M_{k} \rightarrow (k-1/2, k+1/2) \subset \mathbb{R} である.このとき,直接計算により各
n\in \mathbb{Z} に対して

RR_{S^{1},1\mathrm{o}\mathrm{c}}(M_{k})(\mathbb{C}_{(n)}) = $\delta$_{kn}

$\chi$_{S^{1}, $\mu$}(M_{k})(\mathbb{C}_{(n)}) = $\delta$_{k0}

となることがわかる.とくに, RR_{S^{1},1\mathrm{o}\mathrm{c}}(M_{k}) \neq$\chi$_{S^{1}, $\mu$}(M_{k}) である.

この単純な例からもわかるように, $\chi$_{G, $\mu$} は運動量写像の値が 0 になる点の情報に強く依存
する.一方で RR_{S^{1},1\mathrm{o}\mathrm{c}} は運動量写像の値が整数か否かに強く異存する.このような定性的な理

解を超え,両者を作用素レヴエルで比較することで両者の関係を理解することが望ましい.
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