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概 要

本稿では,準備中の論文 [3] の報告として,超平面配置に付随す
る新しい代数たるSolomon‐寺尾代数を紹介し,その性質と応用を調
べる.特に正則幕零ヘツセンベルグ多様体のコホモロジー環との関
係について述べる.

1 序章

超平面配置の代数学といえば,斎藤恭司により定義され寺尾宏明らに
よって研究され続けている対数的ベクトル場がその筆頭である.本稿で

は,対数的ベクトル場から構成される Solomon‐寺尾代数を,新しい超平
面配置の代数的対象として定義する.Solomon‐寺尾代数はもともと [8] に
おいて定義された  $\eta$ 複体から自然に定義される有限次元代数であるが,こ
れまで誰も深くは研究してこなかった.本稿ではこのSoloinon‐寺尾代数

の性質を調べる.実際,Solomon‐寺尾代数は,代数としての扱いは現状大
変むずかしいものではあるものの,ワイル配置と関係する配置に対しては,
ある多様体のコホモロジー環と同型になる) という著しい特徴を持つ (定
理1.6参照) いわば,Borel の理論により定式化された余不変式環の,超
平面配置的一般化とも呼べるものであり,対数的ベクトル場と新たな幾何
学との交わりを想起させる代数的対象となっている.本稿ではSolomon‐

寺尾代数の定義と簡単な性質及び,その出自について簡単に述べる.結果
の証明やより詳しいSolomon‐寺尾代数の性質については,[3] をご参照頂
きたい.本稿では Solomon‐寺尾代数についてのみ述べるが,[3] ではより
一般的な Solomon‐寺尾複体について論じている.

主題を述べるため,いくつか準備を行う. \mathbb{K} を任意の体, V=\mathbb{K}^{\ell} とし
S:=\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}(V^{*}) を V の座標環とする.Vの座標系として x_{1} , . . . ,  X\ell を固定
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する.この時  S=\mathbb{K}[x_{1}, . . . , x_{\ell}] となる. \mathbb{K} 線形な S 導分のなす階数が \ell の

自由  S 加群 Der S は,座標を用いると

Der S:=\oplus $\iota$=1\ell S\partial_{x_{\mathrm{t}}}.
と表せる. \mathcal{A} を V 中の超平面配置,すなわち線形な超平面の有限族とす
る. H\in \mathcal{A} それぞれに対し, $\alpha$_{H}\in V^{*} をその定義式,すなわち \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}$\alpha$_{H}=H

を満たす線形形式として一つ固定する.この準備の下,対数的ベク トル場
D(\mathcal{A}) を以下のように定義する :

定義1.1

D(\mathcal{A}) := {  $\theta$\in Der  S| $\theta$($\alpha$_{H}) \in S$\alpha$_{H} (\forall H\in \mathcal{A}) }

と定める.

齋藤恭司によ り定義された古典的かつ極めて重要な代数である D(\mathcal{A})
を用いることで,以下の定義と定理を得ることができる.詳細については
第二章あるいは [3] を参照されたい.

定理1.2 ([8])
d を非負整数亀を d 次斉次式全体のなすベク トル空間とする.  $\eta$\in 亀を
一つ固定する.写像 \partial :  D(\mathcal{A})\rightarrow S を,

\partial( $\theta$) := $\theta$( $\eta$)

で定める.こうして得られる代数 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(\partial) =  S/{\rm Im}\partial を,  $\eta$ \in  S_{d} に関す
る d 次の Solomon‐寺尾代数と呼び, ST(\mathcal{A},  $\eta$) と表す.この時,空でない
Zariski 開集合砺 欧 S_{d} が存在して,  $\eta$ \in  U_{d} に関する Solomon‐寺尾代数
ST(\mathcal{A},  $\eta$) は \mathbb{K} 上有限次元代数,特にアルチン環.

\mathfrak{a}(\mathcal{A},  $\eta$) := \{ $\theta$( $\eta$) \in S |  $\theta$ \in D(\mathcal{A})\} = {\rm Im}\partial と定義されるものを,
Solomon‐寺尾イデアルと呼ぶ.つまり  S/\mathfrak{a}(\mathcal{A},  $\eta$) = ST(\mathcal{A},  $\eta$) たるイデ

アルであり,この構造が D(\mathcal{A}) という超平面配置における古典的かつ極め
て重要な代数的対象である対数的ベク トル場から決定されるということ

になる.特にこのことから,Solomon‐寺尾代数は情報としては対数的ベク
トル場より弱いものしかもっていないということに注意されたい.

さてそのような弱い情報を持つ代数をなぜ定義するのかという点であ

るが,それに対するもっともよい答えは,やはり超平面配置の起源といえ
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るワイル配置の場合のSolomon‐寺尾代数の考察であろう.その説明のた

めに,少し用語を導入する.以下しばらく, \mathbb{K}=\mathbb{R} とする.
階数 \ell のワイル群  W が V=\mathbb{R}^{\ell} に作用している状況を考える.この作

用は自然に S へのそれへと拡張されるため,不変部分 S^{W} を考えること
ができる.Chevalley の結果から,ある斉次不変式 P_{1} , . . . , P_{\ell}\in S^{W} が存在
して,

S^{W}=\mathbb{R}[P_{1}, . . . , P_{\ell}]

となることが知られている.また次数については,

2=\deg P_{1} <\deg P_{2}\leq\cdots\leq\deg P_{\ell-1} <\deg P_{\ell},

かつ (\deg Pi—l, . . . , \deg P_{\ell}-1 ) はワイル群の指数と一致することが知ら
れている.この時以下が成立する.

定理1.3 ([2], 定理3.9)
W に対応するルート系  $\Phi$ の正ルート  $\alpha$ に直交する鏡映面  H_{ $\alpha$} 全体を集め

たワイル配置 \mathcal{A} に対して,

ST(\mathcal{A}, P_{1})\simeq H^{*}(G/B, \mathbb{R})

となる.

定理1.3中において, G は W に対応する複素線型半単純代数群, B はそ
のBorel 部分群である.この定理は本質的に,Borel と齋藤恭司の結果を
合わせることで直ちに得られるものである.証明は上述の通り [2] の定理
3.9にて与えられたが,本稿では後に超平面配置寄りな言葉での証明を与
えることとする.

よって,Solomon‐寺尾代数は上記の場合においては余不変式環という極
めて由緒正しい良い代数となることが分かった.ここでポイントとなるの

は,君の存在さえ認めれば,不変式環論を経由せずとも余不変式環,よっ
て結果的には旗多様体のコホモロジー環の情報を,ワイル配置という超平
面配置の対数的ベクトル場の情報から復元することができるという点で

ある.よって一般に,ワイル群作用がないような,すなわち不変式論が使
えないような状況においても,余不変式環のようなものを対数的ベクトル
場と超平面配置から,Solomon‐寺尾代数として構成する,という理論の可
能性が生まれたといえる.この理論の一端を裏付けるものとして示され

た[2] での主定理を述べるために,少し準備を行う.
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定義1.4
 $\Phi$ を,ワイル群  W に関するルート系とし,正ルートの集合 $\Phi$^{+} を固定する.
I \subset $\Phi$^{+} をイデアルとする,すなわち,  $\beta$ \in  I,  $\gamma$ \in  $\Phi$+ で,かつ単純ノレー
ト $\alpha$_{1} , . . . ,  $\alpha$\ell に対して  $\beta$- $\gamma$\displaystyle \in\sum_{i=1}^{l}\mathbb{Z}_{\geq 0}$\alpha$_{i} が成り立つなら,  $\gamma$\in I となっ
ているような集合である.この時 \mathcal{A}_{I}:=\{H_{ $\alpha$} | $\alpha$\in I\} をイデアル配置と

呼ぶ.

この定義の下,定理1.3は,Solomon‐寺尾代数及び正則幕零ヘッセンベ
ルグ多様体の言葉で一般化することができる.まず正則幕零ヘッセンベル
グ多様体を定義する.

定義1.5 ([4])
G を  $\Phi$ に対応する複素線形半単純代数群,  B をその Borel 部分群として一
つ固定する. \mathfrak{g}, \mathfrak{b} をそれぞれの対応するリー環とする.この時正則幕零元

N\in \mathfrak{g} とイデア) \triangleright I \subset$\Phi$^{+} に対して,

X (N, I):=\displaystyle \{gB\in G/B|\mathrm{A}\mathrm{d}(g^{-1})(N)\in \mathfrak{b}\oplus(\bigoplus_{ $\alpha$\in I}\mathfrak{g}_{- $\alpha$})\}
を正則幕零ヘッセンベルグ多様体と呼ぶ.ここで \mathfrak{g}_{- $\alpha$} は - $\alpha$ に対応する

ルート空間.

これを用いて以下の一般化定理を得る.

定理1,6 ([2], 定理 Ll)
 X(N, I) を,イデアル I と正則幕零元 N\in \mathfrak{g} から定まる正則幕零ヘッセン
ベルグ多様体とする.詳細については例えば[5] の第五章などを参照のこ
と.この時二次の基本不変式君に対して

S\mathrm{T}(\mathcal{A}_{I)}P_{1})\simeq H^{*}(X(N, I), \mathbb{R})

が成り立つ.特にこれらの環は完全交差環であり,

Poin(X (N, I), \sqrt{x}) =\displaystyle \prod_{i=1}^{\ell}(1+x+\ldots+x^{d_{l}^{l}})
が成り立つ.ここで d_{i}^{I} の定義については定理1.9を参照.

[2] では Solomon‐寺尾代数という言葉は使われていないので,そこだけ
書き直したものが定理1.6であるが,主張や証明はすべて [2] による.本稿
及び [3] では,そこで使われた代数に着目し,それをイデアル配置に限ら
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ずすべての超平面配置において定式化し,その基礎づけを行い性質を調べ
ること,およびそのほかの幾何学,特にコホモロジー環の表示への道筋を
作ることを目的とする.

しかしながら,実際問題としてSolomon‐寺尾代数のアルチン環として
の構造を決定することは一般には極めて難しく,それが完全交差か) ある
いはボアンカレ双対代数か,といったことはおろか,そのヒルベルト多項
式も一般にはわからない.しかしながら,最も有名な超平面配置のクラス
の一つである自由配置については,それらが見事に判明する.本稿ではそ
れを主眼とする.まず自由性を定義する.以下再び \mathbb{K} を任意の体とする.

定義1.7

超平面配置 \mathcal{A} が自由であり,その指数が \exp(\mathcal{A}) =(d\mathrm{i}, . . . , dのであると
は, D(\mathcal{A}) が自由 S 加群であり,その斉次基底として $\theta$_{1} , . . . , $\theta$_{l}, \deg$\theta$_{i} =

d_{i} (i=1, \ldots, \ell) たるものが取れるときにいう.ここで  $\theta$\in Der  S が斉次で

あるとは,  $\alpha$\in V^{*} に対して  $\theta$( $\alpha$) が零でなければ全て斉次多項式であると
きにいい,このとき \deg $\theta$:=\deg $\theta$( $\alpha$) として定める.

以下が主定理である.

定理1.8 (自由性と完全交差性,[3])
\mathcal{A} を \exp(\mathcal{A}) = (dl, . . . \dot{ $\chi$}d_{\ell} ) たる自由配置とし,  $\eta$ \in  U_{d} ととる.この時
ST(\mathcal{A},  $\eta$) は完全交差.更に,  $\eta$\in U_{2} であるならば,

Hilb (ST(\displaystyle \mathcal{A},  $\eta$);x)=\prod_{i=1}^{p}(1+x+\cdots+x^{d_{\mathrm{t}}})
が成立.

定理1.8から,自由配置のSolomon‐寺尾代数の構造は明確にわかり,か
つ非常に良い性質を持っていることもわかる.完全交差なので当然ボアン

カレ双対代数であり,何かの多様体のコホモロジー環である可能性はいき
なりは否定されない上に,ベッチ数も自由配置の指数から決定される.更
にこれにより,例えば空でない二次元中心的配置 \mathcal{A} のSolomon‐寺尾代数
は常に完全交差環であり,特に  $\eta$ がgenericな二次式であれば,

Hilb (ST(\mathcal{A},  $\eta$);x)=(1+x)(1+x+\cdots+x^{|A|-1})

であることも超平面配置の簡単な議論からわかる.これは対数的ベクト

ル場でも似ていて,二次元までならば対数的ベクトル場の構造は極めて容
易にわかることが知られている.問題はどちらも三次元からである.
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ちなみに) イデアル配置は自由であることが以下で示された :

定理1.9 ([1], 定理1.1)
I\subset$\Phi$^{+} をイデアルとする.この時 \mathcal{A}_{I} は自由配置で,その指数 (d_{1}^{I}, \ldots, d_{\ell}^{I})
は I 中の正ルートの高さ分布の双対分割と一致する.

よって定理1.9と1.8を組み合わせることで,定理1.6のうち,イデアル
配置の Solomon‐ 寺尾代数の完全交差性及び,正則幕零ヘッセンベルグ多
様体のボアンカレ多項式の表示に関する別証明を得ることができる.と

はいえ,実際問題として定理1.8の証明は [2] における議論とほぼ並行し
て走っていることを注意しておく、

注意1.10

[3] では Solomon‐寺尾代数と Solomon‐寺尾複体を,自由配置より一般的
(かつ実際 generic) なカテゴリーである tame 配置に対して定義し,性質
を調べる.しかし現状Solomon‐寺尾配置をうまく扱える配置は自由配置
のみである.

本稿の構成は以下のとおりである.第二章で 超平面配置に関するいくつ

かの結果をおさらいする.特に [8] の結果や定義を復習した上で,Solomon‐
寺尾代数が,自由配置に対してはきちんと定義可能であることを示す.定
理1.8などの証明については,[3] を参照されたい.

2 準備と証明

本章では,[8] における様々な結果を中心に超平面配置の基本的な概念
を準備する.以下 \mathcal{A} は V=\mathbb{K}^{\ell} 中の中心的な超平面配置,すなわち原点を
通る超平面たちの有限集合とする.まず超平面配置の基本として,[6] から
幾つかの定義を思い出そう :

定義2.1

L(\displaystyle \mathcal{A}):=\{\bigcap_{H\in \mathcal{B}}H|\mathcal{B}\subset \mathcal{A}\}
を \mathcal{A} の交差格子と呼ぶ. L(\mathcal{A}) 上のメビウス関数  $\mu$ は,  $\mu$(V)=1 及び関係
式  $\mu$(\displaystyle \mathrm{X}):=-\sum_{V\supset Y\supsetneq X} $\mu$(Y) で定義される. \mathcal{A} のボアンカレ多項式を

 $\pi$(\displaystyle \mathcal{A};t):=\sum_{X\in L(A)} $\mu$(X)(-t)^{\mathrm{c}\mathrm{o}\dim X}
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で,特性多項式を

 $\chi$(\displaystyle \mathcal{A};t):=\sum_{X\in L(A)} $\mu$(X)t^{\dim X}
によって定義する.

定義2.2

 0\leq p\leq\ell に対して,

 D^{p}(\mathcal{A}):= {  $\theta$\in\wedge^{p} Der S| $\theta$($\alpha$_{H} , f2, . . . , f_{p})\in S$\alpha$_{H}(\forall H\in \mathcal{A}, \forall f_{2}, \ldots, f_{p}\in S) }

と定義する.

[8] におけるもっとも重要な概念は,以下の定義である.

定義2.3 ([8], 第一章)
級数  $\Psi$(\mathcal{A};x, t) を,

 $\Psi$(\mathcal{A}, x, t) :=t^{\ell}\displaystyle \sum_{p=0}^{p} Hilb (D^{p}(\displaystyle \mathcal{A});x)(\frac{1-x}{t}-1)^{p}
で定義する.

これはオリジナルの定義とは異なっているが) 本稿の目的との兼ね合い
を考えると,このほうが都合が良い.上記級数は無論級数に見えるが) 実
はこれが多項式であるというのが,[8] における極めて重要な帰結である.

定理2.4 ([8], 命題5.3)

 $\Psi$(\mathcal{A};x, t)\in \mathbb{Q}[x, t].

定理2.4の証明はかなり難しく長くなるので原論文を当たられたい.し

かしこの証明はかなり面白く,また数学的な意味も深いものだと考えてい
る.この多項式性を出発点として [8] で証明されたのが,以下の実に驚く
べき結果である.

定理2.5 ([8], 定理1.2)

 $\Psi$(\mathcal{A}_{j}\cdot 1, t)= $\pi$(\mathcal{A};t) .
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上記結果を示すために,Solomonと寺尾が [8] で導入したものが第一章
で述べた  $\eta$ 複体であり) その  0 次のホモロジー群が実は Solomon‐寺尾代
数である.第一章で述べた通り,一般的にこれは有限次元となるが,その
証明を簡単に思い出すため,[8] からいくつかの定義と結果を思い出そう.

定義2.6 ([8], 定義4.5)
d を非負整数とし, \mathcal{A} を V 中の超平面配置とする.  X\in  L(\mathcal{A}) に対し, S^{x}

をXの座標環とする. h\in S^{X} が X で非退化とは, \mathrm{J}\mathrm{a}\mathrm{c}(h) :=\{ $\theta$(h) \in S|
 $\theta$\in Der  S^{X} } に含まれる全ての多項式の零点の交わりがXでの原点に含
まれるときにいう.

U_{d}^{X}(\mathcal{A}) := { f\in S_{d}|f|_{X} はXで非退化}

と定義する.

命題2.7 ([8], 第四章及び系3.6)
\mathcal{A} を V=\mathbb{K}^{\ell} 中の超平面配置とし,char (\mathbb{K})\nmid d と仮定する.すると

(1) d>0 に対し,空でない Zariski 開集合

U_{d}(\displaystyle \mathcal{A}):=\bigcap_{X\in L(A)}U_{d}^{X}(\mathcal{A})\subset S_{d}
が存在し,Solomon‐寺尾代数 ST(\mathcal{A},  $\eta$) は  $\eta$ \in  U_{d}(\mathcal{A}) に対し \mathbb{K} 上で有限
次元.

(2) \mathcal{A} が指数 \exp(\mathcal{A})=(d_{1}, \ldots , d_{l}) を持つ自由配置であるなら,

 $\Psi$(\displaystyle \mathcal{A};x, t)=\prod_{i=1}^{\ell}(t(1+x+\cdots+x^{d_{\mathrm{z}-1}})+x^{d_{l}})
が成り立つ.

定理1.2の証明.命題2.7 (1) より有限次元性は直ちに従う. \square 

これにより,Solomon‐寺尾代数の有限次元性が保証される.また詳細は
[3] に譲るが,命題2.7 (2) から,定理1.8の主張のうち,ヒルベルト多項式
に関する結果も出てくる.ここまでの議論は本質的にすべて [8] で展開さ
れているものであることではあるが) あまりこれまで注意を払われていな
い議論であり,かつ Solomon‐寺尾代数の議論の基礎となる箇所なので,[8]
の議論に沿ってこれらを紹介した.ここから更に進んだSolomon‐寺尾代

数の一般論については [8] を参照されたい.
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さて,最後に定理1.3の証明を与えてこの章を終わる.

定理1.3の証明. I:V\times V\rightarrow \mathbb{R} を W 不変な内積とする.この時 I :  $\Omega$ Î \rightarrow

Der  S たる同一視があることに注意.この時 [7] より,ワイル配置 \mathcal{A} の対
数的ベクトル場 D(\mathcal{A}) の基底は,

IdP_{1} , . . . , IdP_{\ell}

で与えられるのであった.さて, \mathcal{A}\neq\emptyset たる配置の基底は必ずオイラー微分
$\theta$_{E}=\displaystyle \sum_{i=1}^{\ell}x_{i}\partial_{x_{ $\iota$}} を含む. \deg P_{1}=2<\deg P_{i} (i\neq 1) なので, IdP_{1}=$\theta$_{E}

として良い.すると

IdP_{i}(P_{1})=I(dP_{i}, dP_{1})=I(dP_{\mathrm{i}}, dP_{i})=$\theta$_{E}(P_{i})=P_{i_{\text{ノ}}}

が ) 零でないスカラー倍をのぞいて成立.よって定義から

\mathfrak{a}($\Phi$^{+})=\{ $\theta$(P_{1}) | $\theta$\in D(\mathcal{A})\}=\langle P_{1} , . . . P_{\ell}\rangle_{S}

となり,証明が終わる.口

3 いくつかのコメント

以上で本稿の内容を終える.詳細は,まだ準備中である論文 [3] を参照
されたい.しかしいろいろ書いてはいるが,Solomon‐寺尾代数はまだま
だ謎が多い代数であり,どれくらい使い道があるかは未知数である.定理
1.6があるため無下にするべきではないが) 他の幾何学とつながるかどう
かは全く分からないし,自由配置以外の場合における定義もできるにはで
きるが,代数的構造が難しすぎてまだまだ基盤整備の段階である.更に,

ST(\mathcal{A},  $\eta$) という表記からもわかる通り,環構造が  $\eta$ という generic な多項
式の選び方に依存してしまうことも大きな問題である.つまりある  $\eta$ で成
り立つ環の性質が 違う選び方をすると成り立たないという可能性が全く
否定できない.逆に言えば,選び方によらない性質をきちんと精査すると

ころにも問題が潜んでいるとも言え,代数的には面白い研究対象といえる.
更に例えば 定理1.8は以下の定理と比べられるべきでもある :

定理3.1 (寺尾の分解定理,[9])
\mathcal{A} が自由配置で \exp(\mathcal{A})=(d_{1}, \ldots, d_{\ell}) のとき,

 $\pi$(\displaystyle \mathcal{A};t)=\prod_{i=1}^{\ell}(1+d_{i}t) .
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このように自由性は二つの多項式の分解と関係しており,どちらも指数
でそれが記述される.これらが深いところでどうつながっているのかとい

うのもおそらく検討されるべき問題であろう.また,定理3.1の逆は正し
くないことが反例により知られているが,定理1.8の逆の真偽はまだわか
らない.これも面白い問題だと思う.
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