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van Mill and Wattel [4] は,局所一様な弱選択関数の存在によってGO 空間を特徴づけ
た.本稿では,その別証明について報告する.

1. 弱選択関数と VAN MILL‐WATTEL の定理

本稿において,空間は全てハウスドルフであるとする.
空間 Xに対して,

\mathcal{F}_{2}(X)=\{S\subset X : 1\leq|S|\leq 2\}

とする. \mathcal{F}_{2}(\mathrm{X}) はVietoris 位相,すなわち,Xの開集合 U, V に対して

\{U, V\}= { S\in \mathcal{F}_{2}(\mathrm{X}):S\subset U\cup V かつ S\cap U\neq\emptyset\neq S\cap V}

としたとき,基 \{ { U,  V\rangle :  U, V はXの開集合} によって生成された位相をもつとする.

定義1.1. 空間 Xに対して,関数  $\sigma$ : \mathcal{F}_{2}(X)\rightarrow X が条件

任意の S\in \mathcal{F}_{2}(\mathrm{X}) に対して  $\sigma$(S)\in S

を満たすとき,  $\sigma$ をX上の弱選択関数 (weak selection) という.

定義  1.2. \preceq を集合 X上の線形順序とする.各  x\in X に対して

(\leftarrow,x)_{\preceq}=\{y\in X : y\prec x\}, (x, \rightarrow)_{\preceq}=\{y\in X : x\prec y\}

とし,準基 \{(\leftarrow,x)_{\prec}, (x, \rightarrow)_{\prec}:x\in X\} によって生成された Xの位相触を,線形順序 \preceq に
よって定められた順序位相 (order topology) という.

定義1.3. 空間 Xの位相を  $\tau$ とし,X上の線形順序 \preceq による順序位相を啄とする.
\bullet Xが順序化可能 (orderable) であるとは,X上の線形順序 \preceq が存在して匙 = $\tau$ が

成り立つことである.
\bullet Xが弱順序化可能 (weakly orderable) であるとは,X上の線形順序 \preceq が存在し

て  $\tau$_{\preceq}\subset $\tau$ が成り立つことである.
\bullet XがGO 空間 (GO‐space) であるとは,次の2つの条件を満たす X上の線形順序

\preceq が存在することである.
(i)  T\prec\subset $\tau$,

(ii) 位相  $\tau$ が \preceq‐凸な集合からなる基をもつ.
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ここで,順序集合 (X, \preceq ) の部分集合  A が \preceq‐凸( \preceq‐convex)であるとは,任意の  x, y, z\in X

に対して,条件

x, z\in A かつ x\preceq y\preceq z ならば, y\in A

が成り立つときをいう.

注意1.4. 上で述べた概念には,次の関係がある.
(A) (X,  $\tau$) は順序化可能である.

\Downarrow 穿
(B) (X,  $\tau$) はGO 空間である.

\Downarrow 介
(C) (X,  $\tau$) は弱順序化可能である.

\Downarrow 介
(D) (X,  $\tau$) は連続な弱選択関数をもつ.

(\mathrm{A})\Rightarrow(B)\Rightarrow(C) は明らかである. (C)\Rightarrow(D) は,  T_{\prec}\subset $\tau$ を満たす X上の線形順序 \preceq

に対し,  $\sigma$(S)=\displaystyle \min_{\preceq}S, S\in \mathcal{F}_{2}(\mathrm{X}) によって連続な弱選択関数  $\sigma$ が定義されることから従
う.順序化可能でない GO 空間の例としては,Sorgenfrey line が挙げられる.GO 空間でな
い弱順序化可能空間の例としては,平面 \mathbb{R}^{2} の部分空間 \{(0,0)\}\cup\{(x, \sin 1/x)\in \mathbb{R}^{2}:x>0\}
がある.Hrušák and Martínez‐Ruiz [2, Theorem 2.7] は,弱順序化可能でなく,かつ連続な
弱選択関数をもつチコノフ空間を構成した.

van Mill and Wattel [3] は,コンパクト空間に対して (\mathrm{D})\Rightarrow(\mathrm{A}) が成り立つことを証明
した.

定理1.5 ([3, Theorem 1.1]). コンパクト空間 Xに対して,次は同値である.
(i) Xは順序化可能である.

(ii) X は連続な弱選択関数をもつ.

さらに,van Mill and Wattel [4] は,局所一様な弱選択関数を用いて GO 空間を特徴付け
ることにより,定理1.5を一般化した.

定理1.6 ([4, Theorem 3. 1]). チコノフ空間 Xに対して,次は同値である.
(i) XはGO 空間である.

(ii) X は局所一様な弱選択関数をもつ.

ここで,弱選択関数の局所一様性は次で定義される.

定義1.7 ([4]). 空間 X上の弱選択関数  $\sigma$:\mathcal{F}_{2}(X)\rightarrow X が局所一様 (locally uniform) で
あるとは,任意の x\in X と x の近傍 U に対して, V\subset U を満たす x の近傍 V が存在して,
任意の p\in X\backslash U, y\in V に対して,

 $\sigma$(\{p, y\})=p\Leftrightarrow $\sigma$(\{p,x\})=p
となることである.

注意1.8. 局所一様な弱選択関数は連続である.また,コンパクト空間上の連続な弱選択関
数は局所一様である [4, Lemma 1.1].

一方,コンパクトなGO 空間が順序化可能であることは容易に分かる.従って,定理1.6
は定理1.5の一般化である.

注意1.9. 定理1.6の(i) \Rightarrow (ii) は,任意の空間  X に対して成り立つ.実際,空間 (X,  $\tau$) が
GO 空間であるとし,X上の線形順序 \preceq が  T\prec \subset $\tau$ を満たし,かつ  $\tau$ が \preceq‐凸な集合からな
る基をもつとする.このとき,X上の弱選択関数  $\sigma$ : \mathcal{F}_{2}(X)\rightarrow X を,任意の S\in \mathcal{F}_{2}(\mathrm{X}) に
対して  $\sigma$(S)=\displaystyle \min_{\preceq}S と定義すれば,  $\sigma$ は局所一様である.
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van Mill and Wattel [4] は,Čech‐Stone のコンパクト化を用いることによって定理1.6
の(ii) \Rightarrow (i) を証明した.これに対し,Čech‐Stone のコンパクト化を用いない定理1.6の
(\mathrm{i}\mathrm{i})\Rightarrow(\mathrm{i}) の別証明を与えることにより,次を得た.

定理1.10. 任意の空間 Xが局所一様な弱選択関数をもてば,XはGO 空間である.

定理1.10は,van Mill and Wattel による定理1.6の(ii) \Rightarrow (i) の証明と同様に,次の流
れに沿って証明できる.

Step 1. 求める線形順序 \leq を定めるため,空間 (X,  $\tau$) の閉集合族 \{L_{x}, U_{x}:x\in X\} を,局所
一様な弱選択関数を使って,Xの整列順序に関する超限帰納法によって構成する.

Step 2. 閉集合族 \{L_{x}:x\in X\} を使ってX上に線形順序 \leq を定義し, $\tau$_{\leq} \subset $\tau$ であること
を示す.

Step 3. 位相  $\tau$ が \leq‐凸な集合からなる基をもつことを示す.

第3節で定理1.10の証明の概略を述べる.

2. 準備

定義2.1. X上の弱選択関数  $\sigma$ : \mathcal{F}_{2}(X)\rightarrow X に対して,  $\sigma$ によるX上の選択関係 (selection
relation) \preceq_{ $\sigma$} を, x, y\in X に対して

x\preceq_{ $\sigma$}y\Leftrightarrow $\sigma$(\{x, y\})=x

で定め,  x\preceq 。  y かつ x\neq y であるとき, x\prec_{ $\sigma$}y と表す.

注意2.2. 弱選択関数  $\sigma$ による選択関係 \preceq_{ $\sigma$} は,total ( x\preceq_{ $\sigma$}y または y \preceq_{ $\sigma$}x ) かつ anti‐
symmetric (  x\preceq 。  y かつ y\preceq_{ $\sigma$}x ならば x=y ) である.逆に,total かつ anti‐symmetric な
関係 \preceq は,「  $\sigma$(\{x, y\})=x\Leftrightarrow x\preceq y 」 によって定まる弱選択関数  $\sigma$ : \mathcal{F}_{2}(X)\rightarrow X によ
る選択関係 \preceq_{ $\sigma$} と一致する.特に,線形順序は (ある弱選択関数の) 選択関係である.

定義2.3. X上の選択関係 \preceq_{ $\sigma$} とXの部分集合 A, B に対して

 A\prec_{ $\sigma$}B\Leftrightarrow 任意の  a\in A と b\in B に対して a\prec_{ $\sigma$}b である

と定め, \{a\}\prec 。  B,  A\prec 。 \{\mathrm{b}\} を,それぞれ  a\prec 。  B, A\prec_{ $\sigma$}b で表す.また, x\in X に対して

(\leftarrow, x)_{\preceq_{ $\sigma$}}=\{y\in X:y\prec_{ $\sigma$}x\}, (x, \rightarrow)_{\preceq_{ $\sigma$}}=\{y\in X:x\prec_{ $\sigma$}y\}
(\leftarrow, x]_{\preceq_{ $\sigma$}}=\{y\in X:y\preceq_{ $\sigma$}x\}, [x, \rightarrow)_{\preceq_{ $\sigma$}}=\{y\in X:x\preceq_{ $\sigma$}y\}

とする.

注意2.4. 弱選択関数の局所一様性は,選択関係を用いて次のように言い換えられる: 空
間X上の弱選択関数  $\sigma$ : \mathcal{F}_{2}(X) \rightarrow X が局所一様であるための必要十分条件は,任意の
x\in X と x の近傍 U に対して) x の近傍 V が存在して,任意の p\in X\backslash U に対して

p\prec_{ $\sigma$}V または V\prec_{ $\sigma$}p

のいずれかが成り立つことである.
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3. 定理1.10の証明の概略

空間 (X,  $\tau$ ) が局所一様な弱選択関数  $\sigma$ : \mathcal{F}_{2}(X)\rightarrow X をもつとする.

Step 1 (閉集合族 \{L_{x}, U_{x} : x\in X\} の構成).

各 x\in X に対して

A_{x}=[x, \rightarrow)_{\preceq_{ $\sigma$}}, B_{x}=(\leftarrow, x]_{\preceq_{ $\sigma$}}

とする.

事実3.1.  $\sigma$ は連続なので,  A_{x}, B_{x} はXの閉集合である.さらに,次が成り立つ.
(i) A_{x}\cup B_{x}=X.

(ii) A_{x}\cap B_{x}=\{x\}.

X上の整列順序 \preceq を1つとり,固定する. \preceq に関する超限帰納法によって,各  x\in X に
対して,以下の条件 (1)-(5) を満たす Xの閉集合 L_{x}, U_{x} を構成する.

(1) L_{x}\cup U_{x}=X と L_{x}\cap U_{x}=\{x\},
(2) y\prec x かつ x\in L_{y}\Rightarrow L_{x}\subset L_{y}\backslash \{y\},
(3) y\prec x かつ x\in U_{y}\Rightarrow U_{x}\subset U_{y}\backslash \{y\},
(4) z\in L_{x} かつ  z\not\in\cup {  L_{y} : y\prec x かつ x\in U_{y} } \Rightarrow z\in B_{x},
(5) z\in U_{x} かつ  z\not\in\cup {  U_{y} : y\prec x かつ x\in L_{y} } \Rightarrow z\in A_{x}.

最小元 x_{0}=\displaystyle \min_{\prec}X に対して, L_{x_{0}} =B_{x}0, U_{x}。 =A_{x}。とする.事実3.1より L_{x0}, U_{x}。は
条件 (1)-(5) を満たす閉集合である.

x\in X とし, y\prec x を満たす全ての y\in X に対して,条件 (1)-(5) を満たす閉集合 L_{y} と
砺が構成できたとする.

E= {y\in X:y\prec x かつ x\in U_{y} }, F= {y\in X:y\prec x かつ x\in L_{y} }

とする.

事実3.2. 次が成り立つ.

(i) y\prec z\prec x のとき, L_{y}\subset L_{z}\backslash \{\mathrm{z}\} または L_{z}\subset L_{y}\backslash \{_{y} } である.
(ii) \displaystyle \bigcup_{y\in E}L写口 \displaystyle \bigcup_{z\in F}U_{z}=\emptyset.

(iii) x\displaystyle \not\in\bigcup_{y\in E}L_{y}\cup\bigcup_{z\in F}U_{z}.
証明.(i) は条件 (1) -(3) から従う.(ii) は(i) と条件 (1) から従う.(iii) は E, F の定義と条
件(1)から従う.ロ

(3.1) L_{x}=(\displaystyle \bigcup_{y\in E}L_{y}\cup B_{x})\backslash \bigcup_{z\in F}U_{z},
とする.

事実3.3. L_{x} と砿は条件 (1)-(5) を満たす.

U_{x}=(\displaystyle \bigcup_{z\in F}U_{z}\cup A_{x})\backslash \bigcup_{y\in E}L_{y}

証明. L_{x}, U_{x} が(1) を満たすこと: z\in X\backslash L_{x} とする.このとき, z\displaystyle \not\in\bigcup_{y\in E}L_{y}\cup B_{x} また
は z\displaystyle \in\bigcup_{z\in F} 砿である. z\displaystyle \not\in\bigcup_{y\in E}L_{y}\cup B_{x} ならば,事実3.1の(i) より z\in A_{x} であり,これ
と z\displaystyle \not\in\bigcup_{y\in E}L_{y} より  z\in 砿を得る.  z\displaystyle \in\bigcup_{z\in F} 砿ならば,事実3.2の(ii) より z\displaystyle \not\in\bigcup_{y\in E}L_{y}
なので,  z\in 砿を得る.よって,  L_{x}\cup U_{x}=X である. L_{x}\cap U_{x}=\{x\} は事実3.1の(ii) と
事実3.2の(iii) より従う.
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L_{x} , 硯が(2) を満たすこと: y\prec x かつ x\in L_{y} を満たす y\in X をとる.このとき y\in F
より U_{y}\displaystyle \subset\bigcup_{z\in F} 紘である.よって,

L_{x}=(\displaystyle \bigcup_{y\in E}L_{y}\cup B_{x})\backslash \bigcup_{z\in F}U_{z}\subset X\backslash \bigcup_{z\in F}U_{z}\subset X\backslash U_{y}=L_{y}\backslash \{y\}
ゆえ, L_{x} は(2) を満たす.砿が(3) を満たすことも同様に示せる.

L_{x} , 砿が(4) を満たすこと: 条件 (4) は L_{x}\displaystyle \backslash \bigcup_{y\in E}L_{y}\subset B_{x} であることと同値であり,

L_{x}\displaystyle \backslash \bigcup_{y\in E}L_{y}=((\bigcup_{y\in E}L_{y}\cup B_{x})\backslash \bigcup_{z\in F}U_{z})\backslash \bigcup_{y\in E}L_{y}\subset((\bigcup_{y\in E}L_{y}\cup B_{x}))\backslash \bigcup_{y\in E}L_{y}\subset B_{x}
であることから, L_{x} は(4) を満たす.砿が(5) を満たすことも同様に示せる.口
事実3.4. 次が成り立つ.

(i) ( \displaystyle \bigcup_{z\in F}U_{z}\backslash Int \displaystyle \bigcup_{z\in F}U_{z} ) \cap B_{x}=\emptyset.
(ii) (\displaystyle \mathrm{C}1\bigcup_{y\in E}L_{y})\backslash \bigcup_{y\in E}L_{y}\subset B_{x}.

証明の概略.(i). a\displaystyle \in\bigcup_{z\in F}U_{z}\backslash Int \displaystyle \bigcup_{z\in F} ￠とする.このとき, a\in U_{z} を満たす z\in F が
とれる. a\in U_{z}\backslash Int ￠と z について条件 (1) を用いることで a=z が示せる.特に, a\prec x

かつ x\in L_{a} である.さらに a について条件 (4) を用いることで x\in B_{a} が成り立ち,事実
3.1の(ii) と x\neq a から a\not\in B_{x} を得る.

(ii) a\displaystyle \in(\mathrm{C}1\bigcup_{y\in E}L_{y})\backslash \bigcup_{y\in E}L_{y} を満たす a\not\in B_{x} があったと仮定する. X\backslash B_{x} が a の近
傍であることと  $\sigma$ の局所一様性と注意2.4から,  a の近傍 V が存在して,任意の p\in B_{x} に
対して,

(3.2) p\prec_{ $\sigma$}V または V\prec_{ $\sigma$}p

が成り立つ. a\displaystyle \in \mathrm{C}1\bigcup_{y\in E}L_{y} ゆえ  V\displaystyle \cap\bigcup_{y\in E}L_{y}\neq\emptyset である.

 y_{0}=\displaystyle \min_{\preceq}\{y\in E:V\cap L_{y}\neq\emptyset\}
とし, z0\in V\cap L_{y0} をとる.

このとき,y0について条件 (4) を用いることで z_{0} \preceq 。  y_{0} を,条件 (5) を用いることで
y0\in B_{x} を示せる.これらと z_{0}\in V と(3.2) より  V\prec 。  y_{0} であり, a\in V ゆえ,
(3.3) a\prec_{ $\sigma$}y_{0}.

従って a\not\in A_{y0} を得る.

一方, a\displaystyle \not\in\bigcup_{y\in E}L_{y} と y_{0}\in E より a \not\in Ly。なので,条件 (1) より  a\in U_{y0} である.これと
a\not\in A_{y0} と条件 (5) から, y_{0} \in 賜かつ  a\in  U_{y} を満たす y\prec y_{0} がとれる.このとき a=y

が示され,特に a\prec y_{0} かつ y_{0}\in L_{a} である.また,  y0\not\in\cup {  L_{z}:z\prec a かつ a\in U_{z} } である
ことも示せる.よって, a について条件 (4) を用いることで y_{0}\in B_{a} , すなわち  y0\preceq 。  a を得
る.しかしこれは (3.3) に矛盾する.従って,Cl B\backslash B\subset B_{x} を得る. \square 

事実3.5. L_{x} と 砿はXの閉集合である.

証明.

L_{x}=(\displaystyle \bigcup_{y\in E}L_{y}\cup B_{x})\backslash \bigcup_{z\in F} 砿

=(\displaystyle \bigcup_{y\in E}L_{y}\cup B_{x})\backslash Int \displaystyle \bigcup_{z\in F}U_{z} (事実3.2の(ii) と事実3.4の(i) による)

=((\displaystyle \mathrm{C}1\bigcup_{y\in E}L_{y})\cup B_{x})\backslash Int \displaystyle \bigcup_{z\in F}U_{z} . (事実3.4の(ii) による)
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よって, L_{x} は閉集合である.同様にして U_{x} が閉集合であることも示せる.

よって, L_{x} , 砿は求める集合である.

口

Step 2(線形順序 \leq の定義と匙 \subset $\tau$ であること).

X上の関係 \leq を,  x, y\in X に対して

x\leq y\Leftrightarrow x\in L_{y}

で定める.条件 (1) -(3) より, \leq はX上の線形順序である.
事実3.6. $\tau$_{\leq}\subset $\tau$.

証明.任意に x\in X をとる. \leq の定義より, (\leftarrow, x]_{\leq}=L_{x} である.また, \leq の定義と条件
(1) -(3) より, [x, \rightarrow)_{\leq}=U_{x} である.よって, (\leftarrow, x]_{\leq} と [x, \rightarrow)_{\leq} は共に Xの閉集合である.
従って, (x, \rightarrow)_{\leq}, (\leftarrow, x)_{\leq}\in $\tau$ である.ゆえに,  $\tau$_{\leq}\subset $\tau$ である 口

従って,空間 (X,  $\tau$) は弱順序化可能である.

Step 3(位相  $\tau$ が \leq‐凸な集合からなる基をもつこと).

任意に  x\in X をとる.Xの部分空間 (\leftarrow, x]_{\leq} において x の \leq‐凸な近傍基筋がとれるこ
とを示す.

 x\not\in \mathrm{C}1(\leftarrow, x)< であれば,点 x は部分空間 (\leftarrow, x]_{\leq} において孤立点となることから, \mathcal{B}_{l}=

\{\{x\}\} とすれば良い. x\in \mathrm{C}1(\leftarrow, x)_{\leq} の場合を考える.

y_{0}=\displaystyle \min_{\preceq}(\leftarrow, x)_{\leq}
とする.順序数  $\alpha$ に対して, \{y_{ $\beta$}: $\beta$< $\alpha$\}\subset(\leftarrow, x)_{\leq} がとれて (\leftarrow, x)_{\leq} \displaystyle \not\subset\bigcup_{ $\beta$< $\alpha$}L_{y_{ $\beta$}} である
とき,

y_{ $\alpha$}=\displaystyle \min_{\preceq}\{y\in(\leftarrow, x)_{\leq}:\bigcup_{ $\beta$< $\alpha$}L_{y_{ $\beta$}} \subset L_{y}\backslash \{y\}\}
と定める.このとき, (\displaystyle \leftarrow, x)_{\leq}=\bigcup_{ $\beta$< $\xi$}L_{y_{ $\beta$}} を満たす順序数  $\xi$\leq|(\leftarrow, x)_{\leq}| がとれる. y_{ $\alpha$} の定
義より

(3.4) \displaystyle \bigcup_{ $\beta$< $\alpha$}L_{y_{ $\beta$}}\subset L_{y_{ $\alpha$}}\backslash \{y_{ $\alpha$}\}
が, y_{ $\alpha$} の定義と事実3.2の(i) より

(3.5) y\prec y_{ $\alpha$} かつ y\in(\leftarrow, x)_{\leq} ならば L_{y}\displaystyle \subset\bigcup_{ $\beta$< $\alpha$}L_{y_{ $\beta$}}
が成り立つ.

事実3.7. 任意の  $\alpha$< $\xi$ に対して,
(i) [y_{ $\alpha$}, x]<\subset A_{y_{ $\alpha$}} . 特に y_{ $\alpha$}\preceq_{ $\sigma$}x.

(ii) L_{y_{ $\alpha$}}\displaystyle \backslash \bigcup_{ $\beta$< $\alpha$}L_{y_{ $\beta$}}- \subset B_{y_{ $\alpha$}}.

証明の概略.(i) 任意に z \in [y_{ $\alpha$}, x)_{\leq} をとる. y_{ $\alpha$} \leq  z より z \in  U_{y_{ $\alpha$}} である.条件 (1), (2) と
(3.4) と (3.5) を用いて  z\not\in\cup {  U_{y} : y\prec y_{ $\alpha$} かつ y_{ $\alpha$} \in  L_{y} } を示せる.よって条件 (5) から
z\in A_{y}。であり,従って [y_{ $\alpha$}, x)_{\leq}\subset \mathrm{A} 。を得る. A_{y_{ $\alpha$}} はXの閉集合で x\in \mathrm{C}1(\leftarrow, x)_{\leq} ゆえ,
[y_{ $\alpha$}, x]<\subset A_{y}。である.

(ii) 任意に z\displaystyle \in L_{y_{ $\alpha$}}\backslash \bigcup_{ $\beta$< $\alpha$}L_{y_{ $\beta$}} をとる.(3.5) を用いて  z\not\in\cup{  L_{y}:y\prec y_{ $\alpha$} かつ y_{ $\alpha$}\in U_{y} }
を示せる.よって,条件 (4) より z\in B_{y_{ $\alpha$}} である 口
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事実3.8. x\in \mathrm{C}1\{y_{ $\alpha$}: $\alpha$< $\xi$\}.

証明. x \not\in Cl \{y_{ $\alpha$} :  $\alpha$ <  $\xi$\} であったとすると, \{y_{ $\alpha$} :  $\alpha$ <  $\xi$\}\cap U = \emptyset を満たす  x の
近傍 U がとれる.  $\sigma$ の局所一様性と注意2.4と事実3.7の(i) より,  x の近傍 N が存在し
て,任意の  $\alpha$ <  $\xi$ に対して  y_{ $\alpha$} \prec_{ $\sigma$} N が成り立つ. x \in Cl (\leftarrow, x)_{\leq} = Cl \displaystyle \bigcup_{ $\alpha$< $\xi$}L_{y_{ $\alpha$}} より
 N\displaystyle \cap\bigcup_{ $\alpha$< $\xi$}L_{y_{a}}\neq\emptyset である.

 $\gamma$=\displaystyle \min\{ $\alpha$< $\xi$:N\cap L_{y_{ $\alpha$}}\neq\emptyset\}

とし, x_{ $\gamma$} \in  N\cap L_{y_{ $\gamma$}} \neq \emptyset をとる.  x_{ $\gamma$} \in  L_{y_{ $\gamma$}}\displaystyle \backslash \bigcup_{ $\beta$< $\gamma$}L_{y $\beta$} であることと事実3.7の(ii) より
 x_{ $\gamma$}\preceq 。  y_{ $\gamma$} が成り立つ.一方 y_{ $\gamma$}\prec_{ $\sigma$}N と x_{ $\gamma$} 欧 N より  y_{ $\gamma$}\prec 。  x_{ $\gamma$} となり矛盾が生じる ロ

事実3 \cdot 9. \{(y_{ $\alpha$}, x]_{\leq}: $\alpha$< $\xi$\} は, (\leftarrow, x]_{\leq} における x の近傍基である.

証明. U を (\leftarrow, x]< における点 x の近傍とする.  U\cup[x, \rightarrow ) < は空間 Xにおける点 x の近
傍なので,  $\sigma$ の局所一様性と注意2.4より,ある  x の近傍 V が存在して,

(3.6) 任意の p\in(\leftarrow, x]_{\leq}\backslash U に対して,  p\prec 。  V または V\prec_{ $\sigma$}p のいずれかが成り立つ.

さらに  $\sigma$ の局所一様性と注意2.4より,ある  x の近傍 W が存在して,

(3.7) 任意の p\in X\backslash V に対して,  p\prec 。  W または W\prec_{ $\sigma$}p のいずれかが成り立つ.
事実3.8より \{y_{ $\alpha$}: $\alpha$< $\xi$\}\cap W\neq\emptyset である.

 $\delta$=\displaystyle \min\{ $\alpha$< $\xi$:y_{ $\alpha$}\in W\}

とする.このとき, (y_{ $\delta$}, x]_{\leq} \subset U を背理法で示す.点  q\in (y_{ $\delta$}, x]_{\leq}\backslash U\neq\emptyset が存在したとす
る.このとき  q\displaystyle \in(y_{ $\delta$}, x)_{\leq}\subset(\leftarrow, x)_{\leq}=\bigcup_{ $\alpha$< $\xi$}L_{y_{C}} より

 $\eta$=\displaystyle \min\{ $\alpha$< $\xi$:q\in L_{y_{ $\alpha$}}\}

がとれる.すると, q\displaystyle \in L_{y_{ $\eta$}}\backslash \bigcup_{ $\beta$< $\eta$}L_{y_{ $\beta$}} ゆえ,事実3.7の(ii) から q\preceq_{ $\sigma$}y_{ $\eta$} が成り立つ.一方,
 q\in (y_{ $\delta$}, x)_{\leq} と q\in L_{y_{ $\eta$}} より y_{ $\delta$}<q\leq y_{ $\eta$}<x なので q,  y_{ $\eta$}\in (y_{ $\delta$}, x)_{\leq} である.従って,事実
3.7の(i) より y_{ $\delta$}\prec_{ $\sigma$}q かつ y_{ $\delta$}\prec_{ $\sigma$}y_{ $\eta$} が成り立つ.  q\in (y_{ $\delta$}, x]_{\leq}\backslash U と (3.6) と y_{ $\delta$} \in W\subset V

と y_{ $\delta$}\prec_{ $\sigma$}q より V\prec_{ $\sigma$}q が得られる. V\prec_{ $\sigma$}q と q\preceq_{ $\sigma$}y_{ $\eta$} より y_{ $\eta$}\not\in V , 従って y_{ $\eta$}\in X\backslash V で
ある.このことと (3.7) と y_{ $\delta$}\in W と  y_{ $\delta$}\prec 。  y_{ $\eta$} より W\prec_{ $\sigma$}y_{ $\eta$} が得られる.よって x\in W よ
り  x\prec 。  y_{ $\eta$} である.しかし,これは事実3.7の(i) に矛盾する.ゆえに (y_{ $\delta$}, x]_{\leq} \subset  U が成り
立つ.口

従って, \mathcal{B}_{l}=\{(y_{ $\alpha$}, x]<: $\alpha$< $\xi$\} とすれば,筋は x の \leq‐凸な近傍基である.
同様にして,部分空間 [x, \rightarrow)_{\leq} 内に点 x における \leq‐凸な近傍基 \mathcal{B}_{u} がとれる.このとき,

\{V_{l}\cup V_{u}:V_{l}\in \mathcal{B}_{1}, V_{u}\in \mathcal{B}_{u}\} はXの点 x における \leq‐凸な近傍基である.ゆえに,XはGO
空間である.口

注意3.10. 証明の概略のみを述べた事実3.4と3.7は,Čech‐Stone のコンパクト化を用い
ず,任意のハウスドルフ空間に対して示せる.

注意3.11. van Mill and Wattel [3],[4] は,場合分けをして L_{x} , 砿を定めたが,いずれの場
合においても (3.1) で定めた L_{x}, U_{x} とそれぞれ一致する.

注意1.9と定理1.10より次を得る.

系3.12. 任意の空間 Xに対して,次は同値である.
(i) XはGO 空間である.

(ii) X は局所一様な弱選択関数をもつ.

107



4. 弱順序化可能空間の弱選択関数による特徴付け

選択位相を用いて局所一様性を拡張することにより,系3.12と同様に弱順序化可能性を
特徴付けることができる.ここで,選択位相は次で定義される概念である.

定義4.1 ([1]). 空間 X上の弱選択関数  $\sigma$ : \mathcal{F}_{2}(X)\rightarrow X に対して,
\{(\leftarrow, x)_{\preceq_{ $\sigma$}}, (x, \rightarrow)_{\preceq_{ $\sigma$}}:x\in X\}

を準基として生成された Xの位相 $\tau$_{ $\sigma$} を,  $\sigma$ によって定められた選択位相(selection topol‐
ogy) という.

定義4.2. 空間 X上の弱選択関数  $\sigma$ : \mathcal{F}_{2}(X)\rightarrow X が選択的局所一様 (selection‐locally
uniform) であるとは,任意の x\in X と点 x の近傍 U\in$\tau$_{ $\sigma$} に対して,点 x の近傍 V が存在
して,任意の p\in X\backslash U に対して

p\prec_{ $\sigma$}V または V\prec_{ $\sigma$}p

のいずれかが成り立つことである.

注意4.3. 空間 X上の弱選択関数  $\sigma$ : \mathcal{F}_{2}(X)\rightarrow X に対して,次が成り立つ.
 $\sigma$ は局所一様 \Rightarrow $\sigma$ は選択的局所一様 \Rightarrow $\sigma$ は連続.

定理1.10の証明の Step 1, 2および注意1.9と同じ議論により,次を得る.

定理4.4. 任意の空間 Xに対して,次は同値である.
(i)  X は弱順序化可能である.

(ii) X は選択的局所一様な弱選択関数をもつ.
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