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1 はじめに

クラスター分析とは、異なった性質のものが混ざり合っている対象の中で、互いに似た者同士を

集めてクラスター (集落) を作り、それらを分類する方法のことである。生物学 (生活型の分類) 、
医学 (患者の病気を分類) 、地質学 (岩石や鉱石の分類) など多方面への応用がある。クラスター
分析には次の2つの問題がある。

(1) 点と点の類似度をどう決めるか?

(2) 点と集合、集合と集合の類似度をどう決めるか?

上記の問について、(1) はユークリッド距離、重み付きユークリッド距離、ミンコフスキー距離、

マハラノビス距離などが、(2) は最短距離法、最長距離法、群平均法、ウォード法などが過去に

提案された ([3, 5] やその参考文献を参照のこと)。
ところで、対象となる (ベクトル) データの中には、単に1つの目的だけではなく、あれもこ

れも良くしたいと思うことがしばしばあり、その考え方を取り入れた分類法も考えられる。本稿

では、多目的最適化の考え方を取り入れた新しいクラスター分析手法を提案する。

尚、クラスター分析には 「階層的な方法」 (あらかじめクラスター数は決めない) と 「非階層的

な方法」 (あらかじめクラスター数を決める) があるが、本稿では次の2次元のデータを階層的な
方法で分析する。

(上の表は、5人の数学と英語の成績を5段階評価で表したものである 。)
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2 従来のクラスター分析手法

従来のクラスター分析手法の一例を紹介する。

(a) 2点 a=(a_{1}, a_{2}) 、 b=(b_{1}, b_{2}) のユークリッド距離を d_{2}(a, b) で表すことにすると

d_{2}(a, b):=\sqrt{(a_{1}-b_{1})^{2}+(a_{2}-b_{2})^{2}}

で定義される。

(b) 樹形図 (デンドログラム) を作成する。クラスター問の距離測定は、最短距離法を用いる。
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3 ベクトルのスカラー化手法を用いたクラスター分析手法

先ほどの例において、個人データは基本的に比較できない。これからは、データを比較する方

法を考える。

定義3.1 (ベクトル順序平面ベクトル \mathbb{R}^{2} の場合 [4]). ベクトル a, b\in \mathbb{R}^{2} と凸錐

\mathbb{R}_{+}^{2}:=\{(x, y)|x\geqq 0, y\geqq 0\}

に対して、ベクトル順序を以下で定義する。

a\leqq_{\mathbb{R}_{+}^{2}}b \Leftrightarrow  b-a\in \mathbb{R}_{+}^{2}

一般には、凸錐 C\subset \mathbb{R}^{2} に対して、以下のように定義する。

a\leq cb \Leftrightarrow b-a\in C

例1. ベクトル a=(2,5) 、 b=(3,8) とする。 b-a=(3,8)-(2,5)=(1,3)\in \mathbb{R}_{+}^{2} なので、 a\leqq_{\mathbb{R}_{+}^{2}}b
である。

注意1. 2つの実数は必ず比較できる (全順序) 。しかし、ベクトルは順序関係を導入しても比較
できないことがある。

例2. ベクトル a = (2,5) 、 b = (3,4) とする。 b-a = (3,4)- (2,5) = (1, -1) \not\in \mathbb{R}_{+}^{2} なので、

 a\not\leqq暗  b である。
定義3.2 (Pareto 最適解平面ベクトル \mathbb{R}^{2} の場合 [4]). f : \mathbb{R} \rightarrow \mathbb{R}^{2} をベクトル値関数とする。
f(a) \leqq_{\mathbb{R}_{+}^{2}} f(x) となるような a\in \mathbb{R} が存在しないとき、 x\in \mathbb{R} をPareto 最適解と言う。
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Pareto 最適解を求めるために古くから最も使われている手法がスカラー化である。

定理3.3 (Pareto 最適解の線形スカラー化関数による特徴づけ). f : \mathbb{R}\rightarrow \mathbb{R}^{2} をベクトル値関数、
L を線形スカラー化関数とする。 \displaystyle \bigcup_{x\in \mathbb{R}}\{f(x)\} が凸集合ならば、次が成り立つ。

\overline{x}\in \mathbb{R} がPareto 最適解 \Leftrightarrow  L(f(\overline{x})) \leq L(f(x)) \forall x\in \mathbb{R}

Proof. 凸集合同士の分離定理から示される ([2] とその参考文献を参照) 。 口

上記の定理から 「ベクトル順序で最適であること」 と 「スカラー化」 は密接に関連していること

が分かる。スカラーは取り扱いやすいという利点があるので、次の新しい分析手法の着想に至った。

3.1 データの各項目の平均 (線形スカラー化) を用いる手法

手順

(a) データの各項目の平均をとることにより、各データをスカラー化する。

(注意) 「平均」 は一種の線形スカラー化である。

(b) スカラー化した各データ同士の距離を計算する。

(c) 樹形図 (デンドログラム) を作成する。クラスター間の距離測定は、最短距離法を用いる。

実際の

(a) A (①) =\displaystyle \frac{3+5}{2} = A(② )=\displaystyle \frac{4+4}{2}= A(③ )=\displaystyle \frac{4+2}{2}=
A(④ )=\displaystyle \frac{1+1}{2} = A(⑤ )=\displaystyle \frac{2+1}{2}= 1.5

(b) |A(①)-A(②)|=0, |A(①)-A(③)|=1, |A(①)-A(④)|=3 |A(①)-A(⑤)|=25,

|A(②)-A(③)|=1, |A(②)-A(④)|=3, |A(②)-A(⑤)|=25,

|A(③)-A(④)|=2, |A(③)-A(⑤)|=1.5, |A(④)-A(⑤)|=05

(c)

|C(① , ②)-A(③ )|=\displaystyle \min\{\mathrm{d}( ① , ③ ), d( ② , ③ )\displaystyle \}=\min\{1, 1\}=
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|C(④ , ⑤)-A(③ )|=\displaystyle \min\{d( ③ , ④ ), d(③ , ⑤ )\displaystyle \}=\min\{2, 1.5\}=

| C(①,②),C(④,⑤) |= min{d(①,④),d(①,⑤) , d(②,④) , d(②,⑤ ) }

=\displaystyle \min\{3 , 2.5, 3, 2.5\}=

| C(①,②,③),C(④,⑤) |

= min{d(①,④),d(①,⑤),d(②,④),á(②,⑤) , d(③,④) , d(③,⑤ ) }

=\displaystyle \min\{3 , 2.5, 3, 2.5, 2, 1.5\}=

1

0

① ② ③ ④ ⑤

3.2 劣線形ベクトルスカラー化関数を用いる手法

定理3.4 (Pareto 最適解の劣線形スカラー化関数による特徴づけ). f : \mathbb{R}\rightarrow \mathbb{R}^{2} をベクトル値関
数、 k^{0}\in C 、

h_{C,k^{0}}(y)=\displaystyle \inf\{t\in \mathbb{R}|y\in tk^{0}-C\}

を劣線形スカラー化関数とすると、次が成り立つ。

\overline{x}\in \mathbb{R} がPareto 最適解 \Leftrightarrow  h_{C,k^{0}}(f(\overline{x}))\leq h_{C,k^{0}}(f(x)) \forall x\in \mathbb{R}

Proof. [2] を参照のこと。 口

< Tchebyshev スカラー化関数について [4]>
(重み付き) 線形和スカラー化関数では、非凸なParetoフロンティア上の一部の解を抽出で

きない。したがって、どのようなPareto 解でもスカラー化関数最小化の解として得ることができ

ることが望ましい。

この性質をもつスカラー化関数は、図からの解釈で容易に分かるように、等高線が逆 \mathrm{L} 字型の

形に折れ曲がった直線になるものである。このような性質を持つ関数としては、上記で定義した

「Tchcbyshev スカラー化関数」 がある。
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(線形スカラー化関数) (Tchebyshev スカラー化関数)

1 1

\mp 1^{1}唄

(a) ベクトルの劣線形スカラー化関数 h_{C,k^{0}} (C :閉凸錐、 k^{0}\in C) を用いて、各データをスカ
ラー化する。

(b) スカラー化した各データ同士の距離を計算する。

(c) 樹形図 (デンドログラム) を作成する。クラスター間の距離測定は、最短距離法を用いる。

(1) C=\mathbb{R}_{+}^{2}:=\{(x, y)|x\geq 0, y\geq 0\}_{\backslash } k^{0}= \left(\begin{array}{l}
1\\
1
\end{array}\right) の場合

(a) h_{C,k^{0}} (①) =\displaystyle \inf\{t\in \mathbb{R}| \left(\begin{array}{l}
3\\
5
\end{array}\right) \in t\left(\begin{array}{l}
1\\
\mathrm{l}
\end{array}\right) -\mathbb{R}^{2}\}=
h_{C,k^{0}} (②) =\displaystyle \inf\{t\in \mathbb{R}| \left(\begin{array}{l}
4\\
4
\end{array}\right) \in t\left(\begin{array}{l}
\mathrm{l}\\
1
\end{array}\right) -\mathbb{R}^{2}\}=
h_{C,k^{0}} (③) =\displaystyle \inf\{t\in \mathbb{R}| \left(\begin{array}{l}
4\\
2
\end{array}\right) \in t\left(\begin{array}{l}
1\\
1
\end{array}\right) -\mathbb{R}^{2}\}=
h_{C,k^{0}} (④) =\displaystyle \inf\{t\in \mathbb{R}| \left(\begin{array}{l}
1\\
1
\end{array}\right) \in t\left(\begin{array}{l}
\mathrm{l}\\
1
\end{array}\right) -\mathbb{R}^{2}\}=
h_{C,k^{0}} (⑤) =\displaystyle \inf\{t\in \mathbb{R}| \left(\begin{array}{l}
2\\
1
\end{array}\right) \in t\left(\begin{array}{l}
1\\
1
\end{array}\right) -\mathbb{R}^{2}\}=

(b) | h(①)—ń(②) | =1, |h(①)-h(⑤)|=1, |h(①)-h(④ )|=4\dot{}, |h(①)-h(⑤)|=3,

|h(②)-h(③)|=0, |h(②)-h(④)|=3, |h(②)-h(⑤)|=2,

|h(③)-h(④)|=3, |h(③)-h(⑤)|=2, |h(④)-h(⑤)|=1

(c) 樹形図 (デンドログラム) を作成する。
① ② ⑤ ④ ⑤
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(2) C=\mathbb{R}_{+}^{2_{\backslash }} k^{0}= \left(\begin{array}{l}
2\\
1
\end{array}\right) の場合 (3) C=\mathbb{R}_{+}^{2_{\backslash }} k^{0}= \left(\begin{array}{l}
1\\
2
\end{array}\right) の場合

① ② ⑤ ④ ⑤ ① ② ③ ④ ⑤

4 まとめ

ベクトルのスカラー化手法を取り入れた前章の2つのクラスター分析手法について、共通点と

相違点は次のようになる。

(1) 共通点 : (A) 各項目の重みづけの仕方によって、クラスタリングの構成が変わる。

(B)通常のユークリッド距離からの観点で、遠い点同士を結びつけることもありうる。場合
によっては、点と点の類似度の観点から疑問符がつく可能性がある。

(2) 相違点 (2つの手法の比較)

今回の新手法では、多目的最適化におけるスカラー化の定理が大切な役割を果たしている。この

定理を実際に社会の問題に置き換えると、次のようなことを主張しているかも知れない。

\bullet 平均的にすべての分野を伸ばすより、何か得意な分野を生かす方がより大切である。

\bullet いろいろな分野で平均的に優れている人だけでは、何かに特化した人 (ある意味で偏った

人? ) のようなタイプを見逃す可能性がある。人材には多様性が大切である。

\bullet 集合の凸性は、制約規律想定内のこと などに相当する。

5 今後の課題展望

(1) ベクトル順序について :今回は話を簡単にするため、ベクトル順序を \mathbb{R}_{+}^{2} (第一象限) に限定
して話を進めた。しかし、問題によっては、一般のベクトル順序 \leq c で考えた方が良い場合
もありうる。 「問題によってどのように順序錐を決定すればよいのか」 という課題がある。
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(2) ベクトルのスカラー化手法 :新たなアイディアについていくつか紹介する。

\bullet 上記のベクトルスカラー化の例について :「平均」 と 「最大値」 を取り扱ったが 「中央

値」 「最頻値」 でスカラー化する方法もあるのではないか。

. 集合と点のスカラー化について :「最短距離法」 を用いたが 「群平均法」 の方が良いのか?

[3] によると、「群平均法」 が一番よく使われているようなので、こちらを採用した方が
良いのかも知れない。

\bullet 2変数のベクトルスカラー化関数を用いる手法について

(a) 次のベクトルの劣線形スカラー化関数を用いて、各データをスカラー化する。

 h_{C,k^{0}}(y;a)=\displaystyle \inf\{t\in \mathbb{R}|y\in tk_{0}+a-C\}

(注意) 「h_{C,k^{0}}(y;a)=h_{C,k^{0}}(a;y) 」 ではない。

(b) 樹形図を作成する。クラスター間の距離測定は、最短距離法を用いる。

(3) 集合のスカラー化関数を用いる手法について : クラスター問の距離測定の方法は、「集合と集
合のスカラー化関数」 も考えられる。

定義5.1 (集合順序 [1]).集合 A, B\subset \mathbb{R}^{n} と凸錐 \mathbb{R}_{+}^{n} に対して、集合順序を以下で定義する。

( \mathrm{L} 型) A\leqq_{\mathbb{R}_{+}^{n}}^{l}B \Leftrightarrow  B\subset A+\mathbb{R}_{+}^{n} ( \mathrm{U} 型) A\leqq_{\mathbb{R}_{+}^{\mathrm{n}}}^{u}B \Leftrightarrow  A\subset B-\mathbb{R}_{+}^{n}

定義5.2 (集合の劣線形スカラー化関数 [1]).集合 A, B\subset \mathbb{R}_{\backslash }^{n} 凸錐 \mathbb{R}_{+^{\backslash }}^{n} k^{0}\in \mathbb{R}_{+}^{n} に対し
て、集合スカラー化関数を以下で定義する。

( \mathrm{L} 型) F^{l}(A;B)=\displaystyle \inf\{t\in \mathbb{R}|tk^{0}+B\subset A+\mathbb{R}_{+}^{n}\}

( \mathrm{U} 型) F^{u}(A;B)=\displaystyle \inf\{t\in \mathbb{R}|A\subset tk^{0}+B-\mathbb{R}_{+}^{n}\}

謝辞 今回の講演では、たくさんの先生方から助言 アドバイスを頂きました。本稿の内容を
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