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この報告は2017年12月13日 (水) に京都大学数理解析研究所で行った講演を再現するものであ

る.講演内容はベキ零  \pi‐部分群から定義される部分群複体に関するいくつかの考察である.具体的には

以下で述べる命題2.3, 定理2.5, 命題3.1, 及び第4節に於ける応用の紹介であり,これらは論文 [3, 5]

のごく一部である.本研究の全体につては [3, 5] を参照されたい.一方,一連の研究内容,及びその動機

などについては論文 [1,2,3,4,5,6,7,8] あるいは報告集 [10,11,12,13,14] をご覧頂きたい.

1 背景

まずは記号の定義などから述べる.  G を有限群とし,  Sgp(G) を  G の部分群全体の集合とする.  G の

部分群族  \mathcal{H}\subseteq Sgp(G) に対して  S(h) を  \mathcal{H} に属する部分群からなる包含列全体の集合とする.言い換

えれば,  h を包含関係によって半順序集合  (h, \subseteq) と見なしたときの全順序部分集合の全体が  S(\mathcal{H}) で

ある.このとき組  \Delta(\mathcal{H})  :=(\mathcal{H}, S(h)) は  \mathcal{H} を頂点集合,  S(\mathcal{H}) を単体の集合とする抽象単体複体を与

える.複体  \Delta(h) を  G の部分群複体という.以下  \Delta(\mathcal{H}) を単に  h で表すことにする.

 \blacksquareか部分群複体  \mathcal{S}_{p}(G) 素数  p\in\pi(G) に対して  \mathcal{S}_{p}(G) を  G の非自明なか部分群全体の集合とする.

これは Brown 複体とも呼ばれる.  r部分群複体ら(G) に関してよく知られている事実を確認しておく.

1.  \mathcal{S}_{p}(G) の部分複体  \mathcal{B}_{p}(G)  :=\{U\in \mathcal{S}_{p}(G)|O_{p}N_{G}(U)=U\}\subseteq \mathcal{S}_{p}(G) に対して  S_{p}(G) は  \mathcal{B}_{p}(G)
と互いにホモトピー同値  \mathcal{S}_{p}(G)\simeq \mathcal{B}_{p}(G) である.部分群  U\in \mathcal{B}_{p}(G) はrradical と呼ばれる.

2.  p‐radical部分群にはモデルケースが存在する.標数  p の有限体上で定義された Lie 型の群  L に

対して  \mathcal{B}_{p}(L) は  L のunipotent radical 全体を与える.言い換えれば,  \mathcal{B}_{p}(L) は  L に付随する

幾何,ビルディング,を与える.このことから一般に  \mathcal{B}_{p}(G) は幾何的に重要な対象であり,その
一環として,全ての散在型有限単純群に対する銑radical 部分群の分類がきちんと存在している
のである.

2 ベキ零  \pi‐部分群複体  \mathcal{L}.(G) の導入

以上の背景を踏まえて,我々の一つの方向性としては,このような  r部分群複体  \mathcal{S}_{p}(G) の自然な意味
のある拡張を何か作りたいということである.そこで次のような部分群族 (複体) を新たに導入する.
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定義2.1 (page 732  \dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}}n[3] ) 空でない部分集合  \pi\subseteq\pi(G) に対して  N_{\pi}(G) を  G の非自明なベキ零  \pi‐
部分群全体の集合とする.このとき  \mathcal{L}_{\pi}(G) を次のように定める.

 \mathcal{L}_{\pi}(G) :=\{U\in \mathcal{N}_{\pi}(G)|O_{\pi}ZN_{G}(U)\leq U\}
\subseteq \mathcal{N}_{\pi}(G) .

注意2.2 pradical 部分群  U\in \mathcal{B}_{p}(G) に対してその定義から  O_{p}N_{G}(U)=U が成り立つ.また一般

に  O_{p}ZN_{G}(U) は  N_{G}(U) の正規銑部分群であることから  O_{p}ZN_{G}(U)\leq O_{p}N_{G}(U)=U を得る.つ

まり  U\in \mathcal{L}_{\{p\}}(G) となる.従って  \mathcal{L}_{\{p\}}(G) は  \mathcal{B}_{p}(G) を完全に含んでいることになる.

命題2.3 (Proposition 4.3 in [3])  \mathcal{L}_{\pi}(G) と  \mathcal{N}_{\pi}(G) はホモトピー同値  \mathcal{L}_{\pi}(G)\simeq \mathcal{N}_{\pi}(G) である.

我々としては,  \mathcal{N}_{\pi}(G) と互いにホモトピー同値となるような “ほぼほぼ極小な” 部分複体  \mathcal{L}_{\pi}(G)\subseteq

 \mathcal{N}_{\pi}(G) を捕まえたという感触である.

注意2.4 1. 命題2.3のホモトピー同値性に対して  \pi を素数  p の一点集合とすれば  \mathcal{L}_{\{p\}}(G)\simeq
 \mathcal{N}_{\{p\}}(G)=\mathcal{S}_{p}(G)\simeq \mathcal{B}_{p}(G) が導かれる.

2.  \mathcal{S}_{p}(G) の部分集合を  \mathcal{S}_{p}(G)^{>}:  = {  U\in \mathcal{S}_{p}(G)|\mathcal{S}_{p}(G)_{>U} は可縮でない} で定める.同様に一般
の半順序集合  (\mathcal{P}, \leq) に対して  \mathcal{P}^{>} が定義される.このとき  \mathcal{S}_{p}(G)^{>}\subset \mathcal{B}_{p}(G) がとなることが

よく知られている.さらに,いわゆる Quillen 予想を仮定すると等号  \mathcal{S}_{p}(G)^{>}=\mathcal{B}_{p}(G) が成立す
る.この類似として  \mathcal{N}_{\pi}(G)^{>} を考察することにより  \mathcal{N}_{\pi}(G)^{>}\subset \mathcal{L}_{\pi}(G) を示すことが出来る.実

際に,この包含関係から  \mathcal{L}_{\pi}(G)\simeq \mathcal{N}_{\pi}(G) が導かれている.

以上の注意を振り返ってみると  \mathcal{L}_{\{p\}}(G) は  \mathcal{B}_{p}(G) を完全に含んでおり,かつそれらは互いにホモ

トピー同値であり,かつ組  (\mathcal{S}_{p}(G)^{>}, \mathcal{B}_{p}(G)) と組  (\mathcal{N}_{\pi}(G)^{>}, \mathcal{L}_{\pi}(G)) の状況も同じであることから,

 \mathcal{L}_{\pi}(G) は  \mathcal{B}_{p}(G) の拡張概念として  \pi‐radical” と呼ばれるべきものになっていると我々は考えている.

即ち,  \mathcal{L}_{\pi}(G) を新しい研究対象に加えて良いであろうということである.その一環として,対称群  S_{n}

の  \mathcal{L}_{\pi}(S_{n}) (see [3, Sect. 5]) と一般線形群  GL(n, q) の  \mathcal{L}_{\pi}(GL(n, q)) (see [5, Sect. 4]) を決定するア
ルゴリズムを与えた.同様に全ての散在型有限単純群  S に対する  \mathcal{L}_{\pi}(S) のリストを作成しておくこと

も重要であると考えている.

さて,  \mathcal{N}_{\pi}(G) と  \mathcal{L}_{\pi}(G) の基本性質の一つとして次を挙げることが出来る.

定理2.5 (Theorem 3.4 in [5]) 空でない部分集合  \pi_{1},  \pi_{2}\subseteq\pi(G) に対して  \pi_{1}\cap\pi_{2}=\emptyset と仮定する.
このとき次のホモトピー同値が成り立つ.

 \mathcal{N}_{\pi,\cup\pi_{2}}(G)\backslash \mathcal{N}_{\pi_{1}}(G)\simeq 
\mathcal{N}_{\pi_{2}}(G) , \mathcal{L}_{\pi_{1}\cup\pi_{2}}(G)\backslash 
\mathcal{L}_{\pi}, (G)\simeq \mathcal{L}_{\pi_{2}}(G) .

3 Gluing complexes の導入

素数  p の一点集合ではなく,素数の集合  \pi\subseteq\pi(G) を考えることによって,例えば  p と  q の交わり

であるとか,或いは  \pi_{1} と  \pi_{2} の交わりを考えることが可能になる.そこで改めて,空でない部分集合

 \pi_{1},  \pi_{2}\subset\pi(G) に対して  \pi_{1}\cap\pi_{2}=\emptyset と仮定する.次のような集合を用意する.

 \mathcal{N}_{\underline{\pi_{1}}\cup\pi_{2}}(G):=\{H\in \mathcal{N}_{\pi,
\cup\pi_{2}}(G)|\pi(H)\cap\pi_{1}\neq\emptyset\}=\mathcal{N}_{\pi_{1}\cup\pi_{2}
}(G)\backslash \mathcal{N}_{\pi_{2}}(G) ,

 \mathcal{N}_{\pi_{1}U\underline{\pi_{2}}}(G):=\{H\in \mathcal{N}_{\pi,
\cup\pi_{2}}(G)|\pi(H)\cap\pi_{2}\neq\emptyset\}=\mathcal{N}_{\pi_{1}\cup\pi_{2}
}(G)\backslash \mathcal{N}_{\pi}, (G) ,

 \mathcal{G}_{\pi_{1},\pi_{2}}^{N}(G):=\mathcal{N}_{\underline{1}^{\cup\pi_{2}}}
(G)\cap \mathcal{N}_{\pi,\cup\underline{\pi_{2}}}(G)=\mathcal{N}_{\pi_{1}
\cup\pi}2(G)\backslash (\mathcal{N}_{\pi}, (G)\omega \mathcal{N}_{\pi_{2}}(G)) .

ここで  \mathcal{N}_{\pi_{1}\cup\pi_{2}}(G)=N_{\underline{\pi.}\cup\pi_{2}}(G)\cup 
\mathcal{N}_{\pi.u\underline{\pi_{2}}}(G) であることにも注意する.  \mathcal{N}_{\pi.U\pi_{2}}\prime(G) を図で表すと次

のようになる.
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以上はべキ零という群論的性質を持っている  (\pi_{1}\cup\pi_{2})‐部分群に関することであると解釈すれば,こ

れはもっと一般的なセッティングで議論することが出来る.まず,空でない部分集合  \pi\subseteq\pi(G) に対し
て  \mathcal{S}_{\pi}(G) を非自明な  \pi‐部分群全体からなる集合とする.このとき部分族  \mathcal{H}_{\pi_{1}\cup\pi_{2}}(G)\subseteq S..\cup\cdot 2(G) に

対して,次のような集合を用意する.

 h_{\underline{\pi_{1}}U\pi_{2}}(G) :=\{H\in \mathcal{H}_{\pi,\cup\pi_{2}}(G)
|\pi(H)\cap\pi_{1}\neq\emptyset\}=\mathcal{H}_{\pi,\cup\pi_{2}}(G)\backslash 
(\mathcal{H}_{\pi_{1}\cup\pi_{2}}(G)\cap S_{\pi_{2}}(G)) ,

 \mathcal{H}_{\pi_{1}\cup\underline{\pi_{2}}}(G):=\{H\in \mathcal{H}_{\pi_{1}
\cup\pi_{2}}(G)|\pi(H)\cap\pi_{2}\neq\emptyset\}=\mathcal{H}_{\pi_{1}\cup\pi_{2}
}(G)\backslash (\mathcal{H}_{\pi,\cup\pi_{2}}(G)\cap \mathcal{S}_{\pi},(G)) ,

 \mathcal{G}_{\pi_{1},\pi_{2}}^{\mathcal{H}}(G) :=h_{\underline{\pi_{1}}\cup\pi_
{2}}(G)\cap h_{\pi_{1}\cup\underline{\pi_{2}}}(G)=\{H\in h_{\pi_{1}\cup\pi_{2}}
(G)|\pi(H)\cap\pi_{i}\neq\emptyset(i=1,\cdot 2)\}.

ここで  \mathcal{H}_{\pi_{1}U\pi_{2}}(G)=\mathcal{H}_{\underline{\pi_{1}}\cup\pi_{2}}
(G)\cup \mathcal{H}_{\pi_{1}\cup\underline{\pi_{2}}}(G) であることにも注意する.  \mathcal{H}_{\pi_{1}\cup\pi_{2}}(G) を図で表すと次

のようになる.

 \mathcal{H}_{\pi_{1}\cup\pi_{2}}(G)\cap \mathcal{S} 2  (G)\cap S_{\pi_{2}}(G)

 \mathcal{G}_{\pi_{1},\pi_{2}}^{\mathcal{H}}(G) を  \mathcal{H} に関する  G の  (\pi_{1}, \pi_{2})‐gluing complex と名付けることにする.  \mathcal{H}_{\pi_{1}\cup\pi_{2}}(G) の例と

しては既に現れている  \mathcal{N}_{\pi_{1}\cup\pi 2}(G) と  \mathcal{L}_{\pi_{1}\cup\pi_{2}}(G) の他に,  \mathcal{A}b_{\pi_{1}\cup\pi_{2}}(G) (可換部分群),  \mathcal{A}_{\pi_{1}\cup\pi_{2}}(G) (基本
可換部分群の直積部分群) などが想定される.gluing complex の基本性質として次を挙げることが出
来る.

命題3.1 (Propositions3.13 and 3.14 in [5]) 上記の記号の下で次が成り立つ.

ı.  \mathcal{G}_{\pi_{1}}^{Ab_{\pi_{2}}}(G)\simeq \mathcal{G}_{\pi_{1},\pi_{2}}^{A}
(G)\simeq \mathcal{G}_{\pi_{12}}^{N},.(G) .

2.  \mathcal{L}_{\pi_{I}\cup\pi_{2}}(G)\subseteq \mathcal{H}_{\pi_{1}\cup\pi_{2}}
(G)\subseteq \mathcal{N}_{\pi_{1}\cup\pi_{2}}(G) なる  h_{\pi,\cup\pi_{2}}(G) に対して  \mathcal{G}_{\pi_{1},\pi_{2}}^{H}(G)\simeq \mathcal{G}_{\pi_{12}}^{N},.(G) が成

り立つ.特に  \mathcal{G}_{\pi_{1},\pi_{2}}^{\mathcal{L}}(G)\simeq \mathcal{G}_{\pi_{12}}^{N}
,.(G) が得られる.

状況に応じて扱いやすい gluing で議論してよいことになる.

4 ホモロジーへの応用

次の事実はよく知られている.
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命題4.1 (Mayer‐Vietoris 列;cf. Theorem 25.1 in [9]) Xを単体複体とする.  A,  B をXの部分複体
で  X=A\cup B なるものとする.このとき次の完全列が得られる.

 arrow H_{n}(A\cap B)arrow H_{n}(A)\oplus H_{n}(B)arrow H_{n}(X)

 arrow H_{n-1}(A\cap B)arrow arrow H_{0}(X)arrow\{0\}

一つの応用として  X=\mathcal{N}_{\pi_{I}\cup\pi_{2}}(G) とする.X の部分複体  A として先程の図の左の山  \mathcal{N}_{\underline{\pi.}\cup\pi_{2}}(G)
を取り,部分複体  B として右の山  \mathcal{N}_{\pi_{1}\cup\underline{\pi_{2}}}(G) を取る.このときの共通部分  A\cap B は  \mathcal{N}_{\pi_{1}u\pi_{2}}(G) の

gluing  \mathcal{G}_{\pi_{1},\pi_{2}}^{\mathcal{N}}(G) である.これは様々な  \mathcal{H} のgluing  \mathcal{G}_{\pi_{1},\pi_{2}}^{\mathcal{H}}(G) とホモトピー同値であった.さらに,こ

の  A=\mathcal{N}_{\underline{\pi_{I}}\cup\pi_{2}}(G)=\mathcal{N}_{\pi.u\pi_{2}}(G)
\backslash \mathcal{N}_{\pi_{2}}(G) は定理2.5より  A\simeq \mathcal{N}_{\pi_{1}}(G) であり,また命題2.3より

 A\simeq \mathcal{N}_{\pi_{1}}(G)\simeq \mathcal{L}_{\pi_{1}}(G) である.全く同様に  B\simeq \mathcal{N}_{\pi_{2}}(G)\simeq \mathcal{L}_{\pi_{2}}(G) が成り立つ.この状況の下で次の

ことに着目する.

1.  H_{n}(A)\cong H_{n}(\mathcal{L}_{\pi_{1}}(G))\cong H_{n}(\mathcal{N}_{\pi_{1}}
(G)) や  H_{n}(B)\cong H_{n}(\mathcal{L}_{\pi_{2}}(G))\cong H_{n}(\mathcal{N}_{\pi_{2}}
(G)) はX  =

 \mathcal{N}_{\pi_{1}\cup\pi_{2}}(G) より次元の下がったベキ零複体のホモロジーになっている.従って,これらは帰納的

に既に知られているとしてよい.

2.  A,  B のホモロジーは既に分かっているとしてよいことを踏まえると,Mayer‐Vietoris 列が示唆

していることは , 共通部分  A\cap B , 即ち gluing  \mathcal{G}_{\pi_{1},\pi}^{N}.(G) のホモロジーが分かれば全体 X のホ
モロジーが大体分かるはずということである.

3. そこで極端な状況を考え,  \mathcal{G}:=\mathcal{G}_{\pi_{12}}^{N},.(G) が可縮であると仮定すると  H_{n}(\mathcal{G})=\{0\}(n\geq 1) と

なる.このとき Mayer‐Vietoris 列から群同型  H_{n}(X)\cong H_{n}(A)\oplus H_{n}(B)(n\geq 2) が得られる.

Hı(X) と  H_{0}(X) については [5, pages 205, 206] を参照されたい.つまり Xのホモロジーが確
かに分かるのである.

以上,全体を振り返ってみると,  r部分群複体  \mathcal{S}_{p}(G) の一般化として  \mathcal{N}_{\pi}(G) に着目する.この

 \mathcal{N}_{\pi}(G) とホモトピー同値となるようなほぼほぼ極小な部分複体  \mathcal{L}_{\pi}(G)\subset \mathcal{N}_{\pi}(G) を捕まえる.部分群

 U\in \mathcal{L}_{\pi}(G) は  \pi‐radical” であるべし.その  \mathcal{L}_{\pi}(G) に関するホモトピー同値性の基本性質を洗い出

し,さらに gluing complex を新たに導入して,その性質や振る舞いを考察したという話の大雑把な紹介

であった.詳細については二本の論文 [3, 5] を参照されたい.
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