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本稿では中央研究院 (台湾) のC.H. Lam 氏と筆者の最近の共同研究 [LS2] の解説を行う.

1 背景

我々が取り組んでいる問題は次である.

問題1.1. 中心電荷24の正則頂点作用素代数 (VOA) 注1を分類せよ.

まず,(有理的な) VOA V の既約加群が同型を除いて  V だけの時に V は正則という.
正則 VOA の中心電荷は8の正の倍数となることが知られており ([Zh96]), 中心電荷が
8, 16の場合はユニモジュラ偶格子に付随する格子 VOA と同型となる  ([DM04b]) . した
がって,中心電荷24は考えるべき次の中心電荷である.また,(非同型な) 階数32のユニ
モジュラ偶格子は沢山あるため,(非同型な) 中心電荷32の正則 (格子) VOA も沢山あり,
(通常の意味では) 分類するのは難しい.

「中心電荷24の正則 VOA の分類問題」 は「階数24のユニモジュラ偶格子の分類問

題」 の類似と考えることができる.階数24のユニモジュラ偶格子は Niemeier によって

分類されており,丁度24個ある.これらはNiemeier 格子と呼ばれる.一般に偶格子のノ
ルム 2のベクトルはルート系をなす.Niemeier 格子の構造はノルム 2のベクトルがなす

ルート系から (同型の除いて) 一意的に決まることが知られている.したがって,Niemeier
格子は (  \emptyset を含む) 24個のルート系で特徴付けられる.そこで,中心電荷24の正則 VOA
でも同様な分類を行いたい.

偶格子におけるノルム 2は(非自明な) 最小ノルム注2である.そして,(CFT 型の) VOA
の(非自明な) 最小共形重み注3は1である.すると,(CFT 型の) VOA  V の共形重み1の
注1本稿で扱う VOA は全て strongly regular, すなわち,有理的,  C_{2}‐有限,CFT 型,自己双対.
注2 ノルム  0 の零ベクトルを除くという意味.
注3真空ベクトルは共形重み  0 であるが,それで張られる部分空間の除く,という意味.
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空間巧には  0‐積でリー代数構造が入り ([Bo86]), これがルート系に対応する構造だと考
えられている.さらに,中心電荷24の正則 VOA の場合は,巧が半単純,可換,  0 のいずれ
かになり  ([DM04b]) , 半単純の時には VOA 上で affine 表現を与える.そして,巧のりー
代数の可能性のリストがSchellekens によって与えられている ([Sc93]). 最近,この VOA
の範疇での (数学的な) 証明が  [EMS18+] で与えられた.

定理1.2. [Sc93,  EMS18+ ] 中心電荷24の正則 VOA V に対して,巧の(レベル付) リー
代数構造は71通りのいずれかとなる.

[Sc93] で与えられた具体的な71個のリー代数のリストはSchellekens のリストと呼ば
れる.すると,問題1.1は次のように書き換えられる.

問題1.3.  \mathfrak{g} を Schellekens のリストのリー代数とする.

(1)  V_{1}\cong \mathfrak{g} となるような中心電荷24の正則 VOA V を構成せよ.

(2)  V_{1}\cong \mathfrak{g} となる中心電荷24の正則 VOA V の一意性を証明せよ.

以下,(1) と (2) の現状を述べる.

1.1 問題1.3 (1) (構成) について

(ルート系が  \emptyset の場合を除  \langle ) Niemeier 格子はノルム 2のベクトルが生成するルート
格子の拡大として得られる.この類似として,重さ1の空間のリー代数が生成する affine
VOA の拡大としての中心電荷24の正則 VOA の構成が考えられる.[Sc93] に正則 VOA
の affine VOA の加群としての既約分解の候補が一つ与えられているが,その上に VOA
構造が入ることを証明するのは難しい.注4

現状では  \mathbb{Z}_{n}‐軌道体構成法を用いて正則 VOA を構成する手法が取られている.注5 この

方法では,正則 VOA  V と巧が生成する affine VOA の間に “良い” VOA注6を見つけ,そ
のVOA の別方向の拡大として別の正則を構成する.最近,任意の  n\in \mathbb{Z}_{>0} に対する  \mathbb{Z}_{n^{-}}

軌道体構成法の一般論が  [EMS18+] で完成した.以下,大まかに構成の手順を述べる.

(1)  V を正則 VOA,   g\in AutV を有限位数  n とする.

(2)  V^{g}=\{v\in V|g(v)=v\} は  V の部分 VOA となる.

(3) 各  1\leq i\leq n-1 に対して,既約  g’‐twisted  V‐加群  V(g^{i}) が一意的に存在する
([DLMOO]).

注4格子 VOA の場合を除くと,affine VOA の単純カレント拡大となっていないため,一般論が整備されて
いない.

注5格子における neighborhood の類似と思われる.
注6例えば,全ての既約加群が単純カレントになっている.よって,既存の拡大の理論が適用できる.
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(4) 各  1\leq i\leq n-1 に対して,  V(g^{t}) の共形重み注7が  (1/n)\mathbb{Z}_{>0} に入ると仮定する.注8

(5) 各  1\leq i\leq n-1 に対して,ある既約  V^{g}‐部分加群  \overline{V(g^{i})}\subset V(g^{i}) で  \tilde{V}_{g}  :=V^{g}\oplus

 \oplus 嵩_{}\overline{V(g^{i})}^{1} が正則 VOA となるものが存在する.さらに,  \tilde{V}_{g} は  V^{g} の  \mathbb{Z}_{n}‐graded な
単純カレント拡大となる.

既知の正則 VOA から  \mathbb{Z}_{n}‐軌道体構成法を用いて新しい正則 VOA を構成することが個

別に行われ,それら結果を合わせることで問題1.3 (1) が解決されている.([Bo86, FLM88,
DGM96, Lall, LS12, Mi13, SS16,  EMS18+,  LS16a,  LS16b,  LL]) しかしながら,中心電荷
24の正則 VOA をさらに深く理解するためには,統一的な構成方法が期待される.

問題1.4. 中心電荷24の正則 VOA を統一的な方法で構成せよ.

最近,G. Höhn がこの問題に対するアプローチを提案している ([Hö]).

1.2 問題1.3 (2) (一意性) について
 V_{1}=0 の場合は次の FLM 予想注9がある.

予想1.5. [FLM88] 中心電荷24の正則 VOA Vが巧  =0 を満たすならば,  V はムーシャ
イン VOA 砂と同型.

次の仮定を加えた “弱” バージョンがいくつか証明されている.

 \bullet  V_{2} が  V_{2}^{\#} と代数として同型 ([DGLO7]).

 \bullet Vが  L(1/2,0)^{\otimes 48} を共通の共形元を持つ部分 VOA として持つ ([LY07]).

 \bullet  V が  L(1/2,0)^{\otimes 2} を部分 VOA として持つ ([ALY18 +]).

しかしながら,  V_{1}=0 の仮定だけからでは砺の構造について殆どわからない.例えば
 L(1/2,0) が一つ含まれる事も示されていない.ゆえに,現時点では  \Gamma LM 予想の解決には
まだ遠いと思われる.

さて,  V_{1}\neq 0 の場合に関する一意性の結果の現状をまとめておく.

合計: (新しく証明された個数),コメント,[文献]

24:  (+24) Niemeier 格子  N に付随する格子 VOA  V_{N}[DM04a].

26:  (+2) 枠付正則 VOA 一意性の系として  A_{1,2}^{16} と  B_{8,1}E_{8,2} [LS15].
注  7L(0) の作用で  V(g^{i}) に重みが入るが,その最小値
注8この仮定があれば  \mathbb{Z}_{n}‐軌道体構成法が適用できる,というのが  [EMS18+] の主結果の一つである.
注9 ルート系が  \emptyset のNiemeier 格子は同型を除いて一意的である ([Co69]). このような格子はリーチ格子と

呼ばれる.この予想はリーチ格子の一意性の  VOA 類似と考えられる.
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27:  (+1) Mirror 拡大等を用いて証明された  A_{8,3}A_{2,1}^{2} の場合 [LL].

30:  (+3)(\overline{V_{N}})_{\psi},  \psi は  N の位数3の等長写像の持ち上げ [LS1].

43:  (+13)(\overline{V_{N}})_{\theta},  \theta は  N の  -1‐写像の持ち上げ  [KLL18+].

57:  (+14)(\overline{V_{N}})_{\psi},  \psi は  N の2, 4, 5, 6, 8のいくつかの等長写像の持ち上げ [EMS]

62:  (+5)(\overline{V_{\Lambda}})_{\psi},  \psi はリーチ格子  A の位数4, 5, 6, 7, 8の等長写像の持ち上げ [LS2].

したがって,  V_{1}=0 の場合を除くと,未証明の場合が8個残されている.また,上の最
後の4つの場合 [LS1,  KLL18+ , EMS, LS2] の証明は次章で説明する議論を基にしている.

2 一意性の証明方法

[LS1] で与えた正則 VOA の一意性の証明方法について述べる.  \mathfrak{g} をリー代数,  \mathfrak{p} を  \mathfrak{g} の
部分代数,  W を中心電荷  c の正則 VOA,  n を正の整数とする.次を仮定する.

仮定1:  V_{1}\cong \mathfrak{g} を満たす任意の中心電荷  c の正則 VOA  V に対して,  \tilde{V}_{\sigma}\cong W と  V_{1}^{\sigma}\cong p
を満たす位数  n の  V の自己同型  \sigma が存在する.

仮定2: 次の条件を満たす位数  n の自己同型  \psi\in AutW の共役類はただ一つである:

 W_{{\imath}}^{\psi}\cong \mathfrak{p} かつ  (\tilde{W}_{\psi})_{1}\cong \mathfrak{g}.

定理2.1. [LS1] 仮定1と2を満たすとする.このとき,  V_{1}\cong \mathfrak{g} であるような任意の中心
電荷  c の正則 VOA  V は  \tilde{W}_{\psi} と同型である.特に,V のVOA 構造は巧  \cong \mathfrak{g} から一意的
に決まる.

証明.仮定1から,  \mathbb{Z}_{n}‐軌道体構成法を  V と  \sigma に適用して  V_{1}^{\sigma}\cong \mathfrak{p} かつ  \tilde{V}_{\sigma}\cong W が
得られる.この逆を辿ることで,  W は位数  n の自己同型  g で,  W_{1}^{g}\cong \mathfrak{p} かつ  W_{g}\cong V と
なるものを持つ.特に,  (\overline{W}_{g})_{1}\cong \mathfrak{g} である.よって,仮定2から,  g は  \psi と共役になり,
 V\cong\overline{W}_{9}\cong\overline{W}_{\psi}を得る.口

3 主結果

前章の証明方法を  W がリーチ格子 VOA  V_{\Lambda} の場合に適用して,次の結果を得た.

定理3.1. [LS2] 共形重み1の空間のリー代数構造が  A_{3,4}^{3}A_{1,2},  A_{4,5}^{2},  D_{4,12}A_{2,6},  A_{6,7},  A_{7,4}A_{1,1}^{3},
 D_{5,8}A_{1,2} または  D_{6,5}A_{1,1}^{2} である正則 VOA は同型を除いて一意的である.注10

系3.2. これら正則 VOA はリーチ格子 VOA から軌道体構成法で得られる.

注  10X_{n,k} は  X_{n} 型の単純リー代数でレベルが  k を意味する.
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注意3.3.  A_{6,7} の場合は既に  V_{\Lambda} から  \mathbb{Z}_{7}‐軌道体構成法で構成されている  ([LS16b]) . それ

以外の場合は新しい構成法である.

系から次の問題が自然に得られる.

問題3.4. リーチ格子 VOA から軌道体構成法で得られる中心電荷24の正則 VOA を全

て求めよ.注11

注意3.5.  A_{3,4}^{3}A_{1,2} と  A_{4,5}^{2} の場合の一意性は,[EMS] で別の軌道体構成法を用いて証明さ
れている.

4 具体例 :  D_{5,8}A_{1,2}
この章では  W=V_{\Lambda},  c=24,  \mathfrak{g}=D_{5,8}A_{1,2},  \mathfrak{p}=U(1)^{6},  n=8 の場合に仮定1,2が満た

されることを説明する.ただし,  U(1)^{6} は6次元の可換リー代数である.したがって,定理
2.1から,定理3.1が  D_{5,8}A_{1,2} の場合に成立する.他の場合もほぼ同様な議論によって示
させる.

4.1 仮定1

まず

 u:= \frac{1}{8}\sum_{i={\imath}}^{5}(\Lambda_{t}, 0)+\frac{1}{2}(0, \Lambda_{1}
)\in V_{1} ,  \sigma  :=e^{2\pi\sqrt{-1}u}(0)\in AutV

と置き,  \sigma が求める自己同型であることを確認する.ここで,   \sum_{=1}^{5}(A_{i}, 0) と  (0, A_{1}) はそ
れぞれルート系  D_{5} と  A_{1} のWeyl ベクトルである.また,係数の分母に表れる8と2が
それぞれ  D_{5} と  A_{1} のコクセター数である.これらの性質から  V_{1}^{\sigma}=U(1)^{6} が容易に確認

できる.実際に,  u と巧のルートとの内積は整数とならないため,  V_{1}^{\sigma} にルート空間は含
まれない.一方で (6次元の) Cartan 部分代数は  \sigma で固定される.

さて,  U を巧から生成される部分 VOA とする.すると  U\cong L_{D_{5}}(8,0)\otimes L_{A}.(2,0) で
あり注12, 既約  L_{D_{5}}(8,0)\otimes L_{A_{1}}(2,0)‐加群で共形重みが2以上の整数であるものが丁度46
個存在する.このことは単純アフィン VOA の既約加群の分類結果 [FZ92] から確認でき
る.したがって,  V の既約  U‐部分加群は  U またはこの46個の既約加群のいずれかと同
型である.既約  U‐加群  M がこの46個のいずれか,または  U のとき,次が成立する.

 \bullet  M の最高ウェイト  \lambda は  (\lambda|u)\in(1/8)\mathbb{Z} を満たす.

 \bullet  M に  \triangle‐作用素  ([Li96]) を適用して得られる  \sigma‐twisted加群  M^{(u)} の共形重みは1
以上である.

注llMöllerの講演で51個の場合はリーチ格子 VOA から構成できたとのアナウンスがあった.
注  12L_{X_{n}}(k, 0) で  X_{n} 型の単純リー代数に付随するレベル  k の単純なアフィンVOA を表す.
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一つ目は既約加群のリストから容易にわかる.二つ目は  [LS16a] で与えた計算方法を用い

て確認できる.これらから,  \sigma_{u} の  V 上での位数は8であり,既約  \sigma‐twisted  V‐加群  V^{(u)}

の共形重みは1以上であることがわかる.

ここで [EMS] で与えられた  n=8 の場合の次元公式を用いる:

  \dim(\tilde{V}_{\sigma})_{1}=24+12\dim V_{1}^{\sigma}-3\dim V_{1}^{\sigma^{2}}
-\frac{3}{4}\dim V_{{\imath}}^{\sigma^{4}}-\frac{1}{4}\dim V_{1}.
「既約  \sigma‐twisted  V‐加群  V^{(u)} の共形重みが1以上」 という性質はこの公式を適用するため

に必要な仮定であることを注意しておく.注13よって,各項を計算することで  \dim(\tilde{V}_{\sigma})_{1}=24
を得て,  [DM04a] から  \tilde{V}_{\sigma}\cong V_{\Lambda} を得る.したがって,仮定1が成立する.

4.2 仮定2

実際には,次の仮定2’ を用いる.

仮定2’: 次の条件を満たす位数  n の自己同型  \psi\in AutW の共役類はただ一つである:

 W_{1}^{\psi}\cong \mathfrak{p} かつ,行列  ( \frac{2(u|v)}{(u1u)})_{u,v\in II} は  \tilde{D}_{5} 型の一般化されたカルタン行列と (置換行
列の共役で) 同値である.ただし  \Pi は  W[\psi]_{1} の  W_{1}^{\psi} の作用に関するウエイトの
集合である.

仮定2と異なるのは最後の条件であり,これは仮定2の条件 「  (\overline{W}_{g})_{1}\cong \mathfrak{g}」よりも弱い.
実際に,  (\overline{W}_{g})_{1}\cong \mathfrak{g} から,  W[\psi]_{1} が  \mathfrak{g} の位数8の regular 自己同型注14の固有値  e^{\pi\sqrt{-1}/4}

の固有空間であるから,  W[\psi]_{1} のウェイトは  D_{5} 型の単純ルートと最高ウエイトの  -1 倍
の和集合である.よって,仮定2から仮定2’ が従う.

まず砿の自己同型群に関して

 1arrow\{\sigma_{x}|x\in \mathbb{C}^{24}/\Lambda\}arrow AutV_{\Lambda}arrow 
O(\Lambda)arrow 1

という完全系列があることを思い出す ([DN99]). ただし  O(A) は  A の等長変換のなす群
である.よって,  g\in O(A) と  x\in \mathbb{C}^{24}/A を用いて

 \psi=\sigma_{x}\phi_{g}

とかける.ただし  \phi_{g}\in Aut砿は  g\in O(A) の標準持ち上げである.注15
まず  g の共役類について考える.[HL90] において,全ての  g\in O(A) に対して,  A^{g} と特

性多項式が計算されている.ここから [Le85, DL96] を用いて  \dim(W[\psi])_{1} を調べること
で次を得る.注16

注13この仮定を満たさない場合は,次元公式はもっと複雑になる.
注14固定部分リー代数が abelian となるもの.位数がコクセター数と一致する場合は共役を除いて一意的
([Ka90]).
注  15\phi_{g} が部分 VOA  V_{\Lambda 9} に自明に作用するときに標準持ち上げという.ここで  A^{9}=\{v\in A|g(v)=v\}.
注  16[HL90] から可能性のある共役類の候補が数個になる.さらに,  8E 以外の場合は,“あらゆる  x を考えて
も  \dim(W[\psi 1)_{1}\neq 6” を示して排除する.
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補題4.1. (cf. [HL90])  g\in O(A) が位数1, 2, 4, 8とする.rank  A^{g}=6 かつ  \dim(W[\psi])_{1}=6
ならば  g の  O(A) における共役類は  8E.

我々の設定はこの補題の仮定を満たしている.実際に,  \psi の位数が8から,  g の位数が
8の約数である.そして,  (V_{\Lambda}^{\psi})_{1} は可換リー代数であり,その次元は rank  A^{g} と等しい.さ
らに,仮定2’ から  \dim(W[\psi])_{1}=6 を得る.

また,標準持ち上げについては次が知られている.

補題4.2. 標準持ち上げは Aut  V_{\Lambda} における共役を除いて一意的である.

以上の結果から,  \sigma_{x} の部分の一意性のみを考えれば良い.内部自己同型による  \psi への
共役を考えることで  x\in \mathbb{C}\otimes A^{9} とできる.よって  \sigma_{x} と  \phi_{g} は可換としてよい.ここで

 \sigma_{x}^{8}=id から,  x \in\frac{1}{8}\Lambda^{g} である.さらに  y\in P_{0}(A) に対して  \sigma_{y}\phi_{g}\sim\phi_{9} から  x \in\frac{1}{8}A^{g}/P_{0}(A)
としてよい.ただし  P_{0}:Aarrow \mathbb{Q}\otimes A^{g} は直交射影である.また,具体的な twisted‐加群の構
成 ([Le85, DL96]) から,  W[\psi]_{1} の  W_{1}^{\psi} に関するウエイトは  \{y\in x+P_{0}(\Lambda)||y|^{2}=1/4\}
で与えられることがわかる.さらに,   \frac{1}{8}A^{g}/P_{0}(A) における  C_{O(\Lambda)}(g) による軌道分解をす
ることで,次の性質を満たす軌道  O がただ一つ存在することがわかる注  17_{:}O に属する
 x+P_{0}(A) のノルム 1/4のベクトルの集合  Y に対して,  ( \frac{2(u|v)}{(u1u)})_{u,v\in Y} が  \tilde{D}_{5} 型の一般カル
タン行列と同値.

 C_{O(\Lambda)}(g) の  AutV_{\Lambda} への持ち上げの共役を考えることで,  \sigma_{x}\phi_{g} が共役を除いてただ一つ
であることがわかる.したがって,仮定2’ を満たす  \psi は共役を除いてただ一つであるこ
とがわかる.
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