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概要

文献 [4] の解説を行う。

1 はじめに

本稿では,ある種の非拡大性をもつ写像の族の共通不動点近似に関する結果を紹介する。

本稿の構成は次の通りである。次節では,以降の節で必要となる定義,記号および既知

の定理を述べる。第3節では,文献 [2] で導入された不動点近似法に注目する。この近似

法は,文献 [17] や [16] における射影に基づく近似法と,ある種の並列計算を融合したもの

で,parallel hybrid 法と呼ばれる。まず,写像列に関する収束定理 (定理3.2) を述べ,それ

を使って文献 [2] の主結果の一つ [2, Theorem 3.1] が一般化できることを説明する。第4

節では,前節で取り上げたparallel hybrid 法の並列計算部分と,[20] で導入された不動点

近似法 (Shrinking 法) を融合させた parallel shrinking 法についての結果 (定理4.2など)

を紹介する。最後の第5節では,定理3.2を使って,[2, Theorem 4.1] に関連する結果 (定
理5.1) を示す。

2 準備

本稿では, E を実 Banach 空間,  \Vert\cdot\Vert を  E またはその共役空間  E^{*} のノルム,  \langle x,  x^{*} } を
 x\in E における  x^{*}\in E^{*} の値,  \mathbb{N} を正の整数の集合,  \mathbb{R} を実数の集合とする。また,  E の

点列  \{x_{n}\} が  x\in E に強収束することを  x_{n}arrow x_{\dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}}} 弱収束することを  x_{n}harpoonup x で表す。  E

の双対写像 (duality mapping) を  J で表す。つまり,  J は  E から  E^{*} への集合値写像で,
 x\in E のとき,  Jx=\{x^{*}\in E^{*} :  \{x, x^{*}\rangle=\Vert x\Vert^{2}=\Vert x^{*}\Vert^{2}\} である。
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 S_{E} を  E の単位球面,つまり,  S_{E}=\{x\in E : \Vert_{X}\Vert=1\} とする。  E のノルム  \Vert\cdot\Vert が

Gâteaux 微分可能であるとは,すべての  x,  y\in S_{E} に対して,極限

 t arrow 01\dot{{\imath}}m\frac{\Vert x+ty\Vert-\Vert x\Vert}{t} (2.1)

が存在するときをいう。このとき,  E は滑らか (smooth) であるという。  E のノルムが一

様に  Fre\ovalbox{\tt\small REJECT} chet 微分可能であるとは,(2. 1) が  x,  y\in S に関して一様に収束するときをいう。

このとき,  E は一様に滑らか (uniformly smooth) であるという。  E が滑らかなとき,双

対写像  J は1価であることが知られている。また,  E が一様に滑らかなとき,  J は  E の有

界集合上で一様連続であることが知られている。詳しくは,[19] を参照するとよい。

再び,  S_{E} を  E の単位球面とする。Banach 空間  E が狭義凸 (strictly convex) であると

は,  x,  y\in S_{E},  x\neq y ならば  \Vert x+y\Vert<2 が成り立つときをいう。  E が一様凸 (uniformly
convex) であるとは,任意の  \epsilon>0 に対して,  \delta>0 が存在し,  x,  y\in S_{E},  \Vert x-y\Vert\geq\epsilon な

らば  \Vert x+y\Vert/2\leq 1-\delta が成り立つときをいう。  E が一様凸ならば,  E が回帰的で狭義

凸であることが知られている.また,  E が滑らか,狭義凸,回帰的ならば,双対写像  J は全

単射で,  J^{-1} は  E^{*} の双対写像であることが知られている。詳しくは,[19] を参照すると
よい。

 E を滑らかな Banach 空間とする。このとき,関数  \phi:E\cross Earrow \mathbb{R} を,  x,  y\in E に対
して

 \phi(x, y)=\Vert x\Vert^{2}-2\{x, Jy\rangle+\Vert y\Vert^{2}

で定義する [1] 。
 E を滑らか,狭義凸,回帰的な Banach 空間,  C を空ではない  E の閉凸部分集合とする。

このとき,各  x\in E に対して,   \phi(x_{0}, x)=\min\{\phi(y, x) : y\in C\} となる点  x_{0}\in C がただ

一つ存在することが知られている。そのような点  x_{0} を  \Pi_{C}(x) と表し,  \Pi_{C} を  E から  C

の上への一般化射影 (generalized projection) という [1, 14] 。
 E を滑らかな Banach 空間,  C を空でない  E の部分集合,  T を  C から  E への写像と

する。  T の不動点の集合を  F(T) で表す。  p\in C が  T の漸近的不動点 (asymptotic fixed
point) であるとは,  x_{n}harpoonup p かつ  \Vert x_{n}-Tx_{n}\Vertarrow 0 となる  C の点列  \{x_{n}\} が存在すると

きをいう [13, 18] 。  T の漸近的不動点の集合を  \hat{F}(T) で表す。写像  T が  \phi に関して擬非

拡大 (quasinonexpansive) である [11] とは,  F(T)\neq\emptyset , かつ,任意の  x\in C と  p\in F(T)

に対して  \phi ( p , Tx)  \leq\phi(p, x) が成り立つときをいう ([3, 6−9] では,これを (r) 型“ と呼
んでいる)。  T が relatively nonexpansive であるとは,  T が  \phi に関して擬非拡大であり,

 F(T)=\hat{F}(T) が成り立つときをいう [12, 15, 16] 。  E が滑らかで狭義凸,  C が空でない  E
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の閉凸部分集合のとき,  \phi に関して擬非拡大な写像  T:Carrow E の不動点集合  F(T) は閉凸

であることが知られている [16, Proposition 2.4] 。
 C をBanach 空間  E の空でない部分集合とし,  \{T_{n}\} を  C から  E への写像の列,  F を

 \{T_{n}\} の共通不動点の集合,つまり,   F=\bigcap_{n=1}^{\infty}F(T_{n}) とし,  F は空ではないと仮定する。

このとき,  \{T_{n}\} が条件 (Z) を満たすとは,  \{x訂が  \Vert T_{n}x_{n}-x_{n}\Vertarrow 0 となる  C の有界点

列ならば,  \{x_{n}\} のすべての弱収積点が  F に属するときをいう [3, 5, 6, 8, 9] 。
次節で紹介する主結果の証明において,以下の補助定理および定理が重要な役割を果

たす。

補助定理2.1. ([4, Lemma 2.2])  E をBanach 空間,  C を空でない  E の部分集合,  N を
正の整数,  A=\{i\in \mathbb{N}:1\leq i\leq N\},  U を  C から  E への写像,  \{S_{i}:i\in A\} を  C から
 E への写像列とし,   \bigcap_{i\in\Lambda}F(S_{i}) は空ではなく.‐ 任意の  x\in C に対して  Ux=S_{k^{X}} とな

る  k \in\arg\max\{\Vert S_{i}x-x\Vert : i\in A\} が存在すると仮定する。このとき,以下が成り立つ。

(a) 任意の  x\in C と  i\in A に対して   \Vert S_{i}x-x\Vert\leq\Vert Ux-x\Vert;(b)F(U)=\bigcap_{i\in A}F(S_{i}) ;

(c) 各  S_{i} が  \phi に関して擬非拡大ならば,  U も  \phi に関して擬非拡大である。

補助定理2.2 ([4, Lemma 2.3]).  E を滑らかな Banach 空間,  C を空でない  E の部分集
合,  \{U_{n}\} を  C から  E への写像列,  N を正の整数,  A=\{i\in \mathbb{N}:1\leq i\leq N\},  \{S_{i,n}\} を
 i\in A と  n\in \mathbb{N} を添字とする  C から  E への写像列とする。さらに,  \cap\{F(S_{i,n}):(i, n)\in
 A\cross \mathbb{N}\} は空ではなく,任意の  x\in C と  n\in \mathbb{N} に対して ひnx  =S_{k,n^{X}} となる   k\in

  \arg\max\{\Vert S_{i,n}x-x\Vert : i\in A\} が存在すると仮定する。もし,各  i\in A に対して  \{S_{i,n}\}_{n\in \mathbb{N}}

が条件 (Z) を満たすならば,  \{U_{n}\} も条件 (Z) を満たす。

補助定理2.3 ([4, Lemma 2.4]).  E を一様凸かつ一様に滑らかな Banach 空間,  C を空で

ない  E の部分集合,  T:Carrow E を  \phi に関して擬非拡大な写像,  \{\lambda_{n}\} を  [0,1 ) の数列とし,
写像  S_{n}:Carrow E を  n\in \mathbb{N} に対して

 S_{n}=J^{-1}[\lambda_{n}J+(1-\lambda_{n})JT]

で定義する。このとき,各  S_{n} は  \phi に関して擬非拡大であり,さらに,  T が relatively

nonexpansive, かつ,   \sup_{n}\lambda_{n}<1 ならば,  \{S_{n}\} は条件 (Z) を満たす。

定理2.4 ([4, Theorem 2.5]).  E を一様凸かつ滑らかな Banach 空間,  C を空でない  E の

閉凸部分集合,  \{U_{n}\} を  C から  E への写像列,  F を  \{U_{n}\} の共通不動点の集合とし,各  U_{n}

は  \phi に関して擬非拡大であり,  F は空ではな  \langle,  \{U_{7}.\} は条件 (Z) を満たすとする。さら
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に,  u を  E の点,点列  \{x_{n}\} を  x_{1}=\Pi_{C}(u) および  n\in \mathbb{N} に対して

 \{\begin{array}{l}
H_{n}=\{z\in C:\phi(z, U_{n}x_{n})\leq\phi(z, x_{n})\};
W_{n}=\{z\in C:\{z-x_{n}, Ju-Jx_{n}\rangle\leq 0\};
x_{n+1}=\Pi_{H_{n}\cap W_{n}}(u)
\end{array}
で定義する。このとき,  \{x_{n}\} は  \Pi_{F}(u) に強収束する。

定理2.5 ([4, Theorem 2.4]).  E,  C,  \{U_{n}\},  F および  u を定理2.4と同じとし,  C の点列
 \{x_{n}\} を  x_{1}=\Pi_{C}(u),  C_{1}=C および  n\in \mathbb{N} に対して

 \{\begin{array}{l}
C_{n+1}=\{z\in C:\phi(z, U_{n}x_{n})\leq\phi(z, x_{n})\}\cap C_{n};
x_{n+1}=\Pi_{C_{n+1}}(u)
\end{array}
で定義する。このとき,  \{x_{n}\} は  \Pi_{F}(u) に強収束する。

3 ParalIel hybrid 法

この節では,parallel hybrid 法[2] による不動点近似定理を扱う。まず,  \phi に関して擬非
拡大な写像の列に関する定理を,次に,有限個のrelatively nonexpansive 写像に関する定

理を紹介する。後者は,前者を使って得られる結果であり,[2, Theorem 3.1] の一般化で
ある。

以下,  E を滑らか,狭義凸,回帰的な Banach 空間,  C を空でない  E の閉凸部分集合,
 u を  E の点,  N を正の整数,  A=\{i\in \mathbb{N}:1\leq i\leq N\},  i\in A と  n\in \mathbb{N} に対して

 S_{i,n}:Carrow E を  \phi に関して擬非拡大な写像とする.さらに,  F を  \{S_{i,n}\}_{(i,n)\in\Lambda\cross \mathbb{N}} の共通

不動点の集合,つまり,  F=\cap\{F(S_{i,n}):(i, n)\in A\cross \mathbb{N}\} とし,点列  \{x訂を,  x_{1}=\Pi_{C}(u)
および  n\in \mathbb{N} に対して

 \{\begin{array}{l}
i_{n}\in\arg\max\{\Vert S_{i,n}x_{n}-x_{n}\Vert : i\in\Lambda\};
H_{n}=\{z\in C:\phi(z, S_{i_{n}},n^{X_{n})}\leq\phi(z, x_{n})\};
W_{n}=\{z\in C:\{z-x_{n}, Ju-Jx_{n}\rangle\leq 0\};
x_{n+1}=\Pi_{H_{n}\cap W_{7\iota}}(u)
\end{array}
で定義する。次の補助定理より,  \{x_{n}\} がwell‐defined であることがわかる。

補助定理3.1 ([4, Lemma 3.1]).  F は空ではないと仮定する。このとき,各  H_{n}\cap W_{n} は
空ではなく,閉凸である。したがって,点列  \{x_{n}\} はwell‐defined である。
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定理2.4, 補助定理2.1, 2.2および3.1を使うと,次の定理が得られる.

定理3.2 ([4, Theorem 3.2]).  E は一様凸であり,  F は空ではなく,各  i\in A に対して

 \{S_{i,n}\}_{n\in \mathbb{N}} が条件 (Z) を満たすと仮定する。このとき,  \{x冠は  \Pi_{F}(x) に強収束する。

定理3.2と補助定理2.3より,次の定理が得られる。

定理3  \cdot 3 ([4, Theorem 3.3]).  E を一様凸で一様に滑らかな Banach 空間,  C を空でない
 E の閉凸部分集合,  N を正の整数,  A=\{i\in \mathbb{N}:1\leq i\leq N\},  \{\alpha_{n}^{i}\} を  n\in \mathbb{N} と  i\in A を

添字とする  [0,1 ) の2重数列,  \{T_{1} , . . , , T_{N}\} を  C から  E への relatively nonexpansive 写

像の族,  K= \bigcap_{i\in\Lambda}F(T_{i}) ,  u を  E の点とする。さらに,各  i\in A に対して   \sup_{n}\alpha_{n}^{i}<1 で

あり,  K は空ではないと仮定し,  C の点列  \{x冠を,  x_{1}=\Pi_{C}(u) および  n\in \mathbb{N} に対して

 \{\begin{array}{l}
i_{n}\in\arg\max\{\Vert J^{-1}[\alpha_{n}^{i}Jx_{n}+ (1 -- \alpha_{n}^{i})JT_{i}
x_{n}] -- x_{n}\Vert : i\in\Lambda\} ;
阪 =J^{-1}[\alpha_{n}^{i_{\gamma t}}Jx_{n}+(1-\alpha_{n}^{i_{n}})JT_{i_{n}}x_{n}
]1
H_{n}=\{z\in C: \phi(z, y_{n})\leq\phi(z, x_{n})\}1
W_{n}=\{z\in C:\{z-x_{n}, Ju -- Jx_{n}\}\leq 0\};
x_{n+1}=\prod_{H_{n}\cap W_{n}}(u)
\end{array}
で定義する。このとき,  \{x_{n}\} は  \Pi_{K}(u) に強収束する.

定理3.3は,[2, Theorem 3.1] の一般化である。実際,[2, Theorem 3.1] では,定理3.3
の仮定に加えて,各男の連続性などが仮定されている。

4 Parallel  shrink1ng 法

この節では,parallel shrinking 法による不動点近似定理を扱う。まず,  \phi に関して擬非

拡大な写像の列に関する定理を紹介し,次に,有限個のrelatively nonexpansive 写像の共
通不動点に関する収束定理を示す。

以下,  E,  C,  u,  N,  S_{i,n},  A および  F を第3節の前半部分と同じとし,点列  \{x_{n}\} を,

 x_{1}=\Pi_{C}(u),  C_{1}=C および  n\in \mathbb{N} に対して

 \{\begin{array}{l}
i. Earg\max\{\Vert S_{i,n}x_{n}-x_{n}\Vert : i\in\Lambda\};
C_{n+1}=\{z\in C:\phi(z, S_{i_{n},n}x_{n})\leq\phi(z, x_{n})\}\cap C_{n};
x_{n+1}=\Pi_{C_{n+1}}(u)
\end{array}
で定義する。次の補助定理から,  \{x_{n}\} がwell‐defined であることがわかる。
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補助定理4.1 ([4, Lemma 4.1]).  F は空ではないと仮定する。このとき,各  C_{n} は空では
なく,閉凸である。したがって,  \{x_{n}\} はwell‐defined である。

定理2.5, 補助定理2.1, 2.2および4.1を使うと,  \{x冠の収束性が示せる。

定理4.2 ([4, Theorem 4.2]).  E は一様凸であり,  F は空ではなく,各  i\in A に対して

 \{S_{i,n}\}_{n\in \mathbb{N}} が条件 (Z) を満たすと仮定する。このとき,  \{x_{n}\} は  \Pi_{F}(u) に強収束する。

定理4.2と補助定理2.3より,次の定理が得られる。文献 [4] では証明を省略したので,
ここに証明を書いておく。

定理4  \cdot 3 ([4, Theorem 4.3]).  E を一様凸で一様に滑らかな Banach 空間,  C を空でない
 E の閉凸部分集合,  N を正の整数,  A=\{i\in \mathbb{N}:1\leq i\leq N\},  \{\alpha_{n}^{i}\} を  n\in \mathbb{N} と  i\in A を

添字とする  [0,1 ) の2重数列,  \{T_{1}, . . . , T_{N}\} を  C から  E への relatively nonexpansive 写

像の族,  K= \bigcap_{i\in\Lambda}F(T_{i}) ,  u を  E の点とする。さらに,各  i\in A に対して   \sup_{n}\alpha_{n}^{i}<1 で

あり,  K は空ではないと仮定し,  C の点列  \{x_{n}\} を,  x_{1}=\Pi_{C}(u),  C_{1}=C および  n\in \mathbb{N}

に対して

 \{\begin{array}{l}
i_{n}\in\arg\max\{\Vert J^{-1}[\alpha_{n}^{i}Jx_{n}+ (1-\alpha_{n}^{i})JT_{i}
x_{n}]-x_{n}\Vert : i\in\Lambda\} ;
y_{n}=J^{-1}[\alpha_{n}^{i_{n}}Jx_{n}+(1-\alpha_{n}^{i_{n}})JT_{i_{n}}x_{n}];
C_{n+1}=\{z\in C:\phi(z, y_{n})\leq\phi(z, x_{n})\}\cap C_{n};
x_{n+1}=\Pi_{C_{n+1}}(u)
\end{array}
で定義する。このとき,  \{x_{n}\} は  \Pi_{K}(x) に強収束する.

証明.写像  S_{i,n} :  Carrow E を  n\in \mathbb{N} と  i\in A に対して

 S_{i,n}=J^{-1}[\alpha_{n}^{i}J+(1-\alpha_{n}^{i})JT_{i}]

で定義する。このとき,任意の  n\in \mathbb{N} および  i\in A に対して,  F(S_{i,n})=F(T_{i}) が成り立
つことがわかる。よって

 \cap\{F(S_{i,n}):(i, n)\in A\cross \mathbb{N}\}=\cap\{F(T_{i}):i\in A\}=
K\neq\emptyset

である。補助定理2.3より,各Si,  n は  \phi に関して擬非拡大であり,各  i\in A に対して
 \{S_{i,n}\}_{n\in \mathbb{N}} は条件 (Z) を満たすことがわかる。また,定義より,すべの  n\in \mathbb{N} に対して,

 i_{n} \in\arg\max\{\Vert S_{i,n}x_{n}-x_{n}\Vert : i\in A\} および  y_{n}=S_{i_{n}} ,  n^{X}n

である。したがって,定理4.2より結論が得られる。 口
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5 [2, Theorem 4.1] の一般化

定理3.2を使うと,次の定理が得られる。これは,[2, Theorem 4.1] の一般化である。

定理5.1.  E,  C,  N,  \{\alpha_{n}^{i}\},  \{T_{1}, . . . , T_{N}\},  A,  K および  u を定理3.3と同じとし,  E の点

列  \{x_{n}\} を,  x_{1}=u および  n\in \mathbb{N} に対して

 \{\begin{array}{l}
i_{n}\in\arg\max\{\Vert J^{-1}[\alpha_{n}^{i}J\Pi_{C}(x_{n})+(1-\alpha_{n}^{i})
JT_{i}\Pi_{C}(x_{n})]-x_{n}\Vert : i\in\Lambda\};
y_{n}=J^{-1}[\alpha_{n}^{i_{r}}\cdot J\Pi_{C}(x_{n})+(1-\alpha_{n}^{\dot{i}_{t}}
\cdot)JT_{i_{rt}},\Pi_{C}(x_{n})];
H_{n}=\{z\in E:\phi(z, y_{n})\leq\phi(z, x_{n})\};
W_{n}=\{z\in E:\{z-x_{n}, Ju-Jx_{n}\}\leq 0\};
x_{n+1}=\Pi_{II_{\tau\iota}\cap W_{n}}(u)
\end{array}
で定義する。このとき,  \{x_{n}\} は  \Pi_{K}(u) に強収束する.

証明.写像  S_{i,n}:Earrow E を,  n\in \mathbb{N} と  i\in A に対して

 S_{i,n}=J^{-1}[\alpha_{n}^{i}J\Pi_{C}+(1-\alpha_{n}^{i})JT_{i}\Gamma I_{C}]

で定義する。[10, Example 3.1] より,  \Pi_{C} は文献 [8] の意味で  (sr) 型であるから,[8,
Lemma 3.2] を使うと,各  i\in A に対して,  F(T_{i}\Pi_{C})=F(T_{i})\cap F(\Pi_{C})=F(T_{i}) で

あり,  T_{i}\Pi_{C} は  \phi に関して擬非拡大であることがわかる。よって,  \alpha_{n}^{i}=0 のとき,

 F(S_{i,n})=F(T_{i}) である。また,  \alpha_{n}^{i}\neq 0 のとき,[8, Lemma 3.5] より

 F(S_{i,n})=F(\Pi_{C})\cap F(T_{i}\Pi_{C})=F(T_{i})

である。以上より,任意の  n\in \mathbb{N} および  i\in A に対して,  F(S_{i,n})=F(T_{i}) である。した
がって

 \cap\{F(S_{i,n}):(i, n)\in A\cross \mathbb{N}\}=\cap\{F(T_{i}):i\in A\}=
K\neq\emptyset

である。また,補助定理2.3より,各  S_{i,n} は  \phi に関して擬非拡大であり,各  i\in A に対し

て  \{S_{i,n}\}_{n\in \mathbb{N}} は条件 (Z) を満たすことがわかる。さらに,定義より,各  n\in \mathbb{N} に対して

 i_{n} \in\arg\max\{\Vert S_{i,n}x_{n}-x_{n}\Vert : i\in A\} および  y_{n}=S_{i_{n}} ,  n^{X}n

である。したがって,定理3.2より結論が得られる。 口
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