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強デファイナブル C^{r} ファイバー束の強デ
ファイナブル  C^{\infty} ファイバー束構造について

川上智博
和歌山大学教育学部数学教室

1 序文

ここでは、実数体  \mathbb{R} の通常の構造  (\mathbb{R}, +, \cdot, <) の順序極小拡張構造  \mathcal{M}=

 (\mathbb{R}, +, \cdot, <, \ldots) において、   1\leq r<\infty 対して、強デファイナブル  C^{r} ファイ
バー束の強デファイナブル  C^{\infty} ファイバー束構造について考察する。順序極

小構造は、実数体  \mathbb{R} 上の順序極小拡張構造が、[9] により、非可算無限個存在
することが知られている。

デファイナブル集合 デファイナブル写像に関して、[2] , [3] などに性質
がまとめられている。また、[10] では、実数体  \mathbb{R} の場合において、順序極小
構造より一般化された形でまとめられている。

ここでは、デファイナブル写像は連続とし、特に断らなければ、すべて

 \mathcal{M}=(\mathbb{R}, +, \cdot, <, \ldots) で考えるものとする。

2 準備

 \mathbb{R} を実数体とする。

構造  \mathcal{M}=  (\mathbb{R}, (f_{i}), (Lj), (c_{k})) とは、以下のデータで定義されるもので
ある。
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1. 集合  \mathbb{R} を  \mathcal{M} のunderlying set またはuniverse という。

2. 関数の集合  \{f_{i}|i\in I\}、ただし  f_{i} :  \mathbb{R}^{n_{i}}arrow \mathbb{R},  n_{i}\geq 1_{o}

3. 関係の集合  \{L_{j}|j\in J\}、ただし  L_{j}\subset \mathbb{R}^{m_{j}},  m_{j}\geq 1 。

4. 特別な元の集合  \{c_{k}|k\in K\}\subset \mathbb{R}。各  c_{k} を定数という。

添字集合  I,  J,  K は、空集合でもかまわない。

 f(L) が  m 変数関数 (  m 変数関係) とは、  f :  \mathbb{R}^{m}arrow \mathbb{R}(L\subset \mathbb{R}^{m}) となるこ
とである。

項とは、以下の3つの規則にしたがって得られる有限列のことである。

1. 定数は項である。

2. 変数は項である。

3.  f が  m 変数関数かつ  t_{1} , 砺が項ならば、  f(t_{1}, \ldots, t_{m}) は項である。

論理式とは、変数、関数、関係、論理記号、括弧、コンマ、  \exists,  \forall からなる
有限列で、以下の3つの規則にしたがって得られるものである。

1. 任意の二つの項  t_{1},  t_{2} に対して、  t_{1}=t_{2} と  t_{1}<t_{2} は論理式である。

2.  L が  m 変数関係かつ  t_{1},  t_{m} が項ならば、  L(t_{1}, \ldots, t_{m}) は論理式で
ある。

3.  \phi と  \psi が論理式ならば、  \neg\phi,  \phi V\psi と  \phi\wedge\psi は論理式である。  \phi が論理
式かつ  v が変数ならば、  (\exists v)\phi と  (\forall v)\phi は論理式である。

 \mathbb{R}^{n} の部分集合 X が  \mathcal{M} においてデファイナブルとは、論理式

 \phi(x_{1}, \ldots, x_{n}, y_{1}, \ldots, y_{m}) と  b_{1},  b_{m}\in \mathbb{R} が存在して、X  =\{(a_{1}, \ldots, a_{n})\in
 \mathbb{R}^{n}|\phi(a_{1}, \ldots, a_{n}, b_{1}, \ldots, b_{m}) が  \mathcal{M} で成り立つ } となることである。このと
き、Xをデファイナブル集合という。

 \mathcal{M}=(\mathbb{R}, +, <, \cdots) が順序極小構造 (  0‐minimal structure) とは、  \mathbb{R} の任
意のデファイナブル集合が点と開区間の有限和となることである。ここで、
開区間とは、  (a, b)=\{x\in \mathbb{R}|a<x<b\},  -\infty\leq a<b\leq\infty を表すものと
する。

実数体  (\mathbb{R}, +, \cdot, <) は、順序極小構造であり、デファイナブル集合全体は、
semialgebraic 集合全体に一致する。
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も

実数係数 Puiseux 級数  \mathbb{R}[X]^{\wedge} 、すなわち、   \sum_{i=k}^{\infty}a_{i}X\overline{q},  k\in \mathbb{Z},  q\in \mathbb{N},  a_{i}\in \mathbb{R}
と表されるもの全体は、実閉体となり、非アスキメデス的である。

実数体  \mathbb{R} 、  \mathbb{R}_{alg}= {  x\in \mathbb{R}|x は  \mathbb{Q} 上代数的である }は、アルキメデス的
である。

以下の事実が知られている。

定理2.1. (1) 実閉体の標数は  0 である。
(2) 可算以上の任意の濃度  \kappa に対して、  2^{\kappa} 個の同型でない実閉体で濃度  \kappa

のものが存在する。

定義2.2.  X\subset \mathbb{R}^{n} 、  Y\subset \mathbb{R}^{m} をデファイナブル集合とする。連続写像  f :
 Xarrow Y がデファイナブル写像とは、  f のグラフ  (\subset \mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}^{m}) がデファイナ
ブル集合となることである。

例2.3. (1)  \mathcal{M}=(\mathbb{R}_{alg}, +, \cdot, <) とする。  f :  \mathbb{R}_{alg}arrow \mathbb{R}_{alg},  f(x)=2^{x} は定義さ
れない ([11])。

(2)  \mathcal{M}=(\mathbb{R}, +, \cdot, <) とする。  f :  \mathbb{R}arrow \mathbb{R},  f(x)= 禦は定義されるが、デ
ファイナブル関数でない。また、正弦関数  h :  \mathbb{R}arrow \mathbb{R},  h(x)=\sin x は定義さ
れるが、デファイナブル関数でない。

3 結果

 G\subset \mathbb{R}^{n} がデファイナブル群とは、  G が群であって、デファイナブル集合で
あり、群演算  G\cross Garrow G,  Garrow G がデファイナブル写像となることである。

 G\subset GL(n, \mathbb{R}) とならないデファイナブル群が存在することが知られている。
 G をデファイナブル群とする。デファイナブル  G 集合とは、デファイナ

ブル集合 X と  G 作用  \phi :  G\cross Xarrow X からなる組  (X, \phi) であって、  \phi がデ
ファイナブル写像となるものである。ここでは、  (X, \phi) と書く代わりにXと
書く。

X  \subset \mathbb{R}^{n},  Z\subset \mathbb{R}^{m} をデファイナブル集合とし、  f : X  arrow Z をデファイ
ナブル写像とする。  f がデファイナブル同相写像とは、デファイナブル写像
 h:Zarrow X が存在して、  f\circ h=i吻かつ  h\circ f=id_{x} となることである。

 X,  Z をデファイナブル  G 集合とする。デファイナブル写像  f :  Xarrow Z が
デファイナブル  G 写像とは、  f が  G 写像となることである。デファイナブル
 G 写像  f :  Xarrow Z がデファイナブル  G 同相写像とは、デファイナブル  G 写
像  h:Zarrow X が存在して、  f\circ h=i砺かつ  h\circ f=id_{X} となることである。

デファイナブル空間とは、有限個のデファイナブル集合をデファイナブ
ル開集合に沿って貼りあわせて得られるものである。デファイナブル空間の
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問のデファイナブル写像も同様に定義できる。([2] の1 0章)。デファイナブ
ル空間は、[1] の意味のセミアルジェブリック空間の一般化である。

デファイナブルファイバー束の定義を思い出そう ([6] , [7]) 。

定義3.1. (1) ファイバ束  \eta=(E, p, X, F, K) がX上のデファイナブルファ
イバー束でファイバーが  F、構造群が  K とは、次の二つの条件を満た
すことである。

(a) 全空間  E がデファナブル空間、底空間 Xがデファイナブル集合、
構造群  K がデファイナブル群、ファイバー  F が効果的デファイナ
ブル  K 作用をもったデファイナブル集合で、射影  p :  Earrow X が
デファイナブル写像である。

(b)  \eta の有限個の局所自明化  \{U_{i}, \phi_{i}:p^{-1}(U_{i})arrow U_{i}\cross F\}_{i} が存在して、
各￠がXのデファイナブル開集合、  \{U_{i}\}_{i} がXの有限開被覆であ
る。各  x\in U_{i} に対して、  \phi_{i,x} :  p^{-1}(x)arrow F を  \phi_{i,x}(z)=\pi_{i}\circ\phi_{i}(z)
とする。ただし、  \pi_{i} は射影  U_{i}\cross Farrow F とする。   U_{i}\cap U_{j}\neq\emptyset と
なる各  i,  j に対して、変換関数  \theta_{ij}  :=\phi_{j,x}\circ\phi_{i,x}^{-1} :  U_{i}\cap U_{j}arrow K が
デファイナブル写像である。この局所自明化をデファイナブルと
いう。

両立するデファイナブル局所自明化をもつデファイナブルファイ
バー束を同一視する。

(2)  \eta=(E, p, X, F, K) と  \zeta=(E', p', X', F, K) をデフィナブルファイバー
束とし、そのデファイナブル局所自明化を  \{U_{i}, \phi_{i}\}_{i} と  \{ Vj,  \psi_{j}\}_{j} とする。
デファイナブル写像  f :  Earrow E' がデファイナブルファイバー束写像と
は、次の二つの条件を満たすことである。

(a)  f はデファイナブル写像をカバーする、つまり、デファイナブル
写像  f :  Xarrow X' が存在して  f\circ p=p^{\prime_{\circ}}\overline{f} である。

(b)   U_{i}\cap f^{-1}(V_{j})\neq\emptyset となる各  i,  j に対して、各  x\in U_{i}\cap f^{-1}(V_{j}) に対
して、写像  f_{i_{J}}(x):=\psi_{j,f(x)}\circ f\circ\phi_{i,x}^{-1} :  Farrow F が  K の元による作
用であり、  f_{i_{\dot{J}}} :  U_{i}\cap f^{-1}(V_{j})arrow K がデファイナブル写像である。

全単射デファイナブルファーバー束写像  \overline{f} :  Earrow E' がデファイナブ
ルファイバー束同値写像とは、  \overline{f} がデファイナブル写像  f : X  arrow X'

をカバーし、  (\overline{f})^{-1} :  E'arrow E が  f^{-1} :  X'arrow X をカバーするデファイ
ナブルファイバ束写像である。デファイナブルファイバー束同値写像
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 f :  Earrow E' がデファイナブルファイバー束同型写像とは、  X=X' か
つ  f=id_{x} となることである。

(3) デファイナブルファイバー束  \eta=(E, p, X, F, K) の連続切断  s:Xarrow E

がデフィナブル切断とは、各  i に対して、  \phi_{i}\circ s|U_{i} :  U_{i}arrow U_{i}\cross F がデ
ファイナブル写像なることである。

(4) デファイナブルファイバー束  \eta=(E,p, X, F, K) が主デファイナブル
ファイバー束とは、  F=K かつ  F の  K 作用が  K の積になることであ
る。このとき、  (E, p, X, F, K) と書く代わりに、  (E, p, X, K) と書く。

定義3.2.  r を   1\leqq r\leqq\infty とする。

(1) デファイナブルファイバー束  \eta=(E, p, X, F, K) がデファイナブル  C^{r}

ファイバー束とは、全空間  E と底空間 Xがデファイナブル  C^{r} 多様体で、構
造群  K がデファイナブル  C^{r} 群、ファイバー  F が効果的作用をもったデファ
イナブル  C^{r}K 多様体、射影  p :  Earrow X がデファイナブル  C^{r} 写像で、すべ
ての変換関数がデファイナブル  C^{r} 写像となることである。主デファイナブ
ル  C^{r} ファイバー束も同様に定義される。

(2) デファイナブル  C^{r} ファイバー束写像、デファイナブル  C^{r} ファイバー
束同値写像、デファイナブル  C^{r} ファイバー束同型写像、デファイナブル  C^{r}

切断も同様に定義される。

定理3.3 (デファイナブル商空間の存在 ([2])).  G をコンパクトデファイナブ
ル群、Xをデファイナブル  G 集合とする。このとき、  X/G はデファイナブ
ル集合として存在して、射影  \pi :  Xarrow X/G は、全射固有デファイナブル写
像である。

命題3.4.  (E,p, X, K) を主デファイナブルファイバー束、  F を効果的デファ
イナブル  K 作用をもったデファイナブル集合、  K をコンパクトデファイナブ
ル群とする。このとき、  (E\cross {}_{K}F,p', X, F, K) はデファイナブルファイバー
束である。ただし、  p' :  E\cross {}_{K}Farrow X を  p'([z, f])=p(z) で定義される射影
とする。

命題3.5.  (E, p, X, K) を主デファイナブルぴファイバー束、  F を効果的デ
ファイナブル  C^{r}K 作用をもったデファイナブル集合、  K をコンパクトデファ
イナブル  C^{r} 群とする。このとき、  (E\cross {}_{K}F, p', X, F, K) はデファイナブル  C^{r}

ファイバー束である。ただし、  p' :  E\cross {}_{K}Farrow X を  p'([z, f])=p(z) で定義さ
れる射影とする。

5



6

命題3.6.  \mathcal{B}_{K}=(B_{K},p_{K}, X_{K}) を  K の  n ‐普遍主ファイバー束、  F を効果的
デファイナブル  C^{r}K 作用をもったアフィンデファイナブル  C^{r} 級多様体とす
る。このとき、同伴東  \mathcal{B}_{K}[F]  :=(E, p, X_{K}, F, K) はデファイナブルぴファ
イバー束である。

定義3.7.  \mathcal{M}=(\mathbb{R}, +, \cdot, <, \ldots) を実数体上の順序極小構造とする。

(1)  \mathcal{M} が多項式的有界とは、任意のデファイナブル関数  f :  \mathbb{R}arrow \mathbb{R} に
対して、自然数  N と実数  x_{0} が存在して、  |f(x)|<x^{N},  x>x_{0} となることで
ある。

(2)  \mathcal{M} が指数的とは、指数関数  e^{x} :  \mathbb{R}arrow \mathbb{R},  x\mapsto e^{x} がデファイナブルと
なることである。

定理3.8 ([8]).  \mathcal{M}=(\mathbb{R}, +, \cdot, <, \ldots) を実数体上の順序極小構造とする。  \mathcal{M}

は、多項式的有界か指数的のどちらかである。

定理3.9 ([4]).   0\leq s<\infty 、  \mathcal{M} が  C^{\infty} 級セル分解性を持ち、指数的とする。
このとき、アフィンデファイナブル  C^{\infty} 級多様体問のデファイナブル  C^{s} 写
像は、デファイナブル  C^{s} 位相で、デファイナブル  C^{\infty} 級写像で近似できる。

定義3.10. (1) デファイナブルファイバー東  \eta=(E, p, X, F, K) が強デファ
イナブルとは、  n‐普遍束  \mathcal{B}_{K} とデファイナブル写像  f :  Xarrow X_{K} が存在して、

 f^{*}(\mathcal{B}_{K}[F]) と  \eta がデファイナブルファイバ束同型となることである。
(2) デファイナブルぴファイバー束  \eta=(E, p, X, F, K) が強デファイナ

ブルとは、  n‐普遍束  \mathcal{B}_{K} とデファイナブル  C^{r} 写像  f :  Xarrow X_{K} が存在して、

 f^{*}(\mathcal{B}_{K}[F]) と  \eta がデファイナブル  C^{r} ファイバ束同型となることである。

以下の結果を得た。

定理3.11 ([4]).   1\leqq r<\infty とする。  \eta=(E,p, X, F, K) をアフィンデファ
イナブル  C^{\infty} 級多様体上の強デファイナブル  C^{r} ファイバー束とし、  K をア
フィンコンパクトデフィナブル  C^{\infty} 群とする。

(1)  X 上の強デファイナブル  C^{\infty} ファイバー束  \zeta が存在して、  \zeta と  \eta はデ
ファイナブル Cアファイバー束同型である。

(2)  \zeta' をX上の別の強デファイナブル  C^{\infty} ファイバー束で、  \zeta' と  \eta はデ
ファイナブル  C^{r} ファイバー束同型とすると、  \zeta' と  \zeta はデファイナブル  C^{\infty}

ファイバー束同型である。

特に、(刀と (2) より、  \eta はデフィナブル  C^{\infty} ファイバー束同型を除いて
ただ一つのデファイナブル  C^{\infty} ファイバー束構造をもつ。

一意性の証明は、[5] の議論を用いる。
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