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Delzant 多面体のモジュライ空間上の

距離関数について
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1 序 ‐ 動機と主結果 ‐

本稿は,2018年度 RIMS 共同研究 『変換群論における幾何代数組み合わ
せ論』 における発表に基づくものであり,その内容は日本女子大学大学院修了
生の大橋佳歩氏との共同研究 [3] に関するものである.シンプレクティックトー
リック多様体は,付随する運動量写像から定まるDelzant 多面体により完全に
分類されることがDelzant 構成としてよく知られている ([2]). この対応に基づ
き,Pelayo‐Pires‐Ratiu‐Sabatini[6] は,Delzant 多面体全体の集合上に対称差の
Lebesgue 体積を用いて距離関数を導入しその性質を考察した.また,整アファ
イン変換に関する合同関係による商空間として Delzant 多面体のモジュライ空

間を導入し,その (商位相に関する) 構造を考察した.彼らの主結果は以下のも
のである.

定理1.1 ([6]). 2次元 Delzant 多面体全体の空間は完備でも局所コンパクトで
もない.また,そのモジュライ空間は弧状連結である.

注意1.1. 2次元の非完備性および非局所コンパクト性から,一般次元に対する
同様の結果も得られる.また,[6] では2次元 Delzant 多面体全体の空間の完備
化も決定している.それは正の Lebesgue 測度をもつ凸集合全体と空集合の和
集合という巨大なものである.

[6] ではモジュライ空間上の距離関数は定義されていない.そこで,次の間が
自然に考えられる.
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問.モジュライ空間上に自然な距離関数が導入できないか?

本発表での主結果はその間に対する肯定的な答えを与えることである.なお,
その証明にはDelzant 多面体という設定は不要で,[3] の結果は Euclid 空間内
の一般の (凸) 体に対するものであるので,本稿ではその立場での記述を採用す
る.Gelfand‐Celin 系などのトーリックに近いけれどトーリックではない例や,
近年のトーリック退化や Newton‐Okounkov 体の理論の発展も踏まえると,そ
のような一般化も意味があると思われる.

謝辞.講演の機会を与えてくださった世話人の黒木慎太郎さんに感謝申し上げ

ます.

2 凸体の集合とそのモジュライ空間上の距離関数

 \mathbb{R}^{n} 内の凸体,すなわち  \mathbb{R}^{n} 内の有界な開集合の閉包として実現できる凸集合1
全体を燭とする.  A,  B\in \mathcal{B}_{n} に対して

  d(A, B) := vo1_{n}(A\triangle B)=\int_{\mathbb{R}^{n}}\chi_{A\triangle B}
d\lambda
により関数  d :  \mathcal{B}_{n}\cross \mathcal{B}_{n}arrow \mathbb{R} が定義される.ただし,  A\triangle B:=(A\backslash B)\cup(B\backslash A)
は対称差,  vo1_{n}(\cdot) は  n 次元体積,  \chi は特性関数,  d\lambda はLebesgue 測度である.こ
の  d は  \mathcal{B}_{n} 上の距離関数になることがわかる.

次に,整アファイン変換とその合同関係によるモジュライ空間を考える.整
アファイン変換群  AGL_{n}(\mathbb{Z}) は集合としては  AGL_{n}(\mathbb{Z})  :=GL_{n}(\mathbb{Z})\cross \mathbb{R}^{n} であ

り,その群構造は  (A_{1}, t_{1}),  (A_{2}, t_{2})\in AGL_{n}(\mathbb{Z}) に対して

 (A_{1}, t_{1})\cdot(A_{2}, t_{2}) :=(A_{1}A_{2}, A_{1}t_{2}+t_{1})

により定義される.ここで,  GL_{n}(\mathbb{Z}) は整数成分の  n 次可逆行列であって,その
逆行列の成分も整数となるもの全体である.以降,  G_{n}  :=AGL_{n}(\mathbb{Z}) とおく.  G_{n}

は自然に  \mathcal{B}_{n} に作用する.

定義2.1. 商空間  \overline{\mathcal{B}}_{n}  :=\mathcal{B}_{n}/G_{n} を凸体のモジュライ空間とよぶ.

 \mathcal{B}_{n} 上の距離関数  d は自然には  \overline{\mathcal{B}}_{n} 上の距離関数を誘導しない.そこで,同値
類にわたる下限としての距離関数の導入を考える.

1実際には,以下の議論には凸性も不要である.
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定義2.2. 関数  \tilde{d} :  \overline{\mathcal{B}}_{n}\cross\overline{\mathcal{B}}_{n}arrow \mathbb{R} を  \alpha,  \beta\in\tilde{\mathcal{B}}_{n} に対して

  \tilde{d}(\alpha, \beta) :=\inf\{d(P, P')|P\in\alpha, P'\in\beta\}

により定義する.

次が本稿での主結果である.

定理2.3 ([3]).  \tilde{d} ?は  \overline{\mathcal{B}}_{n} 上の距離関数となる.

 \tilde{d} の対称性は明らかである.三角不等式も以下のように示せる.まず,  GL_{n}(Z)
の元の行列式は  \pm 1 であることから  G_{n} の  \mathcal{B}_{n} への作用は等長的,すなわち各
 g\in G_{n} に対して  d(g\cdot, g\cdot)=d(\cdot, ) となり ,  \alpha,  \beta\in\overline{\mathcal{B}}_{n} の代表元  P,  P'\in \mathcal{B}_{n} を固定
すると,

 \tilde{d}(\alpha, \beta)=inf\{d(P, gP')|g\in G_{n}\}
となることに注意する.以下ではこの表示を用いる.  \alpha,  \beta,  \gamma\in\overline{\mathcal{B}}_{n} に対して,代
表元君,P2,  P_{3}\in \mathcal{B}_{n} をとる.  d の三角不等式より , 任意の  g,  g'\in G_{n} に対して

 d(P_{1,9}P_{2})\leq d(P_{1}, g'P_{3})+d(g'P_{3,9}P_{2})=d(P_{1,9'}P_{3})+d(g^{-
1}9'P_{3}, P_{2})

となる.  g に関して下限をとると,任意の  g',g"\in G_{n} に対して

  \tilde{d}(\alpha, \beta) \leq d(P_{1}, g'P_{3})+\inf_{g}\{d(9^{-1}9'P_{3}, 
P_{2})\}
 = d(P_{1}, g'P_{3})+ \inf_{g}\{d(g"g^{-1}9'P_{3}, g"P_{2})\}
 \leq d(P_{1}, g'P_{3})+d(P_{3,9"}P_{2})\}

となる.さらに  g',  g"\in G_{n} に関して下限をとることにより  \tilde{d} の三角不等式

 \tilde{d}(\alpha, \beta)\leq\tilde{d}(\alpha, \gamma)+\tilde{d}(\gamma, \beta) .

を得る.

実は,[8] でも述べられているように,このように定義される  \tilde{d} の対称性と三
角不等式は一般の距離空間への等長的な作用でも正しい.つまり,擬距離にな
ることは一般に正しい.あとは非退化性を示せば距離関数となるわけであるが,
それは一般論では処理できず , 次節で紹介するアイデア2を用いる.

モジュライ空間  \overline{B}_{n} 上に定まる距離位相と商位相について,距離空間への等
長作用の一般論として次がわかる.

命題2.  4([3]).\overline{\mathcal{B}}_{n} 上の  \pi による商位相と  \overline{d} による商位相は同相である.とく

に,  \overline{\mathcal{B}}_{n} はHausdorff空間である.

2このアイデアは,2017年12月の大阪市大でのトーリックトポロジー workshop での筆者
の講演後に佐藤敬志氏 (大阪市大) から提案されたアイデアに基づく.
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3  \tilde{d} の非退化性の証明のアイデア

ここでは,  \tilde{d} の非退化性の証明のアイデアを紹介する.示すべきは以下の主
張である :

 \alpha,  \beta\in\overline{\mathcal{B}}_{n} に対して  \tilde{d}(\alpha, \beta)=0 ならば  \alpha=\beta となる.

いま  \tilde{d}(\alpha, \beta)=0 と仮定し,  \alpha,  \beta\in \mathcal{B}_{n} の代表元  P,  P'\in \mathcal{B}_{n} を固定すると,最小
化列  \{9_{m}\}_{m}\subset Gn, すなわち

  \lim_{marrow\infty}d(P_{9}{}_{m}P')=\inf_{g\in G_{n}}d(P, gP')=\tilde{d}
(\alpha, \beta)=0
がとれる.  G_{n}=GL_{n}(\mathbb{Z})\cross \mathbb{R}^{n}\subset \mathbb{R}^{n^{2}}\cross 
\mathbb{R}^{n} にEuclid 距離から定まる直積距

離を考える.このとき,上の仮定のもとで  \{g_{m}\} の有界性が示せれば,Bolzano‐
Weierstrass の定理より,  \{g_{m}\} に収束部分列がとれる.その収束部分列も同じ
添え字で表し,  9_{m}arrow g_{\infty}\in G_{n}(marrow\infty) とすると,

 d(P_{9\infty}P')=\tilde{d}(\alpha, \beta)=0

より  P=g_{\infty}^{p\prime} , すなわち  \alpha=\beta\in\tilde{\mathcal{B}}_{n} となる.よって  \{g_{m}\} の有界性を示せば
非退化性が示せることになる.

いま,  \{9m=(A_{m}, t_{m})\}_{m}\subset Gn として,まず {Am} が非有界であると仮定
する.簡単のため  \beta の代表元  P' として  0\in P' となるものをとる.  \{A_{m}\}_{m}
が非有界であることから diam  (g_{m^{P'}})arrow-(marrow\infty) となる.このとき,
十分大きい任意の  m に対して  p\triangle g_{m^{P'}} が内点を含むことがわかる.これは

 d(P, g_{m^{P'}})arrow 0(marrow\infty) に矛盾する.実際には,  P を含む十分大きい立方体と
 P' の原点を含む十分小さい立方体をとりそれらに対して上述の議論を行う . 次

に  \{A_{m}\}_{m} は有界で  \{t_{m}\}_{m} が非有界と仮定する.このとき,  \{g_{m^{P'}}\} は直径が有
界のまま遠方に逃げていき,十分大きい任意の  m に対して  p\triangle g_{m^{P'=P\cup}}g_{m^{P'}}
となり , やはり  d(p_{g_{m}}P')arrow 0(marrow\infty) に矛盾する.以上により  \{g_{m}\}_{m} の有
界性が示される.

4 関連する問題と今後の展望

以下では,主に Delzant 多面体の集合およびそのモジュライ空間考える.そ
の定義を確認しておく.

定義4.1.  \mathbb{R}^{n} 内の凸多面体  P が以下の条件をみたすときDelzant 多面体であ

るという :
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1.  P は単純である.すなわち,  P の各頂点から  n 本の辺が出ている.

2.  P は有理的である.すなわち,各辺の方向ベクトルは有理数ベクトルでと
れる.

3.  P は滑らかである.すなわち,各辺の方向ベクトルとして  \mathbb{R}^{n} 内の格子  \mathbb{Z}^{n}

の基底をなすものがとれる.

 \mathbb{R}^{n} 内の Delzant 多面体全体の集合を  \mathcal{D}_{n} とする.また,  D_{n} への自然な  G_{n} 作用
に関する商集合を  \overline{\mathcal{D}}_{n}=D_{n}/G_{n} とし,Delzant 多面体のモジュライ空間とよぶ.

注意4.1.  \mathcal{D}_{n} および  \overline{\mathcal{D}}_{n} にはそれぞれ対称差の体積から決まる距離関数  d およ

びその同値類にわたる下限から定まる距離関数  \tilde{d} が定義される.以下ではこれ

らによる距離位相を考える.なお,命題2.旧こより  \overline{\mathcal{D}}_{n} 上の距離位相と自然な射
影から定まる商位相は同相である.

Delzant 構成が  \mathcal{D}_{n} とシンプレクティックトーリック多様体の同変同型類全体

との問の1対1対応を与えることが知られている.一方,モジュライ空間  \overline{\mathcal{D}}_{n} は
弱同変同型という同値関係に関する同値類全体の1対1に対応することが知ら

れている ([5]).

4.1 次元の評価

Delzant 多面体のモジュライ空間  \overline{\mathcal{D}}_{n} はシンプレクティックトーリック多様体

の弱同変同値に関するモジュライ空間とみなすことができる.したがって,そ
の次元をなんらかの形で決定/評価することが考えられる.距離空間に対して
定まる自然な次元として,Hausdorfff 次元が考えられる.ただし,  \mathcal{D}_{n} や  \overline{\mathcal{D}}_{n} に対
して意味のある評価を得るためには次元  n だけでなく頂点や面の個数などを指

定したモジュライ空間を考える必要があるかもしれない.

4.2 完備化の決定

[6] では  \mathcal{D}_{n} が距離空間としては完備でなく,その完備化は凸集合全体である
ことが示されている.  \mathcal{D}_{n} 内の収束しない Cauchy 列を用いるとモジュライ空間

 \overline{\mathcal{D}}_{n} も距離関数  \tilde{d}\ovalbox{\tt\small REJECT} こ関して完備ではないことがわかる.そこで,  \overline{\mathcal{D}}_{n} の完備化を
決定せよ,という問題が考えられる.この問題は対応するシンプレクティック
トーリック多様体の極限の観点 (次小節も参照) からも興味深いと思われる.
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4  \cdot 3 Gromov‐Hausdorff極限との関係

Delzant 多面体  P から Delzant 構成により構成されたシンプレクティックトー

リック多様体  M_{P} には自然に Kähler構造が入り,その複素構造と Riemann 計
量は  P の面の定義方程式から定まる関数を用いて非常に具体的に表示できる

ことが知られている ([4] [1]). その記述から,このKähler 構造は  \mathcal{D}_{n} への  G_{n}‐作
用に関して同変であることもわかる.特に,モジュライ空間  \overline{\mathcal{D}}_{n} からコンパク
ト Riemann 多様体の等長同型類全体の集合  \mathcal{M} への写像

Del  :\overline{\mathcal{D}}_{n}arrow \mathcal{M}

が得られる.  \mathcal{M} にはGromov‐Hausdorff 距離という Riemann 幾何的に非常

に由緒正しい距離関数が定義されることがよく知られおり,その構造が古くか
ら研究されている.そこで,この2つの距離空間  \overline{\mathcal{D}}_{n} と  \mathcal{M} の問の写像 Del の性
質を調べよ,という問題が考えられる.しかし,  \mathcal{D}_{n},\overline{\mathcal{D}}_{n} や我々が考えている距
離関数  d,\tilde{d} はこの問題には適していないことが次の例から示唆される.

例4.2. 2次元 Delant 多面体 (長方形) の列  P_{m}  :=[0,1] \cross[0, \frac{1}{m}](m\in \mathbb{N}) を考え
る.よく知られているように,  P_{m} にDel により対応する多様体は  \mathbb{C}P^{1}\cross \mathbb{C}P^{1} で
あり,その計量は  9 FS\oplus\frac{1}{m}gF8 である.ここで,  g_{FS} はFubini‐Study 計量である.
このRiemnn 多様体の列の Gromov‐Hausdorfff 距離に関する極限は  (\mathbb{C}P^{1},9Fs)
である.一方,  P_{m} は  d に関して  \mathcal{D}_{2} および  \mathcal{B}_{2} 内では収束せず,その完備化の中
では  \emptyset\ovalbox{\tt\small REJECT} こ収束する.

これらの問題点を解消するために,  \mathcal{D}_{n} やモジュライ空間  \overline{\mathcal{D}}_{n} を,低次元の対
象も含むように拡大する必要がある.そこで,ナイーブなアイデアではあるが
低次元の Delzant 多面体の埋め込みを含むように次のように拡大する :

 \mathcal{D}_{<n}:=\{g(L_{k}(P))|k=0,1, n, P\in \mathcal{D}_{k}, g\in G_{n}\},

ただし,各  k=0,1 , . . . ,  n に対して  \iota_{k} :  \mathbb{R}^{k}arrow \mathbb{R}^{n} は埋め込み畔  \ni  (x_{1}, x_{2}, . . . , x_{k})arrow
 (x_{1}, x_{2}, . . . , x_{k}, 0, . . . 0)\in \mathbb{R}^{n} である.この  \mathcal{D}\leq n には自然に  G_{n} が作用するので

その商空間

 \overline{\mathcal{D}}_{<n}:=\mathcal{D}_{\leq n}/G_{n}
として拡大されたモジュライ空間を定義する.しかし,  n 次元体積から定まる
距離関数  d や  \tilde{d} は低次元の対象の情報を何も捉えず,  \mathcal{D}_{\leq n} や  \overline{\mathcal{D}}_{\leq n} 上の距離関数
としては機能しない.そこで代替案として距離空間のコンパクト部分集合間の

Hausdorff 距離  d_{H} を考えてみる.  d_{H} は  \mathbb{R}^{n} のコンパクト部分集合  P_{1},  P_{2} に対

して

 d_{H}(P_{1}, P_{2}):= \min\{\sup_{x\in P_{1}}\inf_{y\in P_{2}}|x-y|,\sup_{y\in 
P_{2}}\inf_{x\in P_{1}}|x-y|\}
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図1: 長方形  P_{1} と5角形馳

で定義される.Hausdorfff 距離  d_{H} と対称差の体積から定まる距離  d は距離関数

として Lipschitz 同値ではない3が,それらが定める位相は同相であることが知
られている ([7]).  d_{H} は  \mathcal{D}_{\leq n} の距離を定め,その距離位相に関して  \mathcal{D}_{n} は  \mathcal{D}_{\leq n}
の稠密部分集合となる.しかし,同値類にわたる下限として

  \tilde{d}_{H}(\alpha, \beta) :=\inf\{d_{H}(P_{1}, P_{2})|P_{1}\in\alpha, P_{2}
\in\beta\}

により  \tilde{d}_{H} :  \overline{\mathcal{D}}_{\leq n}\cross\overline{\mathcal{D}}_{\leq n}arrow 
\mathbb{R} を定義しても,次の例4により  \tilde{d}_{H} は  \overline{D}_{2} 上でも非
退化性を (おそらく三角不等式も) みたさないことがわかる.

例4.3.  A=(\begin{array}{ll}
1   2
2   5
\end{array}) とし,その固有値3士語に対応する固有ベクトルとして

 u_{\pm}=(\begin{array}{ll}
1   
1\pm   \sqrt{2}
\end{array}) をとる.図1のような長方形  P_{1} と君に頂点を— つ付け加え

た5角形亀を考えると,  m\in \mathbb{N} に対して

 d_{H}(A^{m}P_{1}, A^{m}P_{2})arrow 0 (marrow\infty)

となる.  P_{1},  P_{2} に十分近い  \mathcal{D}_{2} の元をとると,  \tilde{d}_{H} が非退化性をみたさないこと
を意味する.

現在,対称差による距離関数  d がもつ特性と Hausdorff 距離  d_{H} がもつ特性を
兼ね備えた  \mathcal{D}‐  \leqn(あるいはより適切なモジュライ空間) 上の距離関数の候補とし
て,確率測度の空間上で定義される Wasserstein 距離を用いた距離関数の構
成とその性質の考察を北別府悠氏と行っている.

 3_{-} つの多角形とそれを平行移動で無限に遠くに持っていく列を考えればよい.

4この例は北別府悠氏 (熊本大) により指摘された.
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