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旗 Bott‐Samelson 多様体の幾何学的及び表現論的側面

東京工業大学理学院 藤田 直樹 (Naoki Fujita)†
Department of Mathematics, Tokyo Institute of Technology

概要

本稿は RIMS 共同研究 「変換群論における幾何 代数 組み合わせ論」 における講演内容

をまとめたものである.Eunjeong Lee 氏及び Dong Youp Suh 教授との共同研究 [5] に基づ
き,旗多様体及び Bott‐Samelson 多様体の自然な拡張である旗 Bott‐Samelson 多様体の幾何
学的及び表現論的側面について考察する.

1 旗 Bott‐Samelson 多様体

旗 Bott‐Samelson 多様体は旗多様体及び Bott‐Samelson 多様体の自然な拡張である. G=

 SL_{n+1}(\mathbb{C}) とし,  B\subset G を上三角行列全体のなす部分群 (Borel 部分群) とする.本稿の内容は一般
の連結単連結半単純代数群  G まで自然に拡張することができるが,簡単のため  A 型に限って話を進
めることにする.  [n]:=\{1,2, n\} とし,  I\subset[n] とする.このとき正の整数  n_{1},  n_{2} , ,  n_{s}\in \mathbb{Z}_{>0}

が存在し,
 \{1,2, n+1\}\backslash I=\{n_{1}, n_{1}+n_{2}, n_{1}+n_{2}+\cdots+n_{s}\}

となる.  L_{I}\subset G を次の形の行列全体のなす部分群とする:

ただし  1\leq t\leq s\ovalbox{\tt\small REJECT}こ対して窺は  n_{t} 次の正方行列であり,

 \det(A_{1})\det(A_{2})\cdots\det(A_{s})=1

を満たす.このとき  L_{I}\cup B で生成される  G の部分群を丹と書き,放物型部分群という.

例1.1.

(1)  I=[n] とする.このとき  P_{[n]}=G である.

(2)   I=\emptyset とする.このとき場  =B である.

(3)  i\in[n] に対して瓦を  (i+1, i)‐成分のみ1で他の成分は  0 である  (n+1)‐次正方行列とす
る.このとき放物型部分群丑  :=P_{\{i\}} は BUexp  (\mathbb{C}F_{i}) で生成される  G の部分群である.  P_{i}

は Borel 部分群  B を除く放物型部分群の中で包含関係に関して極小であり,極小放物型部
分群と呼ばれる.
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定義1.2 ([11, Ch. II.13] 参照).  \mathcal{I}=(I_{1}, I_{2}, \ldots, I_{r}) を  [n] の部分集合の列とする.このとき次で
定義される非特異射影多様体  Z_{\mathcal{I}} を旗 Bott‐Samelson 多様体という:

 Z_{\mathcal{I}}:= (P_{I_{1}}\cross P_{I_{2}}\cross \cross P_{I_{r}})/B^{r} ;

ここで  B^{r} の右作用は  P1\in P_{I_{1}} , p2  \in P_{I_{2}},  p_{r}\in P_{I_{r}} 及び  b_{1},  b_{2} , . . . ,  b_{r}\in B に対して

 (p_{1},p_{2}, \ldots,p_{r})\cdot(b_{1}, b_{2}, \ldots, b_{r}):=(p_{1}b_{1}, 
b_{1}^{-1}p_{2}b_{2}, \ldots, b_{r-1}^{-1}p_{r}b_{r})

と定める.

例1.3.  \mathcal{I}=([n]) とする.このとき  Z_{\mathcal{I}} は旗多様体  G/B と一致する.

例 1.4. すべての  1\leq k\leq r に対して  |I_{k}|=1 とし,  I_{k}=\{i_{k}\} と書く.このとき  Z_{\mathcal{I}} は語
 i:=  (i_{1}, i_{2} , i_{r}) に対応する Bott‐Samelson 多様体  Z_{i}  :=(P_{i_{1}}\cross P_{i_{2}}\cross \cross P_{i_{r}})/B^{r} と一致す

る.Bott‐Samelson 多様体  Z_{i} はBott‐Samelson [2], Demazure [3] 及び Hansen [8] によって導入
された多様体であり,シューベルト多様体の重要な特異点解消を与えている.

Grossberg‐Karshon [7] は Bott‐Samelson 多様体  Z_{i} が複素構造の変形により Bott 多様体と
呼ばれるトーリック多様体に退化することを証明した.この退化は Pasquier [19] によって Bott‐
Samelson 多様体のコホモロジーの消滅に応用されている.本稿の目的は Grossberg‐Karshon の

結果 [7] を旗 Bott‐Samelson 多様体まで拡張することである.旗Bott‐Samelson 多様体の退化先
には旗 Bott 多様体という flag bundle の列を取ることで構成される多様体が登場する.退化先に
現れる旗 Bott 多様体の具体的な表示についても説明する.さらに旗 Bott‐Samelson 多様体の表

現論への応用として,テンソル積表現の既約分解を Newton‐Okounkov 凸体を用いて記述する公式
についても解説する.

2 旗 Bott 多様体と複素構造の変形

まず黒木‐Lee‐Song‐Suh [15] によって導入された旗 Bott 多様体の定義を説明する.

定義2.1 ([15, Definition 2.1]). 高さ  r の旗 Bott tower とは次のような flag bundle の列のこ
とである:

  F_{r}arrow F_{r-1}arrow  arrow F_{1}arrow F_{0}= {pt}.

ただし各  1\leq k\leq r\ovalbox{\tt\small REJECT}こ対して  F_{k-1} 上の正則直線束  \xi_{k}^{(1)},  \xi_{k}^{(2)},  \xi_{k}^{(m_{k}+1)} が存在し,

 F_{k}= \mathscr{F}\ell(\bigoplus_{1\leq l\leq m_{k}+1}\xi_{k}^{(l)})
となるとする; ここで  \mathscr{F}\ell(\oplus_{1<l<m_{k}+1}\xi_{k}^{(l)}) は  F_{k-1} 上のベクトル束  \oplus_{1\leq l\leq m_{k}+1}\xi_{k}^{(l)} が誘導する
flag bundle である.旗Bott tower に登場する複素多様体  F_{1},  F_{r} を旗 Bott 多様体という.

黒木‐Lee‐Song‐Suh [15] によって与えられている,旗Bott 多様体の商多様体としての構成につ
いても説明する.  H\subset G を対角行列全体のなす部分群とし,  H の指標格子を  P とする; つまり

 P:= {指標  \chi:Harrow \mathbb{C}^{\cross} }

である.  a\in \mathbb{Z}^{n+1} に対して指標  \chi_{a}\in P を

 \chi_{a}(diag(t_{1}, t_{2}, \ldots, t_{n+1})):=t_{1}^{a_{1}}t_{2}^{a_{2}}\cdots
t_{n+1}^{a_{n+1}} (2.1)
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と定義すると,写像
 \mathbb{Z}^{n+1}arrow P, a\mapsto\chi_{a},

は全射になる.一般線形群  GL_{m}(\mathbb{C}) に対して,  B_{GL_{m}(C)}\subset GL_{m}(\mathbb{C}) を上三角行列全体のなす部分
群とし,  H_{GL_{m}(\mathbb{C})}\subset GL_{m}(\mathbb{C}) を対角行列全体のなす部分群とする.また

 T:B_{GL_{m}(\mathbb{C})}arrow H_{GL_{m}(\mathbb{C})}

を自然な全射とし,  a\in \mathbb{Z}^{m} に対して指標  \chi_{a}:H_{GL_{m}(C)}arrow \mathbb{C}^{\cross} を (2.1) と同様に定義する.

命題2.2 ([15, Propositions 2.8, 2.11] 参照).  \{F_{k}\}_{0\leq k\leq r} を高さ  r の旗 Bott tower とする.この
とき整数ベクトル

 a_{k,j}^{(l)}\in \mathbb{Z}^{m_{j}+1} , 1\leq j<k\leq r, 1\leq l\leq m_{k}+1,
が存在し,  \{F_{k}\}_{0\leq k\leq r} は次の商多様体がなす旗 Bott tower と同型である:

 \{ (GL_{m_{1}+1}(\mathbb{C})\cross \cross GL_{m_{k}+1}(\mathbb{C}))/(B_{GL_{-1}
+1(\mathbb{C})}\cross \cross B_{GL_{-k}+1(\mathbb{C})})\}_{0\leq k\leq r}.
ただし   B_{GL_{m_{1}+1(\mathbb{C})}}\cross  \cross B_{GL_{m_{k}+1(\mathbb{C})}} の右作用は  g_{1}\in GL_{m_{1}+1}(\mathbb{C}) ,  g_{k}\in GL_{m_{k}+1}(\mathbb{C}) 及び

 b_{1}\in B_{GL_{m_{1}+1(\mathbb{C})}},  b_{k}\in B_{GL_{m_{k}+1(\mathbb{C})}} に対して,

 (g_{1}, \ldots, g_{k})\cdot(b_{1}, \ldots, b_{k}):=(g_{1}b_{1}, A_{2,1}(b_{1})^
{-1}g_{2}b_{2}, \ldots, A_{k,1}(b_{1})^{-1}A_{k,2}(b_{2})^{-1}\cdot\cdot A_{k,k-
1}(b_{k-1})^{-1}g_{k}b_{k})

と定義する; ここで

 A_{k,j}:B_{GL_{m_{j}}+1(\mathbb{C})}arrow H_{GL_{-k}+1(\mathbb{C})}, b\mapsto 
diag(\chi_{a_{k,j}^{(l)}}(T(b)))_{1\leq l\leq m_{k}+1},
である.

正の整数  q\in \mathbb{Z}_{>0} と余指標  \rho:\mathbb{C}^{\cross}arrow H であって,すべての  i\in[n] および  t\in \mathbb{C}^{\cross} に対して

 \alpha_{i}(\rho(t))=t^{q}

となるものを固定する.ただし  \alpha_{i}\in P は単純ルートである; つまり

 a_{i}:=(0,\ldots,0,1, -1,0, \ldots, 0)\tilde{i-1}
に対して  \alpha_{i}=\chi_{a_{i}} である.  t\in \mathbb{C}^{\cross} に対して  T_{t}:Barrow B を

 T_{t}(b)=\rho(t)b\rho(t)^{-1}

と定義し,  T_{0}:Barrow H を自然な全射とする.このとき写像

 B\cross \mathbb{C}arrow B, (b, t)\mapsto T_{t}(b) ,

は正則である.つまり  T_{0} は  T_{t} の  tarrow 0 による極限となっている.各  t\in \mathbb{C} に対して,複素多様
体  Z_{\mathcal{I}}^{t} を

 Z_{\mathcal{I}}^{t}:= (P_{I_{1}}\cross P_{I_{2}}\cross \cross P_{I_{r}})/B^{r}

と定義する; ここで  B^{r} の右作用は  P1\in P_{I_{1}},  P2\in P_{I_{2}},  p_{r}\in P_{I_{r}} 及び  b_{1},  b_{2},  b_{r}\in B に対
して

 (p_{1},p_{2}, \ldots,p_{r})\cdot(b_{1}, b_{2}, \ldots, b_{r}):=(p_{1}b_{1}, 
T_{t}(b_{1})^{-1}p_{2}b_{2}, \ldots, T_{t}(b_{r-1})^{-1}p_{r}b_{r})
と定める.  T_{1}=id_{B} のため  Z_{\mathcal{I}}^{1} は  Z_{\mathcal{I}} と一致している.また次の命題により  Z_{\mathcal{I}}^{t} は  Z_{\mathcal{I}} の複素構

造の変形を与えていることがわかる.
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命題2.3.  Z_{\mathcal{I}}^{t} の微分多様体としての構造は  t\in \mathbb{C} に依らず一定である.

 t\in \mathbb{C} 及び  \lambda_{1},  \lambda_{r}\in P に対して,  Z_{\mathcal{I}}^{t} 上の正則直線束  \mathcal{L}_{\mathcal{I},\lambda_{1},\ldots,\lambda_{r}}^{t} を

 \mathcal{L}_{\mathcal{I},\lambda_{1},\ldots,\lambda_{r}}^{t}:= (P_{I_{1}}\cross
P_{I_{2}}\cross \cross P_{I_{r}}\cross \mathbb{C})/B^{r}

と定める; ここで  B^{r} の右作用は  P1\in P_{I_{1}},  P2\in P_{I_{2}} , . . . ,  Pr\in P_{I_{r}},  C\in \mathbb{C} 及び  b_{1},  b_{2} , . . . ,  b_{r}\in B

に対して

 (p_{1},p_{2}, \ldots,p_{r}, c)\cdot(b_{1}, b_{2}, \ldots, b_{r})

 :=(p_{1}b_{1}, T_{t}(b_{1})^{-1}p_{2}b_{2}, \ldots, T_{t}(b_{r-1})^{-1}p_{r}
b_{r}, \lambda_{1}(T(b_{1}))\cdots\lambda_{r}(T(b_{r}))c)

と定義する.  (c_{i,j})_{1\leq i,j\leq n} を  G=SL_{n+1}(\mathbb{C}) の Cartan 行列とする; つまり

 c_{i,j}:=\{\begin{array}{ll}
2   (i=j) ,
-1   (|i-j|=1) ,
0   （その他のとき）
\end{array}
である.次が本稿の一つ目の主結果である.

定理2.4. すべての  1\leq k\leq r に対して,ある  0\leq u_{k}<n が存在し

 I_{k}=\{u_{k}+1, u_{k}+2, u_{k}+m_{k}\}

となると仮定する; ここで  m_{k}:=|I_{k}| である.

(1)  Z_{\mathcal{I}}^{0} は  Z_{\mathcal{I}}^{0}, 上の flag bundle

 \mathscr{F}\ell(\mathcal{L}_{\mathcal{I},0,\ldots,0,\chi_{1}}^{0}\oplus 
\mathcal{L}_{\mathcal{I},0,\ldots,0,\chi_{2}}^{0}\oplus\cdots\oplus \mathcal{L}_
{\mathcal{I},0,\ldots,0,\chi-r}^{0}\oplus \mathcal{L}_{\mathcal{I},0,\ldots,0}
^{0})

と一致する; ここで  \mathcal{I}':=(I_{1}, \ldots, I_{r-1}) であり,各  1\leq j\leq m_{r} に対して

 \chi_{j}:=\alpha_{u_{r}+j}+\cdots+\alpha_{u_{r}+m_{r}}

である.

(2) 高さ  r の旗 Bott tower

 Z_{\mathcal{I}}^{0}arrow Z_{\mathcal{I}}^{0}, arrow Z_{(I_{1},..,,I_{r-2})}^{0}
arrow arrow Z_{(I_{1})}^{0}arrow\{pt\}
は次の整数ベクトルにより与えられる:

 a_{k,j}^{(1)}=(\begin{array}{ll}
\Sigma   c_{u_{j}+t,u_{k}+s}
l\leq s\leq m_{k}p\leq t\leq m_{j}'   
\end{array}) 1\leq p\leq m_{j}+1
注意2.5.  G が一般の連結単連結半単純代数群のとき,  I_{k}=\{u_{k}+1, u_{k}+2, . . . , u_{k}+m_{k}\} という
仮定は  P_{I_{k}}/B が  A 型の旗多様体であることに対応する.
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例2.6.  G=SL_{3}(\mathbb{C}),  \mathcal{I}=([2], [2]) とする.このとき高さ2の旗 Bott tower

 Z_{\mathcal{I}}^{0}arrow Z_{([2])}^{0}arrow\{pt\}
は次の整数ベクトルで与えられる:

 a_{2,1}^{(1)}=(\begin{array}{ll}
\Sigma   c_{t,s}
1\leq s\leq 2p\leq t\leq 2'   
\end{array}) 1\leq p\leq 3^{=(2,1,0)} ’

 a_{2,1}^{(2)}=(c_{1,2}+c_{2,2}, c_{2,2},0)=(1,2,0) .

特に  Z_{\mathcal{I}}^{0} は商多様体

 (GL_{3}(\mathbb{C})\cross GL_{3}(\mathbb{C}))/(B_{GL_{3}(\mathbb{C})}\cross 
B_{GL_{3}(\mathbb{C})})

と同型である.ただし  B_{GL_{3}(C)}\cross B_{GL_{3}(C)} の右作用は  g_{1} ,  g2\in GL_{3}(\mathbb{C}) 及び  b_{1},  b_{2}\in B_{GL_{3}(C)} に対
して

 (g_{1}, g_{2})\cdot(b_{1}, b_{2}):=(g_{1}b_{1}, A_{2,1}(b_{1})^{-1}g_{2}b_{2})

で与えられる; ここで  b_{1} の対角成分を  b_{1}(1),  b_{1}(2),  b_{1}(3) とするとき,

 A_{2,1}(b_{1})=diag(b_{1}(1)^{2}b_{1}(2), b_{1}(1)b_{1} (2)  2, 1)

である.

3 Newton‐Okounkov 凸体とテンソル積表現

まず Newton‐Okounkov 凸体の定義から説明する.Newton‐Okounkov 凸体は Kaveh‐Khovanski  i

 [13,14] 及び Lazarsfeld‐Mustata [17] によって系統的な定義がなされた概念であり,トーリック多
様体に対するモーメント多面体の拡張となっている.

 P_{+}:=\{\chi_{a}\in P|a=(a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{n+1}), a_{1}\geq a_{2}\geq 
\geq a_{n+1}=0\}

とおく . 簡単のため  \lambda_{1} , . . . ,  \lambda_{r}\in P_{+} に対して  \mathcal{L}_{\lambda_{1},\ldots,\lambda}.  :=\mathcal{L}_{\mathcal{I},\lambda_{1},\ldots,\lambda_{r}}^{1} と書く .  \mathbb{C}‐代数  R(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda_{1},\ldots,\lambda_{r}})
を

 R(Z_{\mathcal{I}},  \mathcal{L}_{\lambda_{1},\ldots,\lambda_{r}}):=\bigoplus_{k
\in \mathbb{Z}_{\geq 0}}H^{0}(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda_{1},\ldots,
\lambda_{r}}^{\otimes k})
と定義する.  N:=\dim_{C}(Z_{\mathcal{I}}) とし,  \mathbb{Z}\geq 0\cross \mathbb{Z}^{N} 上の全順序  < を

 (k, a)\leq(l, b)\Leftrightarrow\{\begin{array}{l}
k>l, または
k=l, a\leq b
\end{array}
と定める.この全順序に関する付値

 v:R(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda_{1},\ldots,\lambda_{r}})\backslash 
\{0\}arrow \mathbb{Z}_{\geq 0}\cross \mathbb{Z}^{N}

を取り,次を仮定する:

(i)  v(H^{0}(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda_{1},\ldots,\lambda_{r}}^{\otimes 
k})\backslash \{0\})\subset\{k\}\cross \mathbb{Z}^{N},
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(ii)  \sigma\in R(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda_{1},\ldots,\lambda_{r}}) に対して,

 v(\sigma)=v(\sigma_{\max\{k|a_{k}\neq 0\}})

である; ただし  k\in \mathbb{Z}\geq 0 に対して  \sigma_{k} を  \sigma の  H^{0}(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda_{1},\ldots,\lambda_{r}}^{\otimes k}
) ‐成分とする.

定義3.1 ([9, Sect. 3.1.1] 及び [14, Definition 1.10] 参照).  \mathcal{I}=(I_{1}, I_{2} , I_{r}) を  [n] の部分集合の
列とし,  \lambda_{1},  \lambda_{r}\in P_{+} とする.像  {\rm Im}(v) を含む最小の実閉錐を  C(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda_{1},\ldots,\lambda_{r}}, v)\subset 
\mathbb{R}\geq 0\cross \mathbb{R}^{N}
とし,集合  \triangle(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda_{1},\ldots,\lambda_{r}}, v)
\subset \mathbb{R}^{N} を

 \triangle(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda_{1},\ldots,\lambda_{r}}, v):=
\{a\in \mathbb{R}^{N}|(1, a)\in C(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda_{1},..,,
\lambda_{r}}, v)\}

と定める.この集合  \triangle(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda_{1},\ldots,\lambda_{r}}, v) を Newton‐Okounkov 凸体という.

 v が付値であることから  {\rm Im}(v) は半群となっている.この半群が有限生成のとき,Newton‐
Okounkov 凸体  \triangle(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda_{1},\ldots,\lambda_{r}}, v) は有理凸多面体となる.Newton‐Okounkov 凸体の重要な応用

の一つが Harada‐Kaveh [9] による完全可積分系の構成である.

定理3.2 ([9, Theorem  B] ). 像  {\rm Im}(v) が有限生成半群のとき,通常の位相での開稠密部分集合
 U 欧  Z_{\mathcal{I}} 及び  Z_{\mathcal{I}} 上の実数値連続関数の組  F_{1},  F_{N} が存在し,次が成り立つ:

(1)  F_{1},  F 〉の  U への制限は  U 上の完全可積分系を与える;

(2) モーメント写像  \mu=(F_{1} , F_{N}):Z_{\mathcal{I}}arrow \mathbb{R}^{N} の像は Newton‐Okounkov 凸体  \triangle(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda_{1},\ldots,\lambda_{r}}, v)
と一致する.

 P_{I_{1}} の  Z_{\mathcal{I}} 及び  \mathcal{L}_{\lambda_{1},\ldots,\lambda_{r}} への作用を  P,P1\in P_{I_{1}P2}\in P_{I_{2}} , . . . ,  p_{r}\in P_{I_{r}} 及び  c\in \mathbb{C} に対して

 p\cdot[p_{1}, . . . ,p_{r}]:=[pp_{1},p_{2}, . . . ,P_{r}],

 p\cdot[p_{1}, . . . ,p_{r}, c]:=[pp_{1},p_{2}, . . . ,p_{r}, c]

と定める.射影  \mathcal{L}_{\lambda_{1},\ldots,\lambda}.  arrow Z_{\mathcal{I}} がこれらの作用と compatible であるため,大域切断のなす空間
 H^{0}(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda_{1},\ldots,\lambda_{r}}) は自然に  P_{I_{1}} ‐加群となる.  \mathcal{I}=([n]) とすると,  P_{I_{1}}=G かつ  Z_{\mathcal{I}}=G/B である.
 \lambda\in P_{+} に対して  V(\lambda):=H^{0}(G/B, \mathcal{L}_{\lambda})^{*} とおくと,Borel‐Weil 理論により集合  \{V(\lambda)|\lambda\in P_{+}\}
は有限次元既約  G‐加群全体の集合と一致する.以後  \mathcal{I}=([n], [n]) とする.このとき対応する旗

Bott‐Samelson 多様体は

 Z_{\mathcal{I}}=G\cross BG/B

であり,  \lambda,  \mu\in P_{+} に対して,  G‐加群としての同型

 H^{0}(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda,\mu})^{*}\simeq V(\lambda)\otimes V
(\mu)

が成り立つ.すべての有限次元  G‐加群は完全可約なので ([10, Sect. 14.3] 参照), 既約分解

 V( \lambda)\otimes V(\mu)\simeq\bigoplus_{\nu\in P_{+}}V(\nu)^{\oplus 
c_{\lambda,\mu}^{\nu}}
を得る.  G=SL_{n+1}(\mathbb{C}) なので,  V(\nu) の重複度  c_{\lambda,\mu}^{\nu} は Littlewood‐Richardson 係数と一致して
いる ([6, Ch. 8] 参照). この重複度  c_{\lambda,\mu}^{\nu} を具体的に記述することは  G の表現論における重要
な問題の一つである.Berenstein‐Zelevinsky [1, Theorems 2.3, 2.4] は  c_{\lambda,\mu}^{\nu} をある具体的な有理
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凸多面体の格子点の個数として記述した.本稿では Newton‐Okounkov 凸体の格子点を用いて,
Berenstein‐Zelevinsky のものとは異なる公式を与える.

  N_{0}:=\dim_{C}(G/B)=\frac{n(n+1)}{2}
とおく.このとき  N:=\dim_{\mathbb{C}}(Z_{\mathcal{I}})=2N_{0} である.

定義3.3. 語  (i_{1} i_{N_{0}})\in[n]^{N_{0}} が簡約語であるとは,次の写像が双有理射となることである:

 \mathbb{C}^{N_{0}}arrow G/B,

 (t_{1} , t_{N_{0}})\mapsto\exp(t_{1}F_{i_{1}})\cdots\exp(t_{N_{0}}F_{i_{N_{0}}}
)mod B ;

ただし  F_{i},  i\in[n] , は例1.1 (3) で定義した行列である.

例3.4. 語  (1,2,1,3,2,1, \ldots, n, n-1, \ldots, 1)\in[n]^{N_{0}} は簡約語である.

 (i_{1}, . . . , i_{N_{0}}),  (j_{1}, . . . , j_{N_{0}})\in[n]^{N_{0}} を二つの簡約語とし,

 i:=(i_{1}, \ldots, i_{N_{0}}, j_{1}, \ldots,j_{N_{0}})\in[n]^{N}

とおく.このとき次の写像は双有理射である:

 \mathbb{C}^{N}arrow Z_{\mathcal{I}},

 (t_{1}, \ldots, t_{N})\mapsto(\exp(t_{1}F_{i_{1}})\cdots\exp(t_{N_{0}}
F_{i_{N_{0}}}), \exp(t_{N_{0}+1}F_{j_{1}})\cdots\exp(t_{N}F_{j_{N_{0}}}))mod 
B^{2}.
この双有理射を用いて関数体  \mathbb{C}(Z_{\mathcal{I}}) を有理関数体  \mathbb{C}(t_{1}, \ldots, t_{N}) と同一視する.  \mathbb{Z}^{N} 上の全順序  <

を次で定義する:  (a_{1}, \ldots, a_{N}) , (aí, . . . ,  a_{N}' )  \in \mathbb{Z}^{N} に対して,

 (a_{1}, \ldots, a_{N})<(a_{1}', \ldots, a_{N}')\Leftrightarrow ある  1\leq k\leq N について,  a_{1}=a_{1}',  a_{k-1}=a_{k-1}',  a_{k}<a_{k}'.

この全順序  < を用いて  t_{1},  t_{N} を変数とする単項式たちの間の順序  < を次で定義する:

 t_{1}^{a_{1}}\cdots t_{N}^{a_{N}}<t_{1}^{a_{1}'}\cdots t_{N}^{a_{N}'}
\Leftrightarrow (a_{1} , a_{N})<(a_{1}', \ldots , a_{N}') .

以上の準備のもとで付値  v_{i}^{high}:\mathbb{C}(Z_{\mathcal{I}})\backslash \{0\}(=\mathbb{C} (t_{1}, . 
. . , t_{N})\backslash \{0\})arrow \mathbb{Z}^{N} を次のように定める:

 f,  g\in \mathbb{C}[t_{1}, t_{N}]\backslash \{0\} に対して  v_{i}^{high}(f/g):=v_{i}^{high}(f)-v_{i}^{high}(g) とし,

 f=ct_{1}^{a_{1}}\cdots t_{N}^{a_{N}}+ (lower terms)  \in \mathbb{C}[t_{1}, , t_{N}]\backslash \{0\}

に対して  v_{i}^{high}(f):=-(a_{1}, \ldots, a_{N}) とする; ここで  c は  0 でない複素数であり,“lower terms”
は上で定めた順序  < に関して  t_{1}^{a_{1}}\cdots t_{N}^{a_{N}} より小さい単項式たちの線形結合である.大域切断

 0\neq\tau\in H^{0}(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda,\mu}) を固定し,各  k\in \mathbb{Z}\geq 0 に対して  H^{0}(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda,\mu}^{\otimes k}) を次のように  \mathbb{C}(Z_{\mathcal{I}}) の有限
次元部分空間と同一視する:

 H^{0}(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda,\mu}^{\otimes k})\mapsto \mathbb{C}
(Z_{\mathcal{I}}), \sigma\mapsto\sigma/\tau^{k}.
すると  \mathbb{C}(Z_{\mathcal{I}}) 上の付値  v_{i}^{high} は上で述べた条件を満たす  R(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda,\mu}) 上の付値  v_{i}^{high} を誘導する.

次が本稿の二つ目の主結果である.

定理3.5.  \mathcal{I}=([n], [n]),  \lambda,  \mu\in P_{+} とし,(il, . . . ,  i_{N_{0}} ), (jl, . . . ,  j_{N_{0}} )  \in[n]^{N_{0}} を二つの簡約語と
する.
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(1) 像  v_{i}^{high}(R(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda,\mu})\backslash \{0\}) は有限生成半群である.特に  \triangle(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda,\mu}, v_{i}^{high}) は有理凸多面体
である.

(2) 射影  \pi:\mathbb{R}^{N}=\mathbb{R}^{N_{0}}\oplus \mathbb{R}^{N_{0}}arrow \mathbb{R}^
{N_{0}} を  \pi(a, b):=b により定義し,

 \triangle(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda,\mu}, v_{i}^{high})\wedge:=\pi(
\triangle(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda,\mu}, v_{i}^{high}))

とおく . このとき格子点集合  \triangle(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda,\mu}, v_{i}^{high})\cap \mathbb
{Z}^{N_{0}}\wedge は自然にテンソル積表現  V(\lambda)\otimes V(\mu)
の直和成分と重複度込みで1対1に対応する.特に  y\in\triangle(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda,\mu}, v_{i}^{high})\cap 
\mathbb{Z}^{N_{0}}\wedge に対応す

る既約表現を  V(\nu(y)) とすると,  c_{\lambda,\mu}^{\nu} は

 \{y\in\triangle(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda,\mu}, v_{i}^{high})\cap 
\mathbb{Z}^{N_{0}}\wedge|\nu(y)=\nu\}

の位数と一致する.

(3)  y\in\triangle(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda,\mu}, v_{i}^{high})
\wedge\cap \mathbb{Z}^{N_{0}} に対して,ファイバー  \pi^{-1}(y)\cap\triangle(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda,\mu}, v_{i}
^{high}) は簡約語
 (i_{1} , i_{N_{0}}) に関する  V(\nu(y)) のストリング多面体と一致する (ストリング多面体について
は [1, 18] 参照).

例3.6.  (i_{1}, \ldots, i_{N_{0}})=(1,2,1,3,2,1, \ldots, n, n-1, \ldots, 1) とする.このときファイバー  \pi^{-1}(y)\cap
 \triangle(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda,\mu}, v_{i}^{high}) は指標  \nu(y) に関する Gelfand‐Zetlin 多面体とユニモジュラー同値である ([18,
Sect. 5] 参照).

注意3.7.  G‐加群  H^{0}(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda,\mu})^{*}\simeq V(\lambda)\otimes V
(\mu) は一般化 Demazure 加群 ([16] 参照) の特別な
場合である.筆者 [4] は一般化 Demazure 加群に対応する結晶基底 (一般化 Demazure 結晶) に着
目し,ストリング多面体の理論を一般化 Demazure 加群にまで拡張した (結晶基底については [12]
参照).Newton‐Okounkov 凸体  \triangle(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda,\mu}, v_{i}^{high}) はこの一般化されたストリング多面体と一致し
ている.

例3.8.  G=SL_{2}(\mathbb{C}),  \mathcal{I}=([1], [1]),  \lambda=\chi_{(\lambda_{1},0)},  \mu=\chi_{(\mu_{1},0)}\in P_{+},  i=(1,1) とする.このとき大

域切断  0\neq\tau\in H^{0}(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda,\mu}) を適切に取ると,

  \triangle(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda,\mu}, v_{i}^{high})=\{(a_{1}, 
a_{2})\in \mathbb{R}^{2}|0\leq a_{2}\leq\min\{\lambda_{1}, \mu_{1}\}, 0\leq 
a_{1}\leq\lambda_{1}+\mu_{1}-2a_{2}\}

が成り立つ.また

  \triangle(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda,\mu}, v_{i}^{high})\wedge=\{a_
{2}\in \mathbb{R}|0\leq a_{2}\leq\min\{\lambda_{1}, \mu_{1}\}\}

であり,  a_{2}\in\triangle(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda,\mu}, v_{i}^{high})
\wedge\cap \mathbb{Z} は既約表現  V(x(\lambda_{1}+\mu_{1}-2a_{2},0)) に対応する.実際

 V( \lambda)\otimes V(\mu)\simeq\bigoplus_{0\leq a_{2}\leq m\dot{{\imath}}
n\{\lambda_{1},\mu_{1}\}}V(\chi_{(\lambda_{1}+\mu\^{I}-2a_{2},0)})
が成り立つ.射影  \pi:\mathbb{R}^{2}arrow \mathbb{R} は  \pi(a_{1}, a_{2})=a_{2} で与えられ,   a_{2}\in\triangle(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda,\mu}, v_{i}^{high})
\cap \mathbb{Z}\wedge に対して

 \pi^{-1}(a_{2})\cap\triangle(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda,\mu}, v_{i}^
{high})=\{(a_{1}, a_{2})|0\leq a_{1}\leq\lambda_{1}+\mu_{1}-2a_{2}\} が成り立つ.第1成分への射影

 (a_{1}, a_{2})\mapsto a_{1} により,  \pi^{-1}(a_{2})\cap\triangle(Z_{\mathcal{I}}, \mathcal{L}_{\lambda,\mu}, v_{i}^
{high}) は指標  \chi_{(\lambda_{1}+\mu_{1}-2a_{2},0)} に関する Gelfand‐Zetlin
多面体と同一視される.
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