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概要 円充填問題はコンテナ内に円を適切に配置する問題であり,産業分野への応用やヒュー

リスティクス解法によって規模の大きい問題が解けるようになったことで,近年様々な分野か

ら注目されている.本研究では,正方形の中に複数の等しい大きさの円を充填する標準的な円

充填問題に対して,厳密解を生成する分枝限定法について議論する.円の中心座標をそのもの

を扱うのではなく,座標対間の相対位置を考慮してモデル化したのち,アルゴリズムを構築し,

実験結果を報告する.

1 はじめに

円充填問題とは,コンテナ内に n 個の円を重ならずに適切に配置する問題である.コンテナは正方形,長

方形,円,立方体など様々な形が考えられている.充填する円も,等しいサイズのほか  i 番目の円の半径が

 r_{i}= \frac{1}{\sqrt{i}} のようにサイズが変わる場合も考えられている.また,円の重なりを許したり,コンテナからのは

み出しを許すといった条件の拡張を行うことで,実問題にも広く応用することができる.実問題への応用

の具体例としては,UAV (無人航空機) が無線通信の基地局となり,地上のカバレッジエリアを考える問

題がある.UAV に搭載されているアンテナには指向性があり,また同じ周波数帯の電波が重なると干渉が

発生してしまうという条件のもと,円充填問題を利用している (図1)[1]. その他にも,無線基地局の配置
や,建物内の部屋や設備のレイアウト,貨物輸送コンテナへの最大積載,センサ ロボット間の通信制御な

どへの応用がある [2]. 計算機の性能向上によるヒューリスティクス解法の研究 [3] が進み,産業への応用が
近年注目を集めている [4]. しかし,問題のわかりやすさに反して,円充填問題は厳密に解くことが非常に
難しいことでも知られている [5]. 最も簡単なクラスである 「正方形内に半径の等しい円を充填する」 とい
う問題に対しても,充填する円の数が高々 10程度までしか数学的に証明された解は知られておらず [6] , 数
十年に渡って様々なモデルやアルゴリズムも用いた証明の研究が進められている [6, 7, 8].

産業分野への応用では,コンテナのサイズが複雑であったり,円の重なりやコンテナの境界からのはみ出し

を許すなどの条件が加わり,厳密に解くことが難しいため,ヒューリスティクスでのアプローチが多くな

されている.一定精度の近似解がリアルタイムに必要な場合にはヒューリスティクスは現実的なアプロー

チである.また,問題のモデリングが求解の効率や精度に大きく影響するため,ビリヤードのような完全弾
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図1: UAV(無人航空機) による無線カバレツジ問題 [1]

性衝突する円や,円の六角形への置き換え,円同士のエネルギー関数などを用いたモデルなどが考案され

ている [7].

円充填問題に対する厳密解法では,現時点で,正方形に対する円充填問題 (PACS) に対して円の数が   n\leq

 30,  n=36 の場合のみ一定の公差  (\epsilon<10^{-5}) 以内で最適半径が求められている  [61 . 正方形領域を分割して

領域を走査するため,円の数が増えると組合せの数が急増し,規模の大きい問題の厳密解の生成は難しい.

そのため,Locatelli らは分枝限定法を用いて厳密解を求めるアプローチを提案している.このアプローチ

では,初期暫定解として既知の最良値を利用し,  n\leq 38 程度の問題に対して新たな上界を与えている.し

かし,大規模クラスタを用いて数  t 月も計算に時間がかかっており,より効率の良い分枝操作,限定操作が

求められている.

本論文では,正方形コンテナに半径の等しい  n 個の円を詰める標準的な円充填問題に対して,厳密解を生

成するための新しい分枝限定法を提案し,数値実験の結果を報告し,現状の課題を述べる.

2 提案するアルゴリズム

考察の対象は以下の問題である:

問題 P. 単位正方形  U=[0,1]^{2} に含まれる半径が等しく,重ならない  n 個の円の最大半径を求めよ.

この問題は,次の等価な問題に置き換えることができる.

問題 Q. 単位正方形  U 内の点対間の最小距離を最大化するような,  n 個の点の位置を求めよ.

この2つの問題について,問題  P の最大半径を  r^{\star}(n) , 問題  Q で得られる最適距離を  d^{\star}(n) とすると,以

下の関係が成り立つ:

 r^{\star}(n)= \frac{d^{\star}(n)}{2(d^{\star}(n)+1)}
したがって,これ以降問題  Q について考察する.問題  Q を少し一般化し,長方形  U_{x}\cross U_{y} 内の問題を考え

る.円  i の中心座標を  (x_{i}, y_{i}) とすると,以下のように定式化できる:
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  \max  z

 s. t. (x_{i}-x_{j})^{2}+(y_{i}-y_{j})^{2}\geq z (1\leq i<j\leq n) (1)

 0\leq x_{i}\leq U_{x}, 0\leq y_{i}\leq U_{y} (i=1, \ldots, n)

ここで,  U_{x},  U_{y} は長方形の幅と高さとする.この問題の難しさは,  \mathcal{O}(n^{2}) 本もの非凸2次制約を含んでいる

点にあり,円の数が増えると現実的な時間で解けない.そのため,まず2次制約を1次近似した緩和問題を

定義する.円  i,j の中心座標の差を表す変数  x_{ij} , 陶を導入し,その存在区間をそれぞれ [aij, bij], [cij,  d_{ij} ]
と表す.これにより,式(1) の部分問題は以下のように書き換えることができる:

  \max  z

 s. t. x_{ij}^{2}+y_{ij}^{2}\geq z
 x_{ij}=x_{i}-x_{j} , y_{ij}=y_{i}-y_{j} (1\leq i<j\leq n) (2)

 a_{ij}\leq x_{ij}\leq b_{ij}, c_{\dot{\iota}j}\leq y_{\dot{i}j}\leq d_{ij}

 0\leq x_{i}\leq U_{x}, 0\leq y_{i}\leq U_{y} (i=1, \ldots, n)

非凸2次制約を緩和するため,2次関数の区間 [aij, bij],  [c_{ij}, d_{i_{j}}] における凹包絡関数を次のように定義する:

 f_{ij}(x)=(a_{ij}+b_{ij})x-a_{ij}b_{ij}
(3)

 g_{ij}(y)=(c_{\dot{i}j}+d_{ij})y-c_{\dot{i}j}d_{ij}

命題1. 式(3) で定義した凹包絡関数に対して,以下が成り立つ:

 f_{\dot{i}j}(x)\geq x^{2}\Leftrightarrow a_{ij}\leq x\leq b_{ij}

 g_{ij}(y)\geq y^{2}\Leftrightarrow c_{ij}\leq y\leq d_{ij}

この凹包絡関数を利用することで,問題 (2) は,以下のように線形計画問題へ緩和される:

  \max  z

 s. t. (a_{ij}+b_{ij})x_{ij}+(c_{ij}+d_{ij})y_{\dot{i}j}-z\geq a_{ij}b_{\dot{i}
j}+c_{ij}d_{ij}

 x_{\dot{i}j}=x_{i}-x_{j}, y_{ij}=y_{i}-y_{j} (1\leq i<j\leq n) (4)

 a_{ij}\leq x_{ij}\leq b_{\dot{i}j}, c_{\dot{i}j}\leq y_{ij}\leq d_{ij}

 0\leq x_{i}\leq U_{x}, 0\leq y_{i}\leq U_{y} (i=1, \ldots, n)

この緩和問題の最適解を  (\overline{x},\overline{y},\overline{z}) と表す.

命題2. 問題 (2) の最適値は  \overline{z} によって上から抑えられる.

3 分枝限定法

この節で,問題 (4) によって得られる部分問題 (2) の最適値に対する上界値  \overline{z} を用いて,解く必要のない部
分問題を枝刈りする分枝限定法を構築する.
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3.1 アルゴリズムの概要

1. 円  i,  j の中心座標の差  x_{i_{j}},  y_{ij} の存在区間  [a_{ij}, b_{i_{\dot{j}}}] ,  [c_{i_{j}}, d_{ij}] に対して緩和問題 (4) の解  (\overline{x},\overline{y},\overline{z}) を求
める.

2. 暫定解  (x^{\star},  y^{\star} , のに対して  \overline{z}> ♂が成り立てば,  (x^{\star}, y^{\star}, z^{\star})arrow(\overline{x},\overline{y},\overline{z}) として暫定解を更新する.
成り立たない場合は探索を打ち切る (限定操作)

3. 緩和解  (\overline{x},\overline{y},\overline{z}) における2次関数と凹包絡関数との誤差が大きい円対を選択し,その座標差の存在区

間の1つを2つに分割する (分枝操作)

4. 生成された2つの部分問題に対してステップ1から繰り返す.

3.2 分枝操作

ステップ3の分枝操作を詳しく説明しよう.まず,緩和解  (\overline{x},\overline{y},\overline{z}) での2次関数と凹包絡関数との誤差が

大きい座標のペアを以下の手順で求める:

 (q, r)\in{\rm argmax}\{f_{ij}(\overline{x}_{ij})-x_{ij}^{-2}|1\leq i<j\leq n\}
(5)

 (s, t)\in{\rm argmax}\{g_{ij}'(\overline{y}_{ij})-y_{ij}^{-2}|1\leq i<j\leq n\}

求めた  X 座標のペア  (q, r) に対して,fqr  ( \overline{x}_{qr})-\overline{x}_{qr}^{2}>\max\{0, g_{st}(\overline{y}_{st})-
\overline{y}_{st}^{2}\} が成立した場合,区間 [  a_{qr} , bqr] を
 [a_{q\bullet}, x_{qr}],[\overline{x}_{qr}, b_{qr}] に分割して,2つの子問題を生成する.同様に  y 座標のペア  (S, t) に対しても,  g_{st}(\overline{y}_{st})-\overline{y}_{st}^{2}>
  \max{  0 , fqr (Xqr)  -\overline{x}_{qr}^{2} } が成立した場合,区間 [  c_{st} , dst] を  [c_{st,\overline{y}_{st}}], [  \overline{y}_{st} , dst] に分割する.

どちらの条件も成立しない場合,これ以降の部分問題には保持している暫定解  (\overline{x},\overline{y},\overline{z}) より良い実行可能

解は存在しないことがわかるので探索を打ち切る.

命題3. 式(5) から得られるペア  (q, r),  (s, t) に対し,

 f_{qr}(\overline{x}_{qr})-X_{qr}^{2}\leq 0
 g_{st}(\overline{y}_{st})-\overline{y}_{st}^{2}\leq 0

が成り立てば部分問題 (2) の最適値  \overline{z}^{\star} は以下で与えられる:

  \overline{z}^{\star}=\min\{X_{ij}^{2}+\overline{y}_{lj}^{2}\prime|1\leq 
i<j\leq n\}

4 数値実験

前節の分枝限定法を,1回の分枝操作で生成される2つの部分問題の緩和解の良い方を深さ優先探索するよ

うにプログラム化し,許容誤差を  \varepsilon(=10^{-3}) として終了条件が満たされるまで探索を繰り返す計算実験を

行った (実験1).この条件では組合せの数が非常に多く,現実的な時間内で計算が終了しなかったため,実

行時間を600秒に限定した場合に対しても実験を行った.実験環境は表1の通りである.
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表1: 実験環境
CPU

メモリー

使用言語

線形ソルバー

Intel Core i7‐4820K @ 3.  70GHz

 32GB

 C\#

Google optimization Tools

実験1

実験結果を表2にまとめる.表の第2列にプログラムの出力♂,第3列に既知の最適値  z_{opt} , 第4列には

その比を記載する.

表2: 実験1
 n 目#的 \ovalbox{\tt\small REJECT} 関関  \mathscr{X} 値g \llcorner  z^{\star}  \Gamma i7^{i5}H^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\underline{Fj} 値 \llcornerg  z_{opt}  z^{\star}/z_{opt}
 2 0.2928932 0.2928932 1

3 0.2539563 0.2543331 0.9983

4 0.25 0.25 1

5 0.2071067 0.2071067 1

6 0.1820186 0.1876806 0.9698

7 0.1666667 0.1744576 0.9553

充填する円の数が  n=6 の段階で90分を超えても実験が終了せず,分枝木を最後まで探索することができ

なかった.そのため,実験2では実行時間に制限をつけ,解の精度を比較する.

実験2

実験結果を表3に示す.

表3: 実験2

 n\overline{\overline{2}}
目

 0.2928932\#\ovalbox{\tt\small REJECT}
的関 関^{}\backslash 数 値_{}\llcorner z^{\star}g

 fff.7\mapsto\ovalbox{\tt\small REJECT}_{i\mathfrak{F}}\underline{5}
値

 g_{z_{opt}}02928932L  z^{\star}/z_{opt}1
3 0.2539563 0.2543331 0.9983

4 0.25 0.25 1

5 0.2071067 0.2071067 1

6 0.1781751 0.1876806 0.9494

7 0.1666667 0.1744576 0.9553

8 0.1463415 0.1705407 0.8581

9 0.125 0.1666667 0.7500

10 0.1082405 0.1482043 0.7303

11 0.0974212 0.1423992 0.6841

12 0.0983641 0.1399588 0.7028

充填する円の数が少ない場合では,実験1に近い値が算出されており,円の数  n が増えた場合でもこの分
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枝限定法がヒューリスティクスアルゴリズムとしても利用できることが確認された.図2, 3に,  n=7 の

場合の既知の最適解と提案するアルゴリズムの出力結果を描画する.

図2:  n=7 に対しての最適解 図3: 提案するアルゴリズムで求めた解

5 今後の課題

正方形への円充填問題に対し,モデル化した問題の非凸2次制約を線形緩和し,その解を上界値に用いる

分枝限定法を構築し,実装して数値実験を行った.実行時間を限定することで,この分枝限定法をヒューリ

スティクスとしても利用できることが確認できた.

実験1の結果より,分枝木をすべて探索した場合には円の数  n が6より大きくなった時点で,計算が現実

的な時間内に収束しない.これは,円充填問題において円の配置が対称な場合 (図4) や座標は同じである
がナンバリングのみ異なる場合 (図5) があり,このアルゴリズムにおいてはその全てを繰り返し計算して
いるためだと考えられる.また,初期条件に対して,収束条件を満たすまで区間分割を行い繰り返し,部分

問題を生成すると組合せの数が膨大になるため,あらかじめ初期解を点が分散した状態に設定することで,

より効率的な求解ができるものと期待される.

図4: 円の配置が対称の場合 図5: 円のナンバリングのみ異なる場合

実行時間を限定して,この分枝限定法をヒューリスティックとして利用する場合,区間の分割方法を工夫

することで,さらに解の精度をあげられる可能性がある.今後は規模のより大きい問題や,解の収束性の改

善を目指す.
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