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準凸計画問題に対する劣微分を用いた最適性条件
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概要

本講究録では,準凸計画問題に対する劣微分を用いた最適性条件について述べる.

特に近年筆者等によって示された,essentially quasiconvex programming に対する
最適性の必要十分条件,一般の準凸計画問題に対する最適性の必要十分条件,逆準凸
制約を持つ準凸計画問題に対する最適性の必要条件について述べる.

1 導入

本講究録では以下のような数理計画問題について考察する:

Minimize f(x) ,

subject to  x\in A.

ただし,  f :  \mathbb{R}^{n}arrow[-\infty, \infty],  A\subset \mathbb{R}^{n} とする.関数  f は目的関数,集合  A は制約集合と呼

ばれる.数理計画問題は関数や制約集合の種類によって分類されており,本講究録では特

に  f が準凸関数,  A が準凸あるいは逆準凸制約によって表される問題について述べる.

数理計画問題においては様々な最適性条件が研究されている.中でもよく知られている

のが凸計画問題に対する以下のような最適性条件である:

 f(x_{0})= \min_{x\in A}f(x)\Leftrightarrow 0\in\partial f(x_{0})+N_{A}(x_{0}) .
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ただし,  \partial f(x_{0}) は  f の  x_{0} における劣微分,  N_{A}(x_{0}) は  A の  x_{0} における法線錐である.大

域解であることの必要十分条件が劣微分を用いて示されており,Lagrange 双対性とも関

連するなど凸計画問題において非常に重要な条件である.一方で,準凸計画問題において

は上記のような必要十分な最適性条件はこれまであまり示されていなかった.その一因と

して,凸関数においては局所解が常に大域解となるが,準凸関数においてはこれが成り立

たないことが挙げられる.

本講究録では,我々が[7, 9, 10] において示した,準凸計画問題に対する劣微分を用いた

最適性条件について述べる.凸関数のような有用な性質が成り立たない中で,どのように

最適性条件を示してきたか,ということについて詳細に述べる.

2 準備

 A\subset \mathbb{R}^{n} に対して,  A の  x\in A における法線錐 (normal cone) を次で定義する:

 N_{A}(x)=\{v\in \mathbb{R}^{n}|\forall y\in A, \langle v, y-x\}\leq 0\}.

また,  A の標示関数 (indicator function) を次で定義する:

 \delta_{A}(x)=\{\begin{array}{ll}
0   x\in A,
\infty   otherwise.
\end{array}
本講究録を通じて関数  f は  \mathbb{R}^{n} から  [-\infty, \infty] への関数とする.  f のエピグラフ(epigraph)
を次のように定義する:

epi  f=\{(x, r)\in \mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}|f(x)\leq r\}.

このとき,  f が凸関数であるとはepif が凸集合であるときをいう.  f のFenchel 共役関数

 f^{*} を次のように定義する:

 f^{*}(v)= \sup_{x\in \mathbb{R}^{n}}\{\langle v, x\rangle-f(x)\}, \forall v\in 
\mathbb{R}^{n}.
また,  f の  x\in \mathbb{R}^{n} における劣微分 (subdifferential) を次のように定義する:

 \partial f(x)=\{v\in \mathbb{R}^{n}|\forall y\in \mathbb{R}^{n}, f(y)\geq f(x)+
\langle v, y-x\}\}.

任意の  \alpha\in \mathbb{R} に対して関数  f のレベル集合 (level set) を次のように定義する:

 L(f, \leq, \alpha)=\{x\in \mathbb{R}^{n}|f(x)\leq\alpha\}.

このとき,  f が準凸関数であるとは任意の  \alpha\in \mathbb{R} に対して  L(f, \leq, \alpha) が凸集合である

ときをいう.任意の凸関数は準凸関数であるが,その逆は一般には成り立たない.  f が
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essentially quasiconvex であるとは,  f が準凸関数でありかつ任意の局所解が大域解であ

るときをいう.一般に凸関数や微分可能な擬凸関数はessentially quasiconvex である.

[2] において Greenberg, Pierskalla は次のような劣微分を定義した:

 \partial^{GP}f(x_{0})=\{v\in \mathbb{R}^{n}|\langle v, x\}\geq {  v,   x_{0}\rangle implies  f(x)\geq f(x_{0}) }.

これを  f の  x_{0}\in \mathbb{R}^{n} における Greenberg‐Pierskalla 劣微分 (GP 劣微分) という.また,

[4] において Martı’nez‐Legaz は次の Martinez‐Legaz 劣微分 (  M 劣微分) を定義した:

  \partial^{M}f(x_{0})=\{(v, t)\in \mathbb{R}^{n+1}|\inf\{f(x)|\langle v, 
x\rangle\geq t\}\geq f(x_{0}), \langle v, x_{0}\}\geq t\}.

これらはMoreau’s generalized conjugation の特別な場合として知られている.詳細は

[5, 9] を参照のこと.

3 劣微分を用いた最適性条件

本章では [7, 9, 10] において示された,準凸計画問題に対する劣微分を用いた最適性条
件について述べる.

3.1 essentially quasiconvex programming に対する最適性の必要十分条件

[7] において我々は,GP 劣微分を用いて次のようなessentially quasiconvex program‐

ming に対する最適性の必要十分条件を得た.

定理1. [7]  f を上半連続かつ essentially quasiconvex,  A を  \mathbb{R}^{n} の凸集合,  x_{0}\in A とす

る.このとき,次の二つの条件は同値である:

(i)  f(x_{0})= \min_{x\in A}f(x) ,

(fi)  0\in\partial^{GP}f(x_{0})+N_{A}(x_{0}) .

注意1. 上記の定理においては,目的関数  f がessentially quasiconvex であることを仮定

している.このことにより局所解が常に大域解となるため,凸計画問題と同様の議論を用

いることが出来る.また,GP 劣微分に対しては以下のような性質も成り立つ:  f を実数値

凸関数,  x_{0} は  f の  \mathbb{R}^{n} における大域解でないとするとき,

 \mathbb{R}++\partial f(x_{0})=\partial^{GP}f(x_{0}) , (1)

ただし  \mathbb{R}_{++}=\{t\in \mathbb{R}|t>0\} である.よって,定理1の系として凸計画問題における最

適性条件を部分的にではあるが示すことが出来る.
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一方で,essentially quasiconvex は準凸関数としてはかなり厳しい条件であり,上記の

最適性条件が適用できない問題も多く存在している.実際,[8] において上記の最適性条件
やGP 劣微分を用いた解集合の特徴付けが成り立たない例が示されている.

3.2 一般の準凸計画問題に対する最適性の必要十分条件

定理1は一般の準凸計画問題には適用できないという問題点があった.この問題点を解

消するため,我々は [9] において  M 劣微分を用いた次のような最適性の必要十分条件を
得た.

定理2. [9]  f を上半連続準凸関数,  A を  \mathbb{R}^{n} の凸集合,  x_{0}\in A とする.このとき,次の二
つの条件は同値である:

(i)  f(x_{0})=m\dot{{\imath}}nf(x)x\in A ’

(ii)  0\in\partial^{M}f(x_{0})+epi\delta_{A}^{*}.

注意2. 上記の定理においては,  M 劣微分という  \mathbb{R}^{n+1} の部分集合を用いた最適性条件を

示している.通常の劣微分や GP 劣微分が  \mathbb{R}^{n} の部分集合であったことと比較すると1

次元上の集合になっている.このことに伴い,定理1では  N_{A}(x_{0}) が使われていた部分が

 epi\delta_{A}^{*} に置き換わっている.

この理由としては,凸関数は epif という  \mathbb{R}^{n+1} の部分集合の凸性を持っている一方で,

準凸関数は  L(f, \leq, \alpha) という  \mathbb{R}^{n} の部分集合の凸性しか持っていないことが挙げられる.

凸計画問題においては凸関数の持つ,より整った凸性のおかげで通常の劣微分を用いた最

適性条件が示されるが,準凸計画問題においては十分な凸性が確保されていないために  M

劣微分という  \mathbb{R}^{n+1} の部分集合を用いて詳細に関数の情報を捉える必要がある.また,そ

の中間的性質を持つ essentially quasiconvex programming においては GP 劣微分という
 \mathbb{R}^{n} の部分集合を用いた最適性条件を示すことが出来ていることから,局所解が常に大域

解となる,という性質はこの意味でも本質的であり,数理計画問題において非常に重要な

性質であるといえる.

3.3 逆準凸制約を持つ準凸計画問題に対する最適性の必要条件

最後に,[10] において示した GP 劣微分を用いた逆準凸制約を持つ準凸計画問題に対す
る最適性の必要条件について述べる.
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定理3. [10]  f を上半連続かつ essentially quasiconvex,  h を上半連続準凸関数,  C を
 \mathbb{R}^{n} の閉凸集合,  A=\{x\in C|h(x)\geq 0\} とし,   \inf_{x\in A}f(x)>\inf_{x\in}cf(x) かつ任意の
 v\in \mathbb{R}^{n} に対して以下が成り立つと仮定する:

 N_{C\cap\{x|\langle v,x\rangle\geq\langle v,x_{0}\rangle\}}(x_{0})=N_{C}(x_{0})
+\{-\lambda v|\lambda\geq 0\}.

このとき,  x_{0}\in A が  f の  A における大域解であるならば

 \partial^{GP}h(x_{0})\subset\partial^{GP}f(x_{0})+N_{C}(x_{0}) .

注意3. 上記の最適性の必要条件は逆凸制約を持つ凸計画問題における以下のような最適

性条件と類似している:

 \partial h(x_{0})\subset\partial f(x_{0})+N_{C}(x_{0}) .

系として簡単に示されるわけではないが,証明の手法はほぼ同様である.
また上記の条件

 N_{C\cap\{x|\langle v,x\rangle\geq\langle v,x_{0}\rangle\}}(x_{0})=N_{C}(x_{0})
+\{-\lambda v|\lambda\geq 0\}

はStrong conical hull intersection property と呼ばれる制約想定の一種である.このよ

うな制約想定は広く研究されているが,特に  C がpolyhedral set である場合には上記の

条件が満たされることが知られている.詳細は [10] 等を参照のこと.

定理3においても目的関数  f はessentially quasiconvex であることを仮定している.

目的関数が一般の準凸関数である場合にどのような最適性条件を得ることが出来るのかに

ついては,詳細な研究が待たれるところである.
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