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(弱双対定理と実行不能性判定)
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概要

実行不能性判定を考える.弱双対定理がなりたつとき,双対問題の最適値が \infty ならば主問題
は実行不能である.そこで,弱双対定理がなりたつ問題のクラスを調べる.

1 はじめに

与えられた最適化問題の実行不能性を判定する実行不能性判定を考える.実行不能性判定に関す

る論文は,ADMM としては [2, 6] , 内点法としては [10, 11] がある.
本稿の構成は次のようになる.2節で一般的に,弱双対定理と主問題の実行不能性を述べる.以

降で問題を具体的に考えて,弱双対定理を証明する.3節では線形計画問題,4節では二次錐計画

問題,5節では Extended Lorentz Cone Programming, 6節では複素最適化問題,7節では四元最
適化問題を扱う.8節で結論と今後の課題を述べる.

2 弱双対定理と実行不能性

最小化問題である主問題 (P) と最大化問題である双対問題 (D) について,弱双対定理 :主問題の
実行可能解の目的関数  p と双対問題の実行可能解の目的関数  d について,

 P\geq d (1)

がなりたつ.

問題 (P) は,実行可能ならば,実行可能領域で目的関数が有限の値を取る点の集合が空でないと
仮定する.この仮定より,実行可能解の目的関数値が  \infty のみからなる病的な場合は無くなる.

もし,双対問題の最適値が  \infty ならば,主問題は実行不能である.以下で具体的に問題を考えて,

弱双対定理を証明する.

3 LP

線形計画問題  (LP) を考える.主問題は

  \min c^{T}x  s .  t .  Ax=bx\geq 0 . (P1)
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双対問題は

  \max b^{T}ys.t. A^{T}y+z=cz\geq 0 . (D1)

目的関数の差は次のようになる.

 c^{T}x-b^{T}y=(A^{T}y+z)^{T}x-(Ax)^{T}y
 =x^{T}z

 \geq 0.

したがって,弱双対理がなりたつ.

4 SOCP

二次錐計画問題 (SOCP)[I, 7] を考える.主問題は

  \min c^{T}x  s .  t .  Ax=bx_{0}\geq\Vert x_{{\imath}:n}\Vert_{2} . (P2)

双対問題は

  \max b^{T}y  s .  t .  A^{T}y+z=cz_{0}\geq\Vert z_{1:n}\Vert_{2} . (D2)

目的関数の差は次のようになる.

 c^{T}x-b^{T}y=(A^{T}y+z)^{T}x-(Ax)^{T}y
 =x^{T}z

 =x_{0}z_{0}+x_{1:n}^{T}z_{1:n}

 \geq\Vert x_{1:n}\Vert_{2}\Vert z_{1:n}\Vert_{2}+x_{{\imath}:n^{Z_{1:n}}}^{T}
 \geq 0.

したがって,弱双対理がなりたつ.

5 Extended Lorentz Cone Programming

Extended Lorentz Cone Programming[8, 9] を考える.主問題は

  \min c^{T}\overline{x}s.t. A\overline{x}=b\overline{x}\in L:=\{(x, u)\in 
\mathbb{R}^{p}\cross \mathbb{R}^{q}:x\geq\Vert u\Vert_{2}e\} . (P3)

双対問題は

  \max b^{T}\tilde{y} s.t.  A^{T}\tilde{y}+\tilde{z}=c\overline{z}\in M  :=\{(z, t)\in \mathbb{R}^{p}\cross \mathbb{R}^{q} : z^{T}e\geq\Vert t\Vert_{2},
z\geq 0\} . (D3)

目的関数の差は次のようになる.

 c^{T}\tilde{x}-b^{T}\tilde{y}=(A^{T}\tilde{y}+\tilde{z})^{T}\tilde{x}-
(A\tilde{x})^{T}\tilde{y}
 =\overline{x}^{T} を

 =x^{T}z+u^{T}t

 \geq(\Vert u\Vert_{2}e)^{T}z+u^{T}t

 \geq\Vert u\Vert_{2}\Vert t\Vert_{2}+u^{T}t
 \geq 0.
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したがって,弱双対理がなりたつ.

6 複素最適化問題

複素最適化問題 [4, 5] を考える.複素数ベクトルの性質はAppendix  A を参照.主問題は

  \min\langle c,   x\rangle  s .  t .  \langle a_{i},  x\rangle=b_{i}i=1 , ,  m,  x\geq 0 . (P4)

双対問題は

  \max b^{T}y  s .  t .  A^{T}y+z=cz\geq 0 . (D4)

ただし,  A^{T} は  n 次元列ベクトル  a_{i} を  m 列並べてできる行列.目的関数の差は次のようになる.

  \langle c, x\rangle-b^{T}y=\langle A^{T}y+z, x\}-\sum_{i=1}\langle a_{i}, x)y_
{i}m
 = \langle A^{T}y, x\rangle+\langle z, x\rangle-\sum_{i=1}\langle a_{i}, 
x\rangle y_{i}m
 =  \langle[y ı  a_{1}+\cdots+y_{n}a_{m}],  x\rangle+\langle z,  x \}-\sum_{i=1}\{a_{i}, x\rangle y_{i}m

 = \langle y_{1}a_{1}, x\rangle+\cdots+\langle y_{m}a_{m}, x\}+\{z, x\rangle-
\sum_{i=1}\langle a_{i}, x\}y_{i}m
 =y_{1} \langle a_{1}, x\rangle+\cdots+y_{m}\langle a_{m}, x\rangle+\langle z, x
\rangle-\sum_{i=1}\langle a_{i}, x\}y_{i}m
 =\langle x, z\rangle

 \geq 0.

したがって,弱双対理がなりたつ.

7 四元最適化問題

四元最適化問題を考える.四元数ベクトルの性質はAppendix  B を参照.主問題は

  \min\langle c,  x)  s .  t .  \langle a_{i} ,  x\rangle=b_{i}i=1 , ,  m,  x\geq 0 . (P5)

双対問題は

  \max b^{T}y  s .  t .  A^{T}y+z=cz\geq 0 . (D5)
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ただし,  A^{T} は  n 次元列ベクトル  a_{i} を  m 列並べてできる行列.目的関数の差は次のようになる.

  \langle c, x\rangle-b^{T}y=\langle A^{T}y+z, x\rangle-\sum_{i=1}^{m}\{a_{i}, x
\rangle y_{i}
 = \langle A^{T}y, x\}+\{z, x\}-\sum_{i=1}^{m}\{a_{i}, x\}y_{i}
 = \langle[y_{1}a_{1}+\cdots+y_{m}a_{m}], x\rangle+\langle z, x\rangle-
\sum_{\dot{i}={\imath}}^{m}\langle a_{i}, x\rangle y_{i}
 = \langle y_{1}a_{1}, x\rangle+\cdots+\{y_{m}a_{m}, x\rangle+\langle z, 
x\rangle-\sum_{i=1}^{m}\langle a_{i}, x\rangle y_{i}
 =y_{1} \langle a_{1}, x\rangle+\cdots+y_{m}\{a_{m}, x\rangle+\langle z, 
x\rangle-\sum_{i=1}^{m}\langle a_{i}, x\}y_{i}
 =\langle x, z\rangle

 \geq 0.

したがって,弱双対定理がなりたつ.

8 結論と今後の課題

いくつかの間題について弱双対定理を証明した.これにより,双対問題の最適値が  \infty ならば,主
問題が実行不能であることが分かる.

今後の課題をしては,実行不能性を判定するアルゴリズムを考えることがある.
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 A 複素数ベクトルの性質

複素数ベクトル  x と  y\in \mathbb{C}^{n} に対して,  \langle x,  y \rangle:=\frac{\overline{x}^{T}y+x^{T}\overline{y}}{2} とする.ただし  (\cdot)- は複素共役.

 \langle\cdot,  \cdot\rangle は実数値をとり,

 \langle(x+y), z\}=\langle x, z\rangle+\{y, z\rangle, \langle x, (y+z)\rangle=
\langle x, y\rangle+\langle x, z\},
実数  \lambda\in \mathbb{R} について,  \langle\lambda x,  y\rangle=\{x,  \lambda y\rangle=\lambda\langle x,  y\rangle,

 \langle x, y\rangle=\{y, x\rangle,
複素数ベクトルの不等号を実部ベクトルと虚部ベクトルが非負で決める.

 \mathbb{C}^{n}\ni s,  t\geq 0 ならば  \langle s,  t }  \geq 0

がなりたつ.

 B 四元数ベクトルの性質

四元数 [3, 12] のベクトルの性質を考える.
まず,一変数の時について考える.四元数  x\in \mathbb{H} を考える.

 x=\alpha+\beta i+\gamma j+\delta k (2)

と表記する.ここで,  \alpha,  \beta,  \gamma,  \delta\in \mathbb{R},

 i^{2}=j^{2}=k^{2}=ijk =-1 . (3)

スカラー部  :S(x)=\alpha , (4)

ベクトル部 :  V(x)=(\beta , î,  \delta) (5)

とする.四元数が非負であることを次のように決める.

 x\geq 0^{d}=^{ef}S(x)\geq 0 かつ  V(x)\geq 0 (6)

とする.
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多変数の時 (ベクトル) について考える.四元数ベクトル  x,  y\in \mathbb{H}^{n} に対して,次のものを考

える.

  \{x, y\}:=\frac{S(\overline{x}^{T}y+x^{T}\overline{y})}{2} (7)

ただし  (\cdot)- は共役.  \langle\cdot,  \cdot\rangle は実数値をとり,

 \{(x+y), z\rangle=\langle x, z\rangle+\langle y, z\rangle, \{x, (y+z)\rangle=
\{x, y\rangle+\{x, z\rangle,
実数  \lambda\in \mathbb{R} について,  \langle\lambda x,  y)  =\langle x,  \lambda y\rangle=\lambda\{x, y\},

 \{x, y\rangle=\{y, x\},

 x, y\geq 0\Rightarrow\{x, y\rangle\geq 0

がなりたつ.
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